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Nesta tese um modelo numérico para a solucdo de escoamentos bidimensionais,
Viscosos, incompressiveis € ndo permanentes ao redor de corpos aerodindmicos é
desenvolvido utilizando o método de vortices. O campo de vorticidade é discretizado
em vortices de Lamb e o corpo é discretizado em um poligono de painéis curvos. A
contribuicdo do corpo é calculada através do método dos paineis com vortices lineares.
Um novo esquema de geracdo de vortices é proposto, o qual combina os painéis com
uma camada de vortices adjacentes aos painéis. As condi¢des de ndo-penetragdo e nao-
escorregamento sdo impostas simultaneamente nos pontos de controle dos painéis,
permitindo que as intensidades de cada vortice nascente e painel sejam calculadas. Os
raios dos ndcleos dos vértices nascentes sdo estimados por um modelo de area de
difusdo baseado no problema da placa impulsiva de Rayleigh e tal que haja
sobreposicdo dos nucleos. As trajetorias dos vortices sdo calculadas com o método de
Adams-Bashforth de 2*-ordem e as velocidades induzidas com o método de expansdo
em multipolos adaptativo. Quatro modelos de difusdo de vorticidade séo
implementados: Avanco Randomico, Redistribuicdo de Vorticidade, Velocidade de
Difusdo, e 0 Método do Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC). Os resultados
indicam que 0 MCNC é o mais conveniente porque € acurado e facil de implementar.
Um algoritmo de aglomeracdo é empregado para reduzir o nimero de vortices na
simulacdo. O modelo numérico é validado para o problema da placa plana de Blasius e
simulacBes do escoamento ao redor de um aerofélio NACA 0012 sdo realizadas para

diversos angulos de ataque e nimeros de Reynolds.
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In this thesis a numerical model for the solution of two-dimensional, viscous,
incompressible and unsteady flows around aerodynamic bodies is developed using the
vortex method. The vorticity field is discretized into a cloud of Lamb vortices, whereas
the body is discretized into a polygon with curved panels. The body contribution is
accounted for through a piecewise-continuous linear-vortex panel method. A new
vortex generation scheme at the body surface is proposed that combines the body panels
with a layer of nascent vortices that are adjacent to the panels. Both the no-slip and the
no-penetration boundary conditions are simultaneously enforced at the panel control
points, allowing for the calculation of the strength of each nascent vortex and panel
node. The nascent vortices are created with a core radius estimated from a diffusion area
model based on the Rayleigh’s impulsive-plate problem and such that core overlapping
iIs maintained. Vortices are convected using the adaptive fast multipole method to
calculate their induced velocities and the 2"-order Adams-Bashforth time-marching
scheme to integrate their trajectories in time. Four vorticity diffusion methods are
implemented: Random Walk Method, Vorticity Redistribution Method, Velocity
Diffusion Method and Corrected Core Spreading Method (CCSM). Results indicate that
the CCSM is the most convenient because it is accurate and easy to implement. A
merging algorithm is employed to reduce the number of vortices in the simulation. The
numerical model is validated for the Blasius flat-plate problem and simulations of the
flow around a NACA 0012 airfoil are carried out for several values of the angle of

attack and Reynolds number.

vii



SUMARIO

CAPITULO 1 - INTRODUCAO 1
1.1. Motivagéo 4

1.2. Descri¢do do problema fisico 5

1.3. Descric¢éo do trabalho a ser desenvolvido 12

1.4. Objetivos 15
CAPITULO 2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA 17
2.1. Escoamento ao redor de aerofolios 17
2.1.1. Trabalhos analiticos 18

2.1.2. Trabalhos Experimentais 18
2.1.3.Trabalhos numéricos 20

2.2. Método dos Painéis 24

2.3. Método de Vortices 25
2.3.1. Conveccdo — Métodos de Expansao em Multipolos 34

2.3.2. Difuséo viscosa 35
CAPITULO 3 - MODELO MATEMATICO 40
3.1. Hipoteses simplificadoras 40

3.2. Problema de Valor de Contorno 42

3.3. Equacéo de Transporte da Vorticidade 43

3.4. Relacdo Velocidade—Vorticidade: A Lei de Biot-Savart 45

3.5. Modelagem da vorticidade 47

3.6. Método dos Painéis 51

3.7. Condicao de contorno - utilizagdo simultanea de
paineis e vortices para discretizacdo do corpo 58

3.8. Difusdo da vorticidade na superficie solida

e nascimento de novos vortices 60
3.9. Condicéo de conservagéo de circulagdo 66
3.10. Carregamentos sobre o corpo 67
3.10.1. LEWIS (1991) 68
3.10.2. WU (1981) 68

viii



3.10.3. SHINTANI & AKAMATSU (1994)

CAPITULO 4 - METODO NUMERICO

4.1. Método dos Vartices
4.1.1. Descricao geral
4.1.2. Equacionamento e algoritmo do Método de Vortices
4.2. Solucédo potencial — Método dos Painéis
4.2.1. SolugOes elementares
4.2.1.1. Fonte
4.2.1.2. Dipolo
4.2.1.3. Vortice
4.2.2. Implementacdo numerica
4.2.2.1. Distribuicdo de vorticidade constante
4.2.2.2. Distribuicdo de vorticidade linear
4.2.2.3. Painéis curvos
4.3. Condigdo de contorno - utilizagdo simultanea de painéis e vortices
4.4. Difusdo da vorticidade na superficie solida
e nascimento de novos vortices
4.5. Conveccdo dos Vortices
4.5.1. Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo - MEMA
4.6. Processo difusivo
4.6.1. Método do Avan¢o Randémico - MAR
4.6.2. Método da Redistribuicdo de Vorticidade - MRV
4.6.3. Método da Velocidade de Difusdo — MVD
4.6.4. Método do Crescimento do Nucleo Corrigido —- MCNC
4.7. Avanco Temporal
4.8. Mecanismos de reducdo do numero de vortices
4.8.1. Aglomeracdo direta
4.8.2. Aglomeracdo utilizando a hierarquia de caixas do MEMA
4.8.3. Corte
4.9. Correcdo do campo de vorticidade para vortices que cruzam a superficie
4.10. Correcdo para vortices que penetram no corpo
4.11. Suavizagdo da velocidade induzida por

vortices muito proximos aos pontos de controle

70

77

78
78
80
82
83
84
86
88
91
93
97
102
109

113
115
118
121
121
122
124
125
127
129
129
136
136
137
138

139



4.12 Atualizacao das Condicoes de Contorno

CAPITULO 5 - RESULTADOS DOS TESTES DE

5.1
5.2.
5.3.
5.4.

DESENVOLVIMENTO DO METODO

Incorporacéo do efeito da curvatura no Método dos Painéis

Avaliacdo do Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo - MEMA
Processo de aglomeragao

Métodos de Difusdo Aplicados ao Vortice Pontual

5.4.1. Método do Avanco Randdmico — MAR

5.4.2. Método da Redistribuicdo de Vorticidade - MRV

5.4.3. Método da Velocidade de Difusdo - MVD

5.4.4. Método do Crescimento do Nucleo Corrigido —- MCNC

CAPITULO 6 - PLACA PLANA - RESULTADOS

6.1.
6.2.

E VALIDACAO DO MODELO

Analise de convergéncia

Escoamento em placa plana — validacéo

CAPITULO 7 - AEROFOLIO - ANALISE DE RESULTADOS

7.1.

7.2.

Verificacdo dos parametros numéricos
e analise de convergéncia para aerofélios

Apresentagéo dos resultados

CAPITULO 8 - CONCLUSOES

8.1.

8.2.

8.3.

8.4.
8.5.
8.6.

Método de Painéis

8.1.1. Aplicagdo de curvatura na superficie solida

8.1.2. Utilizacdo de sub-painéis

Condicéo de contorno na superficie —

utilizacdo simultanea de painéis e vortices

Meétodo de difuséo

Conveccdo — Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo (MEMA)
Aglomeracao

Método de geracdo de vorticidade na parede

142

144

146
155
162
166
167
170
171
172

177

179
187

190

191
194

210

211
212
213

213
214
215
217
218



8.7. Carregamento sobre a superficie

8.8. Resultados para placa plana

8.9. Resultados para aerofdlios

8.10. Sugestdes para trabalhos futuros
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
APENDICE A
APENDICE B

APENDICE C

218
219
220
221
223
238
256

274

Xi



LISTA DE SIMBOLOS

A - matriz de influéncia para painéis com distribuicdo constante de vorticidade
A;j - elemento de influéncia para painéis com distribui¢do constante ou linear
A’; - elemento de influéncia para paineis com distribuicéo linear

Ajj - elemento da matriz de influéncia para painéis com vorticidade constante
Ag - area dos vortices nascentes

Ay - area dos vortices da esteira

As - érea do contorno do corpo

A.. -éreado contorno no infinito

a - matriz de influéncia distribuicdo linear de vorticidade e/ou painéis curvos
aj -elemento da matriz de influéncia para painéis com distribuicéo linear e/ou curvos
B - matriz de influéncia para dipolos

b - vetor independente

bi - elemento do vetor independente

bive- elemento do vetor independente para CC de impenetrabilidade

bne - elemento do vetor independente para CC de ndo-escorregamento

c - corda do aerofdlio

cij - coeficiente de influéncia do painel j sobre o painel i relativo a parte constante
C - curva Material

Cg - area das folhas de vorticidade

Cq - coeficiente de arrasto

C: - coeficiente de atrito

CL - Coeficiente de sustentacao

Cp, - Coeficiente de pressao

erfc - fungéo erro

f - forca de superficie

fi' - parcelade circulagdo f' que é transferida do vortice i para j no tempo n

G - funcdo de Green

h/o - grau de recobrimento dos ntcleos dos vortices
h, - distancia de difuséo
k - constante de proporcionalidade entre 5, e Al

L - ndmero de vértices por painel

xii



L -tamanho maximo dos raios dos nucleos dos vortices
Im - resolucdo minima
Im - resolucdo maxima

¢; - coeficiente de influéncia do painel j sobre o painel i relativo a parte linear

M - numero de vortices na esteira

n - vetor normal a superficie do corpo

N - ndmero de painéis

Nsub - NUMero de sub-painéis

p - pressdo absoluta

P - ndmero randémico

Pwp - elemento da matriz de influéncia para painéis e CC de impenetrabilidade
Pne - elemento da matriz de influéncia para painéis e CC de nao-escorregamento
Q - Numero randdmico

gr - componente de velocidade do sistema de coordenadas polares

go - componente de velocidade do sistema de coordenadas polares

R; - regido ocupada pelo corpo j

Rt - regido ocupada pelo fluido

r - coordenada do sistema polar

r' - variavel auxiliar de integracdo

r, - variavel do sistema do painel

r, -variavel do sistema do painel

Re - Numero de Reynolds
S - superficie de integracédo
s - direcdo superficial

S_ - superficie de integracdo do escoamento incidente

Sc - superficie de integracéo do corpo

S, - superficie de integracdo da esteira

e
t -tempo

t - vetor tangente

u - vetor velocidade

u - componente do vetor velocidade na direcdo x

uy -componente x da velocidade de difuséo

Xiii



u, - componentes x da velocidade induzida pelo painel j no sistema do painel
]

U, - vetor velocidade do escoamento uniforme
U_ - componente x da velocidade do escoamento uniforme

Vivep - elemento da matriz de influéncia para vortices e CC de impenetrabilidade
Pne - elemento da matriz de influéncia para vértices e CC de ndo-escorregamento
v - componente do vetor velocidade na diregéo y

v, -componente y da velocidade de difuséo

v, -componentey da velocidade induzida pelo painel j no sistema do painel

V_ - componente y da velocidade do escoamento uniforme

X - coordenada do sistema cartesiano global
- coordenada do sistema cartesiano do painel
- coordenada do sistema cartesiano global

- coordenada do sistema cartesiano do painel

<

- angulo de ataque, parametro do MCNC

- angulo de inclinacdo dos painéis

(04

B

o, - distancia de difuséo
o, - derivada da fungdo de curvatura dos painéis no no inicial do painel
o0, - derivada da fungdo de curvatura dos painéis no no final do painel

OA - érea de difuséo

A¢ - comprimento do painel i

Ar - distancia de difusdo randémica

At - discretizagdo do tempo

Ap, - variagéo de presséo sobre o painel i
AX. - deslocamento convectivo na dire¢ao x
Ay, - deslocamento convectivo na diregao y
AX,, - deslocamento difusivo na diregéo x
Ay, - deslocamento difusivo na direcdo y

A - angulo de difusdo randomico

& -raio da esfera

Xiv



¢
4
9,

n
r
v

Q

0

e °

\%

5

- potencial de velocidade

- potencial de velocidade interno

- potencial de velocidade do escoamento incidente

- polindmio cubico para painéis curvos

- circulacdo dos vortices

- intensidade dos vortices

- componente constante da distribuicao de vorticidade linear em painéis curvos
- coeficiente angular da distribuicdo de vorticidade linear em painéis curvos
- intensidade de um dipolo

- intensidade de uma fonte

- coordenada do sistema polar

- angulo do sistema do painel

- angulo do sistema do painel

- massa especifica

- raio do nucleo dos vortices

- raio inicial do nucleo dos vortices

- Vorticidade

- Vetor vorticidade

- velocidade angular de rotacao
- viscosidade cinemaética

- variavel auxiliar de integracdo ndo dimensional

XV



CAPITULO 1

INTRODUCAO

Fenbmenos fisicos que envolvem fluidos, sejam eles liquidos ou gasosos, estdo
comumente presentes na natureza e, por esta razao, sempre foram alvo da observacao e da
curiosidade do homem. Como exemplo pode-se citar os fendmenos relacionados a
propagacdo de ondas nos oceanos e na atmosfera, 0s escoamentos liquidos em rios e em
canais, os fenbmenos climéaticos como o vento e a chuva, diluicdo de particulados em meios
fluidos, conveccao de gases provenientes de queimas, entre outros.

Desde as civilizagdes mais antigas de que se tem noticia, até os dias atuais, as
necessidades do ser humano em interferir na natureza esbarram no conhecimento das leis
que regem os fenémenos fisicos relacionados a mecanica dos fluidos. Assim foram os
estudos para a utilizagcdo da forga dos ventos como fonte de energia em terra ou em mar,
como também as pesquisas para irrigacdo na agricultura com a utilizacdo de canais e a
formacéo de redes de suprimento de agua e de esgoto sanitario nas cidades.

No século XVIII o interesse pelo estudo das ciéncias e em particular da mecénica dos
fluidos tomou muito impulso com a revolucgdo industrial. Neste periodo surgiu a maquina a
vapor, que revolucionou a producdo industrial e criou as condi¢Ges necessarias ao
aparecimento de novas maquinas. Deste modo, o conhecimento de como criar e
desenvolver dispositivos e ferramentas que lidavam com fluidos estimulou e impulsionou a
pesquisa e o estudo dos fendmenos fisicos relacionados ao uso de lubrificantes, fluidos de
arrefecimento, gases para pressurizacdo de linhas, sistemas pneumaticos, etc.

Mas foi no século XIX e inicio do século XX que a mecanica dos fluidos teve seu maior
crescimento, sobretudo na area de aerodindmica. O grande interesse do ser humano em
projetar maquinas voadoras, o que se tornou viavel nesta fase devido ao aparecimento do
motor a combustdo interna, fez surgir pesquisas e trabalhos que tinham como objetivo
estudar escoamentos externos. Surgiram entdo os primeiros perfis aerodindmicos e,
simultaneamente, as primeiras teorias fisicas e matematicas relacionadas a camada limite e

a turbuléncia.



Recentemente a mecanica dos fluidos vem sendo bastante utilizada como ferramenta na
engenharia aeroespacial, permitindo o desenvolvimento de novas aeronaves, misseis com
maior alcance, foguetes e veiculos lancadores de satélites mais eficientes. Ja na engenharia
mecanica vem auxiliando no desenvolvimento de bombas, turbinas a gas, caldeiras,
geradores, turbinas edlicas e trocadores de calor mais eficientes. Na engenharia quimica,
vem permitindo a construcdo de melhores ferramentas para mistura de reagentes, camaras
gasosas com rendimento superior e dispositivos que otimizam a queima de gases. Na
engenharia ambiental vem contribuindo para o estudo da diluicdo de poluentes na
atmosfera, assim como tem tornado possivel estabelecer o impacto do despejo de detritos
industriais em rios e oceanos, apontando as melhores solugdes para minimizacdo das
consequéncias.

Uma area de pesquisa bastante atual e que possui enorme potencial para crescimento € a
importante nanoindudstria, onde a mecénica dos fluidos permite que se projete e construa
maquinas em dimensdes nanométricas, cuja utilizacdo vai da informatica a medicina.

A modelagem matematica dos fendmenos relacionados a fluidos é bastante complexa
devido a grande riqueza da fisica envolvida, a enorme faixa de variacdo das propriedades
de cada fluido, e sobretudo devido as fortes ndo linearidades inerentes ao comportamento
de liquidos e gases. Pode-se verificar estas caracteristicas observando a equacgao de Navier-
Stokes, a qual possui solucéo fechada apenas para uma limitada classe de problemas, onde
varias simplificacbes se tornam necessarias e podem conduzir a resultados ndo adequados
aos interesses da engenharia. Mesmo as equagOes de camada limite, obtidas com as
simplificacBes de Prandtl, como também as equacGes de Euler, obtidas com a eliminacéo
dos efeitos viscosos, ainda ndo possuem solucdo analitica conhecida. Com tudo isto, as
solugdes numéricas passam a ter enorme importancia e, a partir do surgimento e
desenvolvimento da computacéo cientifica, tiveram grandes avangos nas ultimas décadas.

Os métodos numéricos conhecidos atualmente podem ser classificados como
aproximados, pois se originam dos Métodos dos Residuos Ponderados (MANSUR et al.).
Sdo exemplos os Métodos das Diferencas Finitas, os quais se baseiam na formulacdo
original dos Métodos de Residuos Ponderados e os Métodos dos Elementos Finitos,
baseados nas formulacgdes fracas dos Métodos de Residuos Ponderados.



No que se refere a Mecanica dos Fluidos, tais solu¢fes numéricas sdo aproximacdes
realizadas pela transformacdo das equacdes diferenciais parciais, como a equacao de
Navier-Stokes, em sistemas de equacdes algébricas, os quais tém solucdo analitica ou
numérica conhecida.

Pode-se também transformar tal equacéo diferencial parcial em um sistema de equacgdes
diferenciais ordinarias através de alguns tipos de transformacfes analiticas como a
Transformada de Laplace ou a Transformada Integral, no entanto estas técnicas conduzem a
problemas fortemente dependentes das condi¢Ges de contorno, 0 que, para muitas
geometrias de interesse, e sobretudo para escoamentos externos, torna dificil sua utilizacao.
Este tipo de abordagem néo fara parte deste trabalho.

O método numérico utilizado neste trabalho é uma combinacdo do Método de Vortices
com o Método dos Painéis, descrito por Lewis (1991), onde o primeiro se encarrega de
simular a evolucdo da dindmica do escoamento através da discretizagdo do campo de
vorticidade, tendo como bases tedricas as leis de Helmoltz, e o0 segundo se encarrega de
resolver o escoamento potencial, satisfazendo a condi¢do de contorno no sélido, uma vez
que a condicdo de contorno no infinito é implicitamente satisfeita pelas fungdes basicas
escolhidas como solugéo.

Diferentemente dos Métodos de Diferencas Finitas e dos Métodos de Elementos
Finitos, os quais utilizam a descri¢do Euleriana e discretizam o meio fluido em pontos de
uma malha de célculo, o Método de Vortices utilizado neste trabalho utiliza a descricdo
Lagrangeana e ndo discretiza o fluido em pontos de uma malha auxiliar. Por esta razéo
pode-se dizer que o Método de Vortices € livre dos problemas inerentes aos métodos que
utilizam malhas, quais sejam, a dificuldade para representacdo de geometrias complexas e o
problema da difusdo numérica associada.

Esta metodologia é aplicavel a uma série de problemas comuns na engenharia onde
escoamentos externos ou internos geram carregamentos sobre corpos. Pode-se citar como
exemplos de aplicacbes encontradas na literatura: carregamentos em construcdes e
estruturas terrestres e aquaticas; determinacdo de esforcos em veiculos terrestres, aquaticos

e aeronaves; escoamentos em turbomaquinas e turbinas edlicas.



1.1. Motivacéo

A crescente utilizacdo de aparatos que se baseiam em corpos com superficies
aerodinamicas tem feito com que o estudo deste tipo de escoamento ganhe destaque, quer
na pesquisa cientifica basica, quer no desenvolvimento de novos produtos. Define-se corpo
aerodinamico como aquele cuja forma é especialmente desenhada com o objetivo de se
manipular as forgas resultantes do contato deste com o escoamento que o circunda. Assim
ocorre no projeto de aerofdlios para asas e para superficies de controle em aeronaves e em
veiculos terrestres e aquaticos, onde as forcas a serem controladas séo a forca de arrasto e a
forca de sustentacdo. A crescente preocupacdo com o rendimento dos equipamentos, 0 que
é acirrado pela concorréncia e pela disputa de mercados consumidores, € um dos fatores
que tem atraido investimentos da indUstria para esta area. Objetiva-se construir maquinas e
equipamentos cada vez mais velozes, mais econémicos e com maior mobilidade, o que sé é
possivel através do aprofundamento da pesquisa e do estudo dos mecanismos que
governam os fenémenos fisicos envolvidos.

O estudo de perfis aerodindmicos ganha ainda mais importancia pelo fato destes nédo
serem apenas utilizados em aeronaves e em veiculos terrestres e aquaticos. Sdo também
utilizados em misseis, em foguetes, em veiculos lancadores de satélites, em pas de turbinas
a gas e eolicas, em rotores de bombas de todas as espécies, em redutores de velocidade e
conversores de torque de diversos equipamentos hidraulicos, em sistemas de ventilacdo
industriais e residenciais, dentre outros. O estudo do escoamento ao redor destes corpos é
de fundamental importancia para a manipulacdo das forcas que se originam na superficie de
contato com o escoamento, uma vez que estas, além da importancia no que refere ao
projeto estrutural da maquina ou do equipamento em questdo, muitas vezes sdo o objetivo
ou o produto final a ser otimizado. Estas for¢as surgem como reacdo a variacdo da
quantidade de movimento que o corpo exerce sobre o fluido, e como resultado direto do
atrito entre as superficies de contato, dois fenémenos extremamente complexos e, como
citado anteriormente, de dificil solucdo, levando-se em consideracdo a modelagem
matematica, numérica e as ferramentas computacionais disponiveis.

Deste modo, devido ao grande interesse por parte da ciéncia e da engenharia, e tambeém

motivado pela complexidade do problema em questéo e pelo elevado grau de dificuldade de



sua solucdo, fica evidenciado o motivo pelo qual se considera de grande importancia o

estudo deste tema, seja do ponto de vista teorico, experimental ou numérico.

1.2. Descricao do problema fisico

Como dito anteriormente, o surgimento de forgas superficiais em corpos imersos em
escoamentos tem sua origem na mudanca da quantidade de movimento do fluido, uma vez
gue o corpo é visto como uma restricdo ao seu deslocamento. Os fatores que influenciam
diretamente nestas forgas de superficie estdo intimamente relacionados a orientacao entre o
escoamento e 0 corpo, assim como mantém grande dependéncia com relacéo a velocidade
relativa entre estes e com as propriedades termofisicas do fluido.

O corpo esbelto ou aerodindmico tem seu formato projetado especialmente para a
aplicacdo a que este se destina, sendo simétrico quando o objetivo é apenas a reducdo da
forca de arrasto, e assimétrico quando se deseja controlar a relagcdo sustentacdo/arrasto
(LD). Define-se como forga de arrasto a componente da forca de contato entre o corpo e o
fluido que age na direcdo e no sentido do escoamento, ao passo que a forca de sustentagéo é
a componente na direcdo normal ao escoamento.

O surgimento da forca de sustentacdo estd relacionado a quebra da simetria do
escoamento ao redor de corpos, 0 que € conseguido utilizando-se um aerofolio assimétrico,
ou seja, aquele cuja curvatura da linha média entre a superficie superior e inferior ndo
coincide com a linha da corda, a qual liga o bordo de ataque ao bordo de fuga. Outra
maneira de se quebrar a simetria do escoamento, e, consequentemente, se gerar a forca de
sustentacdo, é criar uma angulacdo entre o aerofdlio e 0 escoamento, denominada angulo de

ataque, conforme pode ser visto na Fig. 1.1.

Ei——————

Escoamento

Figura 1.1 — Angulo de ataque (o)

O angulo de atagque ¢ o fator mais utilizado para o controle das forcas de sustentacdo e

arrasto. Sua variacdo e utilizada em veiculos aéreos, terrestres e aquaticos atraves de



superficies de controle como profundores, lemes e ailerons, conforme Fig. 1.2. J4 em pas de
turbomaquinas, assim como em hélices de motores de aeronaves e embarcacdes, o angulo
de ataque € variado alterando-se o passo destes dispositivos para adequa-los as diversas

condigdes de operacao, tais como varia¢des na velocidade e no torque.

Profundor Leme

4 Aileron

Profundor

Figura 1.2 - Profundor, leme e aileron
(http://iwww.grc.nasa.gov/WWW/K-12/airplane/short.html)

A variacdo da geometria do aerofélio também pode ser utilizada com o objetivo de
controlar as forcas de arrasto e sustentacdo. Tais dispositivos s&o utilizados em aeronaves,
onde sdo denominados flaps e slats, conforme Fig 1.3, cada qual com diferentes formas de

atuacdo e objetivo.

Slat

R c— A

\I/Flap \

Figura 1.3 — Flap e slat
(nttp://www.centennialofflight.gov/essay/Theories_of_Flight/Devices/TH17G5.htm)



Como dito anteriormente, o formato de um corpo aerodindmico é projetado para que as
forcas de arrasto e sustentacdo sejam manipuladas adequadamente, o que é feito levando-se
em consideracdo os diversos fendbmenos fisicos. Assim, quando um fluido escoa sobre a
superficie de um solido, ird criar regides onde as forcas de inércia e viscosas atuam de
forma diferenciada. Estas regides necessitam de tratamentos especiais, e por isto tém sido
objeto de estudo ao longo dos anos.

Até o inicio do século XX a solucdo analitica para escoamentos externos permanentes
sO era conhecida para dois casos particulares. O primeiro para o0 caso de escoamentos
Viscosos com baixo nimero de Reynolds, onde o termo convectivo ndo linear da equacéao
de Navier-Stokes € negligenciado, e o balanco das forcas se d& entre a pressdo e a
viscosidade (Kundu, 1990). O segundo para 0 caso de escoamentos ndo Vviscosos, onde
ocorre um balanco de forcas entre a inércia e a pressdo. Somente em 1905 Prandtl formulou
a teoria de camada limite, segundo a qual os efeitos viscosos poderiam ser desprezados em
todas as regides do escoamento com exce¢do de uma fina camada proxima a superficie,
onde a condicdo de contorno de ndo deslizamento deve ser satisfeita. Assim pode-se
concluir que as forcas de origem viscosas sdo importantes na camada limite e na esteira, ao
passo que fora destas regides as forgas viscosas podem ser desprezadas.

A camada limite pode ser descrita como a regido proxima ao corpo onde a velocidade
parte do valor zero, onde satisfaz a condicdo de ndo-deslizamento, até um valor finito
proximo da velocidade do escoamento ndo perturbado. Ndo existe teoria matematica que a
comprove (Batchelor, 1970), porém, sua grande aceitacdo no meio académico deve-se ao
fato desta obter suporte na observacdo e experimentacdo, fazendo uma conexao entre a
expectativa intuitiva de se desconsiderar os efeitos viscosos na maior parte do fluido
qguando a viscosidade é baixa, com o fato de se ter que satisfazer a condicdo de nao-
deslizamento na superficie do corpo, por menor que seja esta viscosidade.

Deste modo, pode-se citar inicialmente quatro regides onde as forcas de inércia e as
forcas viscosas atuam de forma diferente. Uma regido proxima a superficie do corpo,
denominada camada limite, uma segunda regido a jusante do corpo denominada esteira
viscosa, uma terceira regido, irrotacional e fora da camada limite, mas que ainda sofre
influéncia da presenca do corpo, e, por ultimo, uma quarta regido, suficientemente afastada

do corpo, onde o escoamento incidente ndo mais percebe a presenca deste. A existéncia da



camada limite é necessaria para a satisfacdo da condicdo de contorno de ndo deslizamento,
conforme previu Prandtl, porém, sua espessura € altamente dependente do numero de
Reynolds, o que pode gerar padrGes de escoamento bastante diferentes para a mesma
geometria.

Assim, com baixos valores de nimero de Reynolds, tem-se uma espessura da camada
limite relativamente grande, e consequientemente a esteira se torna espessa, como pode ser
visto na Fig. 1.4.

-
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Figura 1.4 — Esquema de camada limite com baixo Reynolds

Por outro lado, a espessura da camada limite diminui com o aumento do numero de
Reynolds, tendendo a zero quando o numero de Reynolds tende a infinito. Uma camada

limite e esteira de menor espessura podem ser vistas na Fig. 1.5.

- e _

Figura 1.5- Esquema de camada limite com alto Reynolds

Outro fator que modifica o escoamento ao redor de corpos aerodinamicos € a separacao
da camada limite, que, apesar de mais comum em corpos rombudos, pode ser observada
também em corpos esbeltos, onde sua ocorréncia serd ditada pelo namero de Reynolds,
pelo angulo de atague e geometria do aerofdlio, por fendmenos de transicdo laminar-
turbulenta, e pela presenca de gradiente adverso de presséo.

A separacdo da camada limite pode implicar no estol, conforme a visualiza¢do da Fig.
1.6, situacdo que implica em queda do coeficiente de sustentacao.



@ I

Figura 1.6 — Escoamento ao redor de um aerofdlio:
(a) angulo de ataque baixo; (b) angulo de ataque alto.
(Dewi,1998)

A separacdo € um fendmeno que ocorre quando o escoamento nao tem condicGes de
acompanhar a superficie do aerofolio, o que pode ocorrer devido aos fatores listados acima.
Tal situacdo é percebida pela mudanca brusca na distribuicdo de pressdo da superficie do
corpo, com conseqiiente diminuicdo na forca de sustentacdo. Verifica-se na Fig 1.7 o
aumento linear do coeficiente de sustentacdo (C_) em funcdo do angulo de ataque, até a
ocorréncia do estol, enquanto o coeficiente de arrasto (Cp) apresenta uma variagdo nédo

linear para a mesma faixa de variacdo do angulo de ataque.
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Figura 1.7. — Variag&o tipica ilustrativa dos coeficientes de
sustentacdo e arrasto em funcdo do angulo de ataque.
(nttp://aerodyn.org/LowSpeed/lowspeed.html)

O estudo da variacdo do numero de Reynolds acrescenta ao problema uma gama
extremamente rica de fendmenos fisicos, advindos da transi¢cdo do regime laminar para o
regime turbulento, a qual ocorre, na maioria dos casos, para Reynolds superiores a 10°,

alterando substancialmente as estruturas do escoamento em quest&o.



Assim, com Reynolds alto, os efeitos da separacdo da camada limite passam a ser
ainda mais percebidos pelo escoamento, uma vez que, nestes casos, a vorticidade gerada na
superficie do corpo € de grande magnitude, sendo espalhada por uma regido ainda maior
devido a separacédo (Batchelor, 1970).

A separacdo de camada limite laminar e a consequente perda de sustentacdo ocorre a
partir da formacao de bolhas de recirculacdo na parte superior do aerofélio, as quais, para
aerofdlios com grande curvatura, podem surgir préximas do bordo de fuga, e crescerem na
direcdo do bordo de ataque, situacdo na qual a distribuicdo de pressdo na superficie do
aerofolio é altamente perturbada, ocasionando o que se denomina estol de bordo de fuga.

A formacéo de bolhas de recirculacdo ocasiona mais facilmente a queda da sustentacédo
em situacGes onde a transicdo do regime laminar para o regime turbulento ndo ocorre,
impedindo o recolamento da camada limite e tornando inevitavel o estol. Esta situagdo pode
ser evitada induzindo-se intensionalmente a passagem do regime lamiar para o turbulento,
através da utilizacdo de “gatilhos” como ranhuras ou fios de aco fixos no aerofolio. A Fig.
1.8 mostra o nascimento de uma bolha de recirculagcdo proximo ao bordo de ataque, devido
a separacdo da camada limite e ao recolamento de camada cisalhante na superficie do
aerofolio. A camada cisalhante sofre transicdo de laminar para turbulenta e, por isso, o
recolamento na superficie € facilitado. A partir do ponto de recolamento a camada limite se
torna completamente turbulenta.

bolha de recolamento
recirculacéo

CL turbulenta

separacdo

CL laminar'

Figura 1.8 — Separacéo e recolamento da camada limite
(nttp:/Awww.aerodyn.org/LowSpeed/lowspeed.html)
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Os diferentes fatores que ocasionam a formacéo de bolhas de recirculagao e a separagao
da camada limite estdo relacionados com o fendmeno da histerese, o qual pode ser
observado na Fig. 1.9, onde a curva do coeficiente de sustentacdo para um aerofdlio com
angulo de ataque crescente é diferente daquela para um aerof6lio com angulo de ataque
decrescente.

Figura 1.9 — Ciclo de histerese na curva de C.
(nttp://aerodyn.org/LowSpeed/lowspeed.html)

Os diferentes perfis de velocidade existentes na camada limite e na esteira fazem surgir
camadas cisalhantes de fluido, as quais, quando se esta diante de elevados numeros de
Reynolds, podem se enrolar pelo efeito da tensdo cisalhante viscosa oriunda do gradiente de

velocidade, criando as instabilidades de Kelvin-Helmoltz, como mostra a Fig. 1.10.

Intabilidades de
Kelvin-Helmholtz

U esteira

UcL
Figura 1.10 — Formac&o de instabilidades no escoamento (SILVEIRA NETO, 2004)
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A separagdo e as instabilidades de Kelvin-Helmoltz formam uma esteira oscilatoria e
com formacéo alternada de vortices, o que causa enorme oscilacdo nos carregamentos sobre
0 corpo. Tal esteira é denominada esteira de Von Karman, como mostra a Fig. 1.11, sendo
mais comum em escoamentos ao redor de corpos rombudos. No entanto, sua presenca

também pode ser notada em corpos esbeltos com elevados angulos de ataque.

Figura 1.11 - Esteira de Von Karman (SILVEIRA NETO, 2004)

1.3.  Descrigéo do trabalho a ser desenvolvido

Neste trabalho, sdo realizadas simulagbes do escoamento ao redor de corpos
aerodinamicos através do Método de Vortices em combinacdo com o Método dos Painéis,
conforme detalhado nos Capitulos 3 e 4.

O Método dos Painéis encarrega-se de resolver o escoamento potencial e encontrar o
valor de vorticidade a ser gerada na parede do solido, de modo a satisfazer as condi¢des de
contorno na superficie do aerofolio. A condigdo de contorno no infinito € automaticamente
satisfeita, uma vez que as funcdes elementares distribuidas sobre os painéis e utilizadas
como solugdo do escoamento potencial tém decaimento logaritmico, garantindo a
manutencdo da velocidade do escoamento ndo perturbado longe do corpo. Os valores de
vorticidade encontrados nos pontos de controle dos painéis ddo origem a vortices discretos,
0s quais sdo liberados no escoamento para compor a regido rotacional, movendo-se por
acdo da conveccdo, ou seja, devido aos campos de velocidade induzidos pelos painéis, pelo
escoamento incidente e pela nuvem de vdrtices livres na esteira. O campo de vorticidade

produzido pela nuvem de vortices se difunde no espago por acdo da viscosidade.
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O Método de Vortices utiliza a descrigdo lagrangeana para acompanhar a evolugdo da
dindmica do escoamento ao redor do aerofdlio, pela superposicdo de uma nuvem de
vortices. Em outras palavras, 0 Método de Vortices trata o vortice como elemento capaz de
transportar a vorticidade gerada na superficie sélida, o que tem embasamento nas leis de
Helmoltz. O campo de vorticidade é entdo discretizado, e a solucdo da equacdo de
transporte de vorticidade € aproximada pela utilizacdo de fungdes elementares bésicas
carregadas pelos vortices, as quais mantém a dependéncia entre os campos de vorticidade e
de velocidade através da utilizagdo da lei de Biot-Savart.

Os vortices pontuais induzem um campo de velocidade singular, e por este motivo sdo
substituidos por modelos de vortices com nuacleos que atenuam a velociadade. A
convergéncia do Método de Vértices é garantida pelo recobrimento destes nlcleos em toda
regido rotacional do escoamento, porém, mecanismos de aglomeragdo de vdrtices sdo
utilizados para diminuir o nimero de vortices que porventura estejam com excessivo
recobrimento de seus ndcleos.

A metodologia numérica associada ao Método de Vortices permite que se trabalhe
completamente livre de malhas auxiliares de calculo. Esta caracteristica consiste na sua
grande vantagem com relacdo a outros métodos numeéricos utilizados para a simulacdo de
escoamentos ao redor de corpos, uma vez que apresenta maior adaptabilidade para
simulacdo de escoamentos externos, sobretudo para geometrias complexas. O Método de
Vortices satisfaz implicitamente a condicdo de contorno no infinito e ndo apresenta difusao
numerica caracteristica de métodos que utilizam malhas (Sarpkaya, 1994).

No que se refere a etapa convectiva do Método de Vértices, o presente trabalho
pretende avaliar o Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo (MEMA), com o intuito
de utiliza-lo para diminuir para N o custo computacional desta etapa, que originalmente,
pelo método direto vortice-vértice, é da ordem de N? sendo N o nlmero de vdrtices
presentes na simulagéo.

O algoritmo de aglomeragdo de Rossi (1997) é utilizado para realizar a fusdo dos
vortices que se encontram com recobrimento excessivo de seus nucleos. Porém, devido ao
seu custo computacional também ser da ordem de N? realiza-se a aglomeracéo
separadamente em cada caixa formada por ocasido da discretizacdo espacial utilizada no

MEMA para expansdo em multipolos.
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No que se refere a etapa difusiva do Método de Vrtices, o presente trabalho se propGe
a estudar e avaliar quatro diferentes métodos de difusdo viscosa encontrados na literatura,
quais sejam: Método do Avanco Randdémico (MAR), Método da Velocidade de Difusédo
(MVD), Método da Redistribuicdo de Vorticidade (MRV) e o Método do Crescimento do
Ndcleo Corrigido (MCNC). Para tanto, pretende-se realizar a simulagdo de dois casos que
possuem solucdo conhecida, ou seja, a difusdo pura de um vortice de Lamb e o problema de
desenvolvimento de camada limite de Blasius em placa plana. O primeiro problema visa a
fornecer dados para comparacdo dos métodos de difusdo implementados em um caso
puramente difusivo, ao passo que o segundo problema visa a avaliagdo de uma situacdo
mais proxima do problema real difusivo/convectivo presente no método de vortices.

O processo de geracdo de vorticidade é amplamente estudado, tendo em vista sua
grande importancia, tanto para uma fiel avaliacdo dos campos de velocidade e pressdo na
superficie solida, quanto para a evolucdo da simulacdo e acurécia dos resultados finais, uma
vez que o fluxo de vorticidade na parede exerce papel preponderante em todos os modelos
desenvolvidos. Este é um dos pontos cruciais deste trabalho. Por este motivo sao realizadas
simulacdes do escoamento ao redor de uma placa plana utilizando-se o0 Método dos Painéis,
ainda com o objetivo inicial de se avaliar o processo de geracdo de vorticidade. Neste caso,
0s vortices sdo gerados para se satisfazer as condi¢fes de contorno de impenetrabilidade e
ndo escorregamento simultaneamente, sendo incognitas os valores de vorticidade dos
paineis e dos vortices nascentes. O estudo do escoamento em placa plana é conduzido para
se avaliar a geragdo de vorticidade em um problema com solu¢do conhecida. Pode-se
comparar os perfis de velocidade encontrados nas simulagdes com o perfil de Blasius para
placa plana, com o intuito de avaliar a sensibilidade do método aos parametros utilizados,
escolhendo suas melhores faixas de utilizacdo, assim como levantar as potencialidades e
deficiéncias do modelo desenvolvido.

A representacdo do corpo é aprimorada neste trabalho através da utilizacdo de painéis
curvos em substituicdo aos painéis retos. Deste modo, pode-se garantir a continuidade da
derivada na discretizacdo da geometria, o que fornece um campo de velocidade suave

préximo das quinas, evitando eventuais e indesejados espalhamentos de vortices.
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A determinacdo dos carregamentos sobre o corpo € realizada aplicando-se trés
metodologias: LEWIS (1991), SHINTANI & AKAMATSU (1994) e WU (1981). Seus

resultados sdo comparados entre si.

1.4. Objetivos

Tendo em vista as ja citadas dificuldades matematicas impostas pelas equacdes que
descrevem o problema fisico em questdo, modelos numéricos capazes de obter solugdes
cada vez mais acuradas vém sendo alvo de pesquisas intensas, buscando-se aprimorar a
acuracia dos resultados numéricos obtidos com reduzido custo computacional.

Assim, este trabalho visa a contribuir no desenvolvimento de modelos numéricos que
compreendem o Método de Vortices, em sua versdo bidimensional, com vistas a producédo
de resultados mais representativos dos fendmenos fisicos presentes nos escoamentos ao
redor de perfis aerodindmicos. Para tanto, pode-se citar como objetivos especificos do
presente trabalho:

- avaliar a adaptabilidade espacial do Método de Expansdo em Multipolos
Adaptativo (MEMA), através de testes em diferentes distribuicGes de nuvens de
vortices;

- testar a aplicabilidade e o desempenho do MEMA, utilizando o codigo numérico
desenvolvido por Carrier et al. (1988) em simulacGes de escoamentos externos,
com alto numero de Reynolds, ao redor de aerofélios, através do Método de
Vortices em combinacdo com o Método de Painéis;

- avaliar a acurécia e o custo computacional do Método de Avango Randémico
(MAR), do Meétodo de Velocidade de Difusdo (MVD), do Método de
Redistribuicdo de Vorticidade (MRV) e do Método do Crescimento do Nucleo
Corrigido (MCNC), quando aplicados ao problema difusdo pura do vortice de
Lamb;

- testar modelos de geracdo de vorticidade em escoamento sobre placa plana,
utilizando-se o Método dos Painéis;

- implementar um algoritmo de aglomeracdo baseado em Rossi (1997) para controle

do nimero de vortices e garantia de recobrimento de seus nucleos;
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reduzir o custo computacional do algoritmo de aglomeracdo de Rossi (1997),
através da utilizacdo da discretizacdo espacial do MEMA, realizando-se a
aglomeracéo separadamente em cada caixa utilizada na expansdo em multipolos;
utilizar o MEMA em simulagfes de escoamentos externos a aerofolios, utilizando
um dos metodos de difusdo deterministicos testados anteriormente, em conjunto
com algoritimo de aglomeracéo apresentado por Rossi (1997);

aplicar e testar um dos métodos de difusdo deterministicos avaliados
anteriormente, para diferentes nimero de Reynolds, na simulacdo de escoamentos
externos ao redor de aerofdlios, pelo Método de Vértices em combinagdo com o
Método de Painéis;

testar diferentes modelos de geracdo da vorticidade no contorno solido e diferentes
maneiras de representacdo do campo de vorticidade nas proximidades da parede
do aerofdlio;

implementar a discretizagdo do aerofélio com painéis curvos e distribuicéo linear
de vorticidade;

implementar, testar e comparar os modelos propostos por LEWIS (1991),
SHINTANI & AKAMATSU (1994) e WU (1981) para o calculo do carregamento
na superficie do corpo;

realizar simulagdes numéricas ao redor de um aerofélio, para altos numeros de
Reynolds, diferentes valores de angulo de ataque, e comparar os resultados
numericos obtidos com outros resultados numericos e experimentais disponiveis

na literatura.

Deste modo, podem ser consideradas inéditas as seguintes contribuicdes deste trabalho:

a modelagem para o processo de geracdo de vorticidade na superficie de um corpo solido; e

a modelagem numérica completa, que une o novo modelo de geracdo proposto a uma

combinacéo de modelos de difusdo e conveccéo ja disponiveis na literatura.

O Capitulo 2 descreve a revisao bibliografica dos trabalhos analiticos, numéricos e

experimentais encontrados na literatura, os quais se dedicam a explorar 0 escoamento ao

redor de corpos, ou estdo relacionados ao desenvolvimento dos modelos numéricos

empregados.
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CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo é feita uma revisdo bibliografica detalhada dos trabalhos cientificos
relacionados ao tema em estudo. Tal revisdo visa a permitir um fiel posicionamento deste
estudo no contexto da literatura atual sobre o problema fisico em questdo, ou seja, sobre o
escoamento ao redor de aerofolios.

Deste modo, sdo apresentados trabalhos experimentais e de simulagdo numérica que
tém como foco escoamentos externos ao redor de corpos, 0s quais servem como base
teorica para a formacdo do cabedal de conhecimentos necessarios ao desenvolvimento do
modelo requerido, assim como compde a fonte de dados de comparacdo e avaliacdo dos
resultados encontrados.

Inicialmente sdo apresentados os trabalhos analiticos, numéricos e experimentais
relativos ao escoamento ao redor de aerofdlios. Segue-se mostrando aqueles trabalhos cujo
objetivo é o desenvolvimento do Método dos Painéis e, por ultimo, sdo referenciados 0s

trabalhos ligados a linha de pesquisa do Método de Vortices.

2.1. Escoamento ao redor de aerofdlios

O escoamento ao redor de aerofdlios é uma area da pesquisa cientifica muito estudada
pelas razbes apresentadas no capitulo 1, ou seja, inGmeros trabalhos tedricos e
experimentais tém sido conduzidos devido ao grande interesse em se desenvolver formas
geométricas que permitam uma manipulacdo adequada das forcas de arrasto e sustentacao,
as quais sdo resultantes da interacdo do fluido com a superficie do corpo, seja para a
aplicacdo em aeronaves, para o desenvolvimento de veiculos ou mesmo para projeto de

estruturas terrestres e aquaticas.
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2.1.1. Trabalhos analiticos

O desenvolvimento de trabalhos analiticos que apresentem solucdes satisfatérias para o
estudo do escoamento ao redor de aerofélios é limitado e dificultado pela grande faixa de
aplicacdo e de representacdo das equacdes de Navier-Stokes. Deste modo, as solugdes
analiticas encontradas na literatura estdo relacionadas a simplificagbes matematicas e
hipdteses fisicas, que possuem uma faixa de aplicacdo bastante clara. Em geral, de modo a
permitir um tratamento analitico, simplificacbes sdo empregadas, tanto na geometria,
através de hipdtese de aerofélio fino, por exemplo, quanto no escoamento, através da
desconsideracdo dos efeitos viscosos, por exemplo. A grande maioria das solugdes
analiticas disponiveis na literatura foi obtida na primeira metade do século XX, as quais
encontram-se descritas detalhadamente em inimeros livros sobre aerodinamica.

Muitas solugdes para o caso do escoamento potencial podem ser encontradas em livros
que abordam aplicacGes da Teoria Potencial, como THWAITES (1960), KARAMCHETTI
(1980), ANDERSON (1991) e KATZ & PLOTKIN (2001).

A aerodinamica bésica ¢ tratada em BERTIN & SMITH (1998), onde se encontram 0s
fundamentos da teoria de aerofdlios finos para diversas aplicagfes aeronauticas. VAN
DYKE (1975) descreve o Método das Perturbacdes, enquanto que MILNE-THOMSON
(1958) utiliza a Transformacdo Conforme em aplicacdes aerodinamicas e MILNE-
THOMSON (1955) trata com maior énfase da hidrodinamica.

SCHLICHTING & GERSTEN (2000) apresenta detalhadamente a teoria de camada
limite, a0 passo que para se obter informacdes sobre a camada limite laminar, pode-se
consultar ROSENHEAD (1963).

2.1.2. Trabalhos Experimentais

Devido a enorme complexidade dos fendmenos fisicos relacionados ao escoamento ao
redor de corpos, a experimentacdo é bastante comum nesta area, tendo sido a principal
fonte de conhecimento para a mecénica dos fluidos durante muitos anos. Trabalhos
experimentais estdo ainda presentes na literatura atual, ora como objetivo principal do

estudo, ora como meio de validacao de metodologias e simulagcdes numeéricas.
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A industria aeroespacial impulsionou decisivamente a experimentacdo do escoamento
ao redor de aerofolios, obtendo enormes avancos no conhecimento dos mecanismos
associados as cargas aerodinamicas na sua superficie. Muitos destes trabalhos tinham como
objetivo levantar a distribuicdo da pressdo ao longo da corda do aerofélio, assim como o
relacionamento dos coeficientes de sustentacdo, arrasto e dos momentos com o angulo de
ataque, tendo como parametro o nimero de Reynolds.

Escoamentos com nimero de Reynolds da ordem de 10°, ao redor do aerofélio NACA
0012, foram ensaiados por CRITZOS et al. (1955), o que forneceu valores de coeficientes
de pressao, sustentacdo e arrasto para angulos de ataque entre 0° e 180°.

ABBOTT, & VON DOENHOFF (1959) apresentam dados experimentais que
relacionam o coeficiente de sustentacdo e pressdo com o angulo de ataque, para nimeros de
Reynolds da ordem de 10° e para diversos aerofélios NACA (“Natitonal Advisory
Committee for Aeronautics”), 6rgdo que originou a agéncia espacial norte-americana
“NASA”.

SHELDAHL, R. E. & KLIMAS, P. C., 1981, mostram os valores encontrados
experimentalmente para o coeficiente de arrasto de um aerof6lio NACA 0012, para
diversos valores de nimero de Reynolds.

BLENVIS (1984) traz dados experimentais para corpos rombudos, tubulacbes e
aerofolios, inclusive para nimeros de Reynolds da ordem de 10°.

Resultados de experimentos realizados com o escoamento de ar e agua ao redor de
aerofolios e superficies de sustentacdo de aeronaves sdo apresentados por HOERNER &
BORST (1985).

BIRCH & LEE caracterizaram a camada limite e seu desenvolvimento espacial e
temporal no ponto de estagnacdo, no bordo de ataque, na regido de transicdo e nos pontos
de separacdo e de recolamento, atraves de maltiplos sensores de fio quente. Foi percebido
que a transicao, separacao e o recolamento da camada limite s&o atrasados se a freqiiéncia
de oscilacdo for diminuida, e que o estol dinamico ocorre a partir de uma perturbacédo
turbulenta no bordo de ataque.

KUO & HSIEH (2001), através da utilizacdo de técnicas de visualizacdo e de medicdo
de velocidades, estudaram as estruturas de vortices e conveccdo da vorticidade ao redor de

um aerofolio NACA 0012, o qual oscila em um escoamento uniforme. O eixo de rotacdo do
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aerofolio foi posicionado no primeiro tergo da corda, permitindo que este oscilasse a baixa
freqliéncia reduzida perto do angulo de estol estatico. Os autores observaram que, durante o
movimento descendente, o vortice formado no bordo de ataque cresce ao passo que 0
vortice do bordo de fuga permanece sendo expelido para a esteira. O efeito inverso foi
observado pelos autores no movimento de ascensdo do aerofélio, ou seja, o vortice do
bordo de ataque, ja formado, se desloca por acdo do escoamento ao passo que comeca a se
formar um vortice com circulacdo anti-horaria no bordo de fuga. Foi constatado também
que variagOes espaciais e temporais na geragdo de vorticidade e o desprendimento de
vortices no bordo de ataque se ddo somente em regides onde a camada limite ndo se
separou completamente.

BERTAGNOLIO et al. (2001) expdem os resultados de experimentos realizados com
pas de turbinas ellicas e 0s comparam com o0s resultados numéricos obtidos pelos
programas XFOIL e ELLIPSYS 2D, desenvolvidos no laboratorio dos autores, obtendo boa
concordancia dos coeficientes de sustentacdo e arrasto.

DEVINANT et al. (2002) realizaram experimentos com tdnel de vento, onde um nivel
de turbuléncia de até 16 % foi induzido no escoamento. Verificou-se grande alteracdo dos
valores de coeficiente de sustentacdo, arrasto e pressdo, e também no momento de arfagem,
sobretudo para o angulo de ataque correspondente ao estol.

GEISSLER et al. (2005) realizaram experimentos em tunel de vento com um aerofolio
supercritico, ou seja, aquele cujo formato visa a atrasar os efeitos do escoamento
transbnico, reduzindo as conseqiiéncias da onda de choque para uma faixa maior de niamero
de Mach. Para tanto, os pesquisadores conduziram ensaios em tunel de vento com as
paredes moveis, induzindo o estol dindmico e realizando as medicdes dos carregamentos,
verificando a influéncia das paredes do tanel e dos efeitos da transicdo de camada limite

laminar para a turbulenta.
2.1.3.Trabalhos numéricos
SRNIVASAN et al. (1995) simularam o escoamento bidimensional transiente ao redor

de um aerof6lio que realiza movimentos oscilatérios, utilizando um esquema implicito de

diferencas finitas. Foram testados cinco modelos de turbuléncia largamente encontrados na
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literatura, com o intuito de testar a sensibilidade e a acuracia na simulagdo do estol em péas
de rotores de helicopteros. Foi simulado também o escoamento com camada limite colada,
em pré-estol e em estol, ao redor de um aerofélio NACA 0015 em movimento oscilatorio,
fornecendo as curvas de histerese dos carregamentos e o0s coeficientes de pressao
instantaneos. S&o avaliados pardmetros como a densidade da malha, dt e dissipagao
numérica nas solugdes transientes, indicando que nenhum dos modelos apresenta boa
concordancia no calculo dos carregamentos quando comparados a experimentos. No
entanto, 0 modelo algébrico apresentou alguma superioridade com relagdo ao modelo de
Baldwin-Lomax, para os trés regimes citados, mantendo o0 mesmo custo computacional,
enguanto que o modelo de uma equacgdo mostrou-se mais acurado que o modelo algébrico.
O modelo de Baldwin-Barth prevé a separacdo com algum atraso e o recolamento
antecipadamente, ao passo que o modelo de Spalart-Allmaras prevé antecipadamente a
separagéo e com atraso o recolamento.

BHASKARAN & ROTHMAYER (1998) utilizaram a formulagéo vorticidade/fungao
corrente das equacdes de Navier-Stokes, aplicadas a uma parabola semi-infinita, com o
intuito de simular o escoamento bidimensional transiente no bordo de ataque de um
aerofolio para o caso estaciondrio, com movimento de arfagem negativo e oscilatorio.
Foram encontrados resultados em boa concordancia com simulagdes numéricas para todo o
aerofdlio, mostrando que pequenas perturbacdes no escoamento podem induzir a formacéo
de bolhas na camada limite, antes mesmo do aparecimento de qualquer escoamento reverso,
e ainda que oscilagcdes no atrito na parede crescem em amplitude, sendo carregadas pelo
escoamento incidente.

GUO et al. (1998) apresentaram um modelo de diferencas finitas aplicado a equacao de
Navier-Stokes bidimensional na formulacéo vorticidade-funcao corrente, o qual foi testado
em um escoamento ao redor de cilindro com niimero de Reynolds da ordem de 10%-10%. O
modelo utilizou o sistema de coordenadas adaptativo a geometria do corpo no dominio
fisico, transformado em malha uniforme no dominio computacional. Os autores utilizam
um novo esquema misto de terceira ordem avante com quarta ordem centralizado para a
discretizacdo da equacdo de transporte da vorticidade e segunda ordem centralizada para a
funcdo corrente. Sdo apresentados diversos resultados para cilindro circular e eliptico, onde

se discute a influéncia da condicdo inicial, da discretizacdo espacial e temporal aplicadas.
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SUN & SHEIKH (1999) resolveram numericamente as equacdes médias de Reynolds
pelo Método das Diferencas Finitas, utilizando a injecdo de escoamento regular ou
intermitente. O objetivo de evitar o estol dindmico causado pela variacdo oscilatéria do
angulo de ataque foi alcancado, tendo maior eficacia a injecdo intermitente de escoamento,
a qual eliminou a queda do coeficiente de sustentagéo e 0 aumento do coeficiente de arrasto
na simulacdo do aerofélio NACA 0012.

AKIBARI & PRICE (2000) simularam o escoamento incompressivel e viscoso ao redor
de um aerofdlio eliptico bidimensional oscilatorio a altos &ngulos de ataque. Estes
pesquisadores resolveram a equacdo de Navier-Stokes na forma de vorticidade/funcao-
corrente pelo método de vortices, e a superficie da elipse foi transportada do dominio
computacional para o dominio fisico através do uso da transformacao de Joukowski. Foram
encontrados resultados que permitiram relacionar a sensibilidade e concordancia do modelo
a localizacdo do eixo de arfagem, a freqliéncia de oscilagdo, ao angulo de ataque meédio e a
espessura da elipse, quando este foi comparado a experimentos de visualizagéo.

AKIBARI & PRICE (2003) utilizaram o Método de Vortices para resolver a equacgéo de
Navier-Stokes formulada na forma de vorticidade/funcdo-corrente com o intuito de simular
0 escoamento incompressivel e viscoso ao redor de um aerof6lio NACA 0012. Os efeitos
VISC0S0S e convectivos sdo separados e resolvidos seqiiencialmente a cada passo no tempo.
Para solucéo da equacéo da conveccdo utiliza-se 0 método de vortice-célula, enquanto que
a equacdo de difusdo é resolvida utilizando-se um esquema de segunda ordem de diferencas
finitas. Os autores transportam a superficie do aerofélio do dominio computacional para o
dominio fisico através do uso da transformacdo de Joukowski. Sdo avaliados diversos
parametros como freqiiéncia de oscilacdo, angulo de ataque médio, localizacdo do eixo de
arfagem e numero de Reynolds. Os autores observaram que a freqiiéncia de oscilacdo é o
parametro que mais exerce influéncia no escoamento.

FERREIRA & FICO simularam o escoamento ao redor de um aerof6lio NACA 0012
através do Método de Volumes finitos, com geracdo de malhas computacionais baseada em
equacOes diferenciais elipticas, e solucdo das equacdes de Navier-Stokes em sua forma
vetorial com o0 uso da técnica de MacCormack e condi¢bes de contorno de Euler. Séo
fornecidos resultados das simulagcdes com angulo de ataque nulo para distribuicdo de

velocidade e coeficiente de presséo.
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ROZHDESTVENSKY & RYZHOV (2003) estudam o fendmeno da propulséo que se
origina dos movimentos de rotacdo e/ou translacdo de aerofdlios. Os autores realizam uma
pesquisa direcionada a avaliar os modelos matematicos e numéricos existentes na literatura,
comparando-os com os dados experimentais existentes. Os fendmenos fisicos presentes
também sdo listados e analisados, o que permite formar um dominio de validade para o0s
modelos numéricos avaliados, no que diz respeito ao projeto de veiculos aéreos e terrestres
que utilizam este tipo de propulsdo. Sdo apresentadas curvas de coeficiente de empuxo,
amplitude de oscilacdo, angulo de fase e outros parametros relevantes, as quais foram
obtidas numericamente e experimentalmente nos diversos trabalhos referenciados, para o
aerofdolio NACA 0012.

JUNG & PARK (2005) realizaram experimentos com o objetivo de se estudar a geracdo
e o transporte da vorticidade na esteira proxima a um aerofdlio oscilante. Através do
movimento oscilatério sobre um eixo de arfagem localizado no primeiro quarto da corda a
partir do bordo de ataque. O escoamento foi medido com anemometria a fio quente e
visualizado com gerador de fumaca a fio, a fim de se estabelecer coligacbes entre o
escoamento na camada limite e a freqliéncia com que as estruturas de vortices sdo
transportadas pelo escoamento. Os autores concluiram que a freqiiéncia com que 0s
vortices sdo transportados pelo escoamento muito difere daquela encontrada para o caso do
aerofdlio com angulo de ataque fixo, sendo esta apenas funcdo do angulo de fase, e ndo do
angulo de ataque, mantida fixa a frequéncia de oscilacdo. Foi observado também pelos
pesquisadores que a faixa de freqiéncia com que os vértices sdo transportados pelo
escoamento diminui com o aumento da freqiiéncia de oscilagéo.

SHAN et al. (2005) apresentam os resultados para Simulacdo Numérica Direta da
separacao e transicdo de escoamento ao redor de aerofélio NACA 0012, com angulo de
ataque 4° e nimero de Reynolds 10°. Detalhes da separacdo, camada cisalhante separada,
geracgéo da vorticidade, transicdo turbulenta e recolamento da camada limite sdo capturados
pela simulacao.

Teixeira et al. (2006) utilizam o Método de Vértices acoplado ao Método dos Painéis
para simular o escoamento bidimensional, compressivel e ndo permanente ao redor de
aerofolios sujeitos ao estol devido a uma mudanca subita no angulo de ataque. O

desprendimento de vorticidade resultante da separacdo da camada limite e modelado com
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painéis com intensidade constante, fixos aos pontos de separacdo, os quais se transformam
em vortices de Lamb, fazendo o escoamento evoluir até o regime permanente. Os campos
de vorticidadde e velocidade sdo relacionados pela lei de Biot-Savart, e a equacdo de
transporte da vorticidade é decomposta em uma parte convectiva, a qual é calculada
somando-se 0 escoamento incidente com a velocidade induzida pelos painéis e pelos
vortices de Lamb gerados, e uma parte difusiva, a qual é resolvida pelo Método do Avanco
Randémico. O calculo da presséo na superficie do aerofolio é feito com a utilizacdo de um
novo modelo que leva em consideracédo o salto na pressao de estagnagdo que ocorre quando
se cruza o ponto de separacdo da camada limite.

2.2. Método dos Painéis

Solugbes analiticas para o escoamento potencial sdo encontradas na literatura, porém, a
dificuldade em se lidar com geometrias arbitrarias faz com que se recorra a utilizacdo de
solugdes numericas.

O Método dos Painéis é uma particularizacdo do Método dos Elementos de Contorno
BREBBIA et al.(1984), o qual permite o célculo de grandezas no dominio, a partir de
informacgdes ligadas ao contorno. Deste modo, o Método dos Painéis, o qual é estudado
detalhadamente no capitulo 3 e 4, resolve o escoamento potencial ao redor de aerofélios,
discretizando a superficie sélida e satisfazendo a condi¢do de contorno na parede.

As primeiras referéncias ao Meétodo dos Painéis encontradas na literatura sdo
MARTENSEN (1959) e HESS & SMITH (1966), enquanto que uma revisao historica é
apresentada por HESS (1990). AplicacOes aeronauticas extensas sao vistas em KATZ &
PLOTKIN (2001) e MORAN (1984), onde o foco é o escoamento potencial incompressivel
ao redor de aerofdlios.

LEWIS (1981) apresenta a combinagdo do Método de Vdrtices com o Método dos
Painéis, facilitando a aplicagdo do Metodo dos Vortices a problemas que envolvam o
escoamento ao redor de geometrias complexas.

Para a satisfacdo da condicdo de contorno nos painéis, o0 Método dos Painéis fornece a
intensidade das singularidades que sdo dispostas na superficie do corpo. Estas

singularidades sdo representadas por fungbes bésicas, que, devido ao seu decaimento,
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satisfazem implicitamente a condicdo de contorno no infinito. Diversos tipos de
singularidades podem ser utilizados, com diversos tipos de distribuicdo sobre a superficie.
Um estudo comparativo dessas possibilidades pode ser visto em PEREIRA et al. (2004).
Aplicages de singularidades de maior ordem sdo analisadas em PEREIRA & BODSTEIN
(2004).

SILVA et al. (2004) desenvolveram um cédigo numerico para calculo do escoamento
bidimensional incompressivel ao redor de pas de turbinas eolicas, utilizando o0 Método dos
Painéis para baixos angulos de ataque, dimensionando o rotor de acordo com MANWELL
et al. (2002).

2.3. Método de Vértices

O Método de Vortices pode ser dividido em dois tipos basicos, de acordo com a
maneira que o campo de velocidade é calculado. O primeiro, denominado vdrtice em
célula, calcula o valor da funcéo corrente nos nés de uma malha auxiliar de calculo, e a
partir deste ponto, a velocidade é calculada por diferencas finitas nesta malha. O segundo
pode ser classificado como completamente livre de malhas pelo fato de calcular o campo de
velocidade a partir do campo de vorticidade, utilizando para isto a lei de Biot-Savart,
conforme visto nos capitulos 3 e 4.

ROSENHEAD (1931) foi o primeiro pesquisador que tentou simular um escoamento
discretizando o campo de vorticidade com vortices potenciais, porém seus calculos
tornavam-se instaveis devido as singularidades presentes no campo de velocidade. Mesmo
com o advento da computacdo cientifica, que permitiu uma maior discretizacdo, ou seja, 0
aumento do numero de vortices, as simula¢bes conduzidas por este modelo ainda nédo
convergiam.

A partir deste ponto foi necessario modelar os vdrtices de maneira a suavizar o campo
de velocidade na sua proximidade. Assim, SPREITER & SACKS (1951) utilizaram o
vortice de Rankine para desingularizar a velocidade induzida pelo vértice pontual.
KUWAHARA & TAKAMI (1973) lancaram mao do vortice de Lamb de nucleo variavel,
enquanto CHORIN & BERNARD (1973) utilizam o vortice de Lamb de ndcleo fixo.
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Diversos autores realizaram trabalhos de pesquisa com o objetivo de apresentar o
Método de Vortices e suas variacdes, mostrando os avancos ao longo do tempo, como pode
ser visto no artigo de revisdo de SARPKAYA (1994), onde o autor realiza uma exploracédo
detalhada dos diversos esquemas numéricos e suas aplica¢fes. Artigos similares foram
confeccionados por SAFFMAN & BAKER (1979), LEONARD (1980) e (1985),
McCROSKEY (1982), AREF (1983), AREF & KAMBE (1988), SARPKAYA (1989),
LEWIS (1999) e KAMEMOTO (2004).

Cada etapa do Método de Vartices tem sido trabalhada e explorada individualmente por
diversos pesquisadores, com o intuito de permitir pequenos avancos que somados
componham um meétodo numérico mais preciso e com menor custo computacional. Deste
modo, a etapa convectiva do Método de Vortices tem sido alvo de trabalhos que buscam
diminuir seu custo computacional, o qual é da ordem de N2, sendo N o nimero de vértices
necessarios a uma boa discretizacdo da regido rotacional do escoamento. Aceleradores da
etapa convectiva que lidam com a metodologia denominada multipolos podem ser
encontrados na literatura. O objetivo destes trabalhos é baixar o custo computacional para a
ordem log N, caso seja utilizado o método particula-caixa, e para ordem N, caso seja
utilizado o método caixa-caixa, 0 que é alcancado através do calculo do campo de
velocidade induzido por polos, hierarquizando-se a influéncia de acordo com a distancia e
com a densidade de vortices presentes em cada regido.

O método mais encontrado na literatura que simula os efeitos da difusdo viscosa é o
Método do Avango Randdmico (MAR), o qual tem como principal deficiéncia o fato de ser
baseado em pardmetros estocasticos. Deste modo, este item apresenta também trabalhos
que visam a fornecer resultados mais acurados para a etapa difusiva do Método de Vortices,
do que os encontrados pelo MAR.

Segundo KAMEMOTO (1994), o Método de Vértices pode ser dividido em trés tipos
béasicos, de acordo com a maneira pela qual a vorticidade gerada no corpo € transportada
para o meio fluido. O primeiro tipo utiliza pontos de separacdo conhecidos, 0 segundo
utiliza uma aproximacdo de camada limite para calcular estes pontos de separacdo, gerando
0s vortices a partir da espessura de deslocamento da camada limite, e por Gltimo o terceiro

dispde vartices em toda a camada limite da superficie do corpo, os quais sao transportados
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por conveccao e difusdo para 0 escoamento, ou Seja, a separacao passa a ser um resultado
natural da simulacéo.

Diversos trabalhos utilizam a idéia de pontos de separacdo conhecidos, como XU (1998
e 1999), onde o autor pressupfe que a separacdo ocorre no “spoiler”, no bordo de fuga e
nas extremidades do aerof6lio, obtendo com isso um modelo que fornece bons resultados
em comparacdo a dados experimentais.

MOOK & DONG (1994) também propdem um esquema com desprendimento fixo em
pontos de separacdo. Os autores liberam vortices apenas no bordo de fuga do aerofolio para
estudar a interacdo destes com o aerofélio.

Os modelos que utilizam o ponto de separagdo fixo permitem o célculo da pressédo
através da equacdo de Bernoulli ndo-permanente, como e feito por VEZZA &
GALBRAITH (1985). MUSTTO (2004) apresenta uma metodologia mais geral para o
calculo da pressédo, a qual € inspirada em LEWIS (1991) e toma como base a equacdo de
Navier-Stokes.

KAMEMOTO (1994) ainda propde um modelo para geracdo da vorticidade na
superficie, baseado na aproximacdo de camada limite. Segundo este modelo, uma folha de
vorticidade é transferida inicialmente ao fluido, ficando livre para se movimentar por acéo
da difusdo e convecgdo, sendo transformada em um vortice pontual ao atingir uma
determinada distancia do corpo. Este esquema de geracdo demonstra a grande preocupacéo
de se obter uma boa representacdo da vorticidade nas proximidades da superficie, uma vez
que a influéncia desta regido no célculo das forcas e na determinacdo da voticidade gerada
no corpo é fundamental para a obtencdo de bons resultados.

CLARKE & TUTTY (1994) desenvolveram uma metodologia para simulacdo de
escoamentos impulsivos ao redor de corpos de geometria arbitraria, a qual utiliza uma
combinacdo do Método de Vortices com o Método de Painéis com elementos curvos,
simulando os efeitos viscosos com uma combinacdo do Método do Avanco Randémico
com o Método da Velocidade de Difusdo. O custo computacional da etapa convectiva é
diminuido utilizando um algoritmo de decomposicdo. Os autores validam o cddigo
computacional utilizando dados experimentais e numéricos obtidos na literatura,

comprovando que o método desenvolvido tem acurcia semelhante & encontrada por
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codigos de diferencas finitas, sem, no entanto, apresentar a difusdo numérica relacionada a
malha.

As forcas aerodinamicas podem ser calculadas a partir da integracao da distribuicédo de
pressdo sobre a superficie do corpo, ou através da formula de Blasius, utilizada por
MUSTTO (2004). SHINTANI & AKAMATSU (1994) obtém o carregamento sobre o
corpo baseando-se somente no conhecimento dos campos de vorticidade e velocidade.

JONCHERAY (1997) utilizou 0 Método de Vortices para simular os carregamentos em
pés de rotores de helicopteros, baseando-se na teoria da linha de sustentagdo de Prandtl, na
lei de Biot-Savart para calculo das velocidades induzidas e na lei de Kutta-Joukowski para
circulacdo. Foi calculada a performance das pas do rotor em situacdo de suspensédo
estacionaria do helicoptero, onde as laminas foram representadas por vortices-linha
localizadas no primeiro quarto da corda, discretizando a esteira com um namero finito de
vortices-linha. Os resultados encontrados com as simula¢des foram comparados com dados
experimentais e numericos disponiveis, mostrando boa concordancia.

WALTHER & LARSEN (1997) utilizaram o Método de Vortices para simular o
escoamento bidimensional incompressivel viscoso, sobre uma placa plana de espessura e
comprimento finitos. Os autores langaram mdo de uma nova abordagem para correlacionar
os campos de velocidade e de vorticidade, e para determinar a vorticidade na superficie da
placa, assim como utilizaram uma eficiente técnica de matriz de influéncia para o célculo
da conveccdo via multipolos. Os resultados numéricos encontrados foram comparados com
a solucéo de Blasius para placa plana, e para, 0 caso ndo viscoso, foram defrontados com a
solucdo de Theordorsen para o escoamento sobre placa plana oscilatoria.

HE & SU (1998) realizaram estudo numérico de escoamentos com altos numeros de
Reynolds, ao redor de corpos aerodinamicos, utilizando o Método de Vértices. Os autores
relatam uma melhora na representacdo da vorticidade na regido préxima a superficie do
solido, obtida devido a mudancas no processo de geracao de vorticidade, onde a folha de
vorticidade da superficie solida € liberada para o fluido com distribuicdo de vorticidade
constante. Outra modificacdo realizada pelos autores foi a inclusdo de um termo néo linear
nas equacdes do escoamento proximo & superficie solida, quando da avaliagdo da

distribuicdo de pressao na parede.

28



PEREIRA (1999) simula o escoamento ao redor de um cilindro circular e ao redor de
um aerofélio NACA 0012 para o angulo de ataque de 5°, limitando o numero de vortices
com um esquema de eliminacdo e realizando a conservacdo da circulagdo como sugere
LEWIS (1991).

Diversos modelos de turbuléncia tém sido implementados no Método de Vortices, como
em PEREIRA (2002), onde o autor modelou a turbuléncia presente no escoamento ao redor
de numa grade linear via Fungdo Estrutura de Velocidade de segunda ordem. Esta
abordagem é descrita por HIRATA (2000) e aplicada a cilindro circular em PEREIRA et al.
(2002).

COTTET et al. (2000) apresentam uma metodologia para aproximacéo das equacdes de
Navier-Stokes que utiliza vortices pontuais com tamanho de ndcleos diferenciados, com o
objetivo de se obter diferentes niveis de discretizacdo para diferentes regides do
escoamento, como a camada limite e a esteira viscosa. Para tanto os autores propdem a
utilizacdo de um mapeamento que permita uma formulacdo consistente dos operadores de
difusdo e convecgdo existentes no Método de Vortices, colaborando para aumentar a
eficiéncia computacional quando comparado ao método que utiliza tamanho de vértices
fixo. Os resultados sdo validados através da implementacdo de problemas de escoamentos
ao redor de cilindros e interacGes de vortices com paredes.

PLOUMHANS & WINCKELMANS (2000) desenvolveram um modelo para
redistribuir as particulas no escoamento ao redor de um corpo de geometria qualquer. O
Método de Troca de Intensidade entre Particulas (MTIP ou “Particle Strength Exchange —
PSE”) é alterado para as particulas proximas ao corpo para evitar fluxo anémalo de
vorticidade durante a etapa difusiva do método. O trabalho utiliza também multiplas escalas
de resolucdo. A convergéncia quadratica do esquema é verificada matematicamente e por
diversas simulagfes conduzidas. A validacdo é obtida atraves da comparagdo com o
problema do escoamento impulsivo ao redor de cilindro.

ROUVREAU & PERAULT (2001) simularam o escoamento bidimensional
incompressivel ao redor de um cilindro circular através de um codigo numérico baseado no
Método de Vortices, onde a condicdo de ndo-deslizamento é satisfeita levando-se em
consideracdo a espessura do elemento de superficie, parametro que ndo é levado em

consideracao nas metodologias usuais. A etapa difusiva € calculada com a utilizacdo de um
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método deterministico baseado na solu¢cdo da equacédo do calor. Os resultados apresentados
no trabalho relatam os coeficientes de sustentacdo e arrasto, os campos de velocidade e de
vorticidade e o numero de Stroulhal.

YANG et al. (2003) aplicam o Método de Vortices para simular o escoamento em placa
plana e cilindro bidimensionais, satisfazendo simultaneamente as condi¢Ges de né&o
escorregamento e impenetrabilidade no corpo. Para tanto, os autores utilizam fontes e
vorticidade na superficie, que formam as incdgnitas do sistema linear a ser resolvido. Deste
modo, as fontes satisfazem a condi¢do de Neumann para impenetrabilidade, ao passo que a
vorticidade na superficie satisfaz a condicéo de Dirichlet para ndo-deslizamento. Os autores
também apresentam uma formulagdo para determinagdo da distancia de nascimento dos
vortices, na qual a condicdo de ndo-deslizamento continua sendo vélida. Os resultados sao
comparados com valores experimentais e analiticos, apresentando boa concordancia.

ZHU & KAMEMOTO (2003) apresentaram uma metodologia baseada no Método de
Vortices para simular o escoamento ao redor de corpos, onde os campos de velocidade e
pressdo sdo obtidos através de formulacdes integrais. Utiliza-se também o Método do
Crescimento do Nucleo com um algoritmo de aglomeracdo, para simular a etapa difusiva
do escoamento bidimensional ao redor de um cilindro circular, o qual é validado por
experimentos e simulacGes de outros autores, mostrando a boa aplicabilidade do método a
problemas de fronteiras moveis.

PEREIRA et al. (2004) simularam, pelo Método de Vértices, o escoamento
bidimensional, incompressivel e com alto nimero de Reynolds, ao redor de maultiplos
corpos aerodindmicos. A etapa convectiva do método é resolvida pelo esquema de Adams-
Bashforth, enquanto que a etapa difusiva é resolvida pelo Método do Avango Randdmico.
A distribuicdo de pressdo ao longo do corpo é obtida por uma equacéo integral, derivada da
equacdo de Poisson para pressédo, a qual tem sido utilizada para avaliacdo da pressdo em
problemas que envolvem apenas um corpo. O trabalho apresenta resultados para a
simulacdo do escoamento ao redor de uma sequéncia de aerofolios em cascata NACA 65-
410, e compara os resultados encontrados com os dados disponiveis na literatura.

BARBA et al. (2005a) desenvolvem um novo Método de Vértices que é completamente
livre de malhas, o que, segundo os autores, ndo ocorre com 0s métodos que utilizam

técnicas de troca de intensidade para simular o processo difusivo, uma vez que estes tém a
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necessidade de realizar interpolacGes de alta resolucdo para manter a distribuicdo de
particulas ordenada. No trabalho apresentado pelos autores utiliza-se o Método do
Crescimento do Nucleo Corrigido e a adaptacdo espacial € realizada utilizando-se a
interpolacdo de funcBes basicas radiais, o que controla o tamanho do nucleo dos vortices
automaticamente, garantindo assim a convergéncia. Ainda segundo os autores, esta
metodologia tem apresentado um ganho consideravel nas simulacdes com vortices no
referencial lagrangeano, ao mesmo tempo que tem permitido simulagbes em multiplas
escalas com varias resolucdes.

BARBA et al (2005b) citam como deficiéncias do Método de Vortices: o custo
computacional da utilizacdo da lei de Biot-Savart, o tratamento da difusdo no referencial
lagrangeano e a perda de acuracia devido a distorcdo lagrangeana dos elementos
computacionais. Segundo os autores, a primeira limitacdo citada acima é resolvida pela
utilizacdo de aceleradores multipolos, enquanto a segunda encontra solugdo nos diferentes
meétodos desenvolvidos para lidar com a difuséo viscosa no referencial lagrangeano. Para
lidar com a terceira limitagdo, os autores sugerem a interpolagdo com funcdes radiais
basicas, o que permite o controle do tamanho do nucleo dos vdrtices quando se aplica o
Método do Crescimento do Nucleo Corrigido, ou quando se busca uma resolucgdo variével
no dominio fisico.

BOUFERROUK & CHERNYSHENKO (2005) utilizam a regularizacdo de Tykhonov
no Método de Vortices para simular um escoamento bidimensional ndo viscoso em placa
plana, o qual se torna instavel sem a regularizagdo, e em um cilindro de secdo circular que
tem seu ruido diminuido pela regularizagdo proposta.

KAMOUN et al (2005) realizaram analise numeérica de aerofélios para aplicagdo em
turbinas edlicas, distribuindo singularidades do tipo fonte-vortice sobre a superficie do
aerofdlio, com o intuito de simular o escoamento potencial, bidimensional e
incompressivel. Os resultados encontrados foram validados com dados experimentais.

SARKAR & VENKATRAMAN (2005) simularam o escoamento bidimensional
incompressivel ao redor de um aerofélio com movimento de arfagem periddico, no intuito
de se verificar a influéncia de diversos parametros na inducdo da forca de propulséo
resultante. Observou-se que esta forga € diretamente proporcional a freqiiéncia de oscilacdo

do aerofdlio e inversamente proporcional ao angulo de ataque médio. Também é
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pesquisada a influéncia da localizacdo do eixo de arfagem na caracterizacdo propulsiva do
aerofolio.

ROSSI (2005) utiliza funcdes basicas Gaussianas de forma eliptica e deformavel, para
representar o campo bidimensional de uma grandeza escalar, em um escoamento
incompressivel. Estas fungdes se movimentam e se deformam para simular a evolugdo do
escoamento em estudo, de acordo com um equacionamento para a velocidade, rotacao,
extensdo e deformacdo dos elementos. O autor consegue acuracia espacial de quarta ordem,
ajustando o centrdide das funcGes bésicas com o residuo do método numérico por ele
apresentado.

ROSSI (2006a) compara os resultados de simulacGes de escoamentos bidimensionais
incompressiveis, utilizando fungdes basicas gaussianas e axisimétricas, com o0s resultados
obtidos com fungdes basicas gaussianas elipticas e deformaveis. Os resultados para um
problema de deformacéo e difusdo em uma distribuicdo elipséide de um escalar imerso em
um escoamento com linhas de corrente circulares e fechadas, apontam diversas vantagens
para a abordagem com elementos deformaveis, como a utilizacdo em problemas cuja
resolucdo requerida seja significativamente maior e a menor necessidade de correcdo
devido a sua inconsisténcia.

ROSSI (2006b) introduz duas técnicas para aproximacdo da integral de Biot-Savart na
avaliacdo de funcOes elipticas Gaussianas deformaveis. A primeira consiste em uma
pequena perturbacao na fungédo corrente, a qual somente é aplicavel para interacGes diretas
entre os elementos computacionais. O autor também apresenta um estudo da aplicacdo de
aceleradores multipolos para as fungdes elipticas Gaussianas deformaveis, as quais
introduzem uma nova escala computacional, o que limita a eficiéncia da expansdao em
multipolos. Porém, esta deficiéncia pode ser minimizada através da imposicao de um limite
inferior para o tamanho das caixas, 0 que permite uma aproximagao acurada a partir de uma
tolerancia estabelecida.

WEE & GHONIEM (2006) apresentam um método que realiza simultaneamente a
difusdo da vorticidade e a reordenacdo da malha de calculo no Método de Vértices. Utiliza-
se 0 Método de Redistribuicdo de Vorticidade para fornecer uma semente de interpolacéo
apropriada e para dividir os vortices. O escoamento evolui no tempo realizando dois sub-

passos, sendo que o primeiro é fruto da conveccdo dos vortices de acordo com o campo de
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velocidade, ao passo que o segundo se encarrega da difuséo viscosa e da reordenacdo da
malha através do uso da semente de interpolacdo. A estabilidade e o erro da semente de
interpolacdo sdo avaliados demonstrando que o esquema pode ser utilizado com sucesso
inclusive em problemas complexos com difus&o néo linear.

CHATTOT, 2007, utilizou o método de vértices helicoidal para simular o escoamento
em uma turbina edlica com sua torre a montante, a qual foi representada por um segmento
semi-infinito de dipolos. Os resultados encontrados apresentaram boa concordancia com
dados experimentais, porém uma certa discrepancia de fase foi observada quando se
aumenta o angulo de guinada.

COCLE et al. (2007) apresentam uma modelagem de Método de Vortices que permite
reduzir a regido de malha dos métodos tradicionais de vortice em célula, uma vez que esta
regido é superdimensionada se comparada a regido rotacional do escoamento, tendo em
vista a necessidade de se garantir a satisfacdo da condi¢do de contorno para 0 escoamento
ndo perturbado, caracteristica que ocasiona um custo computacional muitas vezes
inviabilizante. Deste modo os autores trabalham com uma regido estritamente rotacional,
dividindo este dominio em sub-regides, onde as condicdes de contorno sdo obtidas
utilizando-se o método paralelo de multipolos. Esta combinacdo dos métodos de vortice em
célula e paralelo de multipolos apresentada pelos autores conduz a uma solugdo mais
acurada e com menor custo computacional que estes metodos atuando separadamente. Para
exemplificar a utilizacio do método proposto, sdo conduzidas simulacGes de
desenvolvimento de esteiras produzidas por aeronaves em efeito de solo.

ELDREDGE (2007) apresentou uma metodologia para o Método de Voértices, a qual
utiliza um avanco no tempo intermedidrio para avaliar a intensidade de folhas de
vorticidade que devem satisfazer a condicdo de ndo-deslizamento ao terem sua vorticidade
transmitida para os vortices adjacentes. O autor utiliza uma malha cartesiana para calcular a
cada passo no tempo os valores de vorticidade, forcando a satisfacdo do teorema de Kelvin
pela redistribuicdo da vorticidade gerada na superficie para os vortices, durante a etapa da
difusdo das folhas de vorticidade. Séo feitas diversas analises quanto a estabilidade e
convergéncia, levando em consideracdo os parametros numéricos utilizados, com énfase na

avaliacdo da velocidade de deslizamento residual. O método € por fim utilizado em dois
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problemas que demonstram sua aplicabilidade a sistemas locomotores bioldgicos,
apresentando boa concordancia com dados experimentais e numericos.

ZHAO et al. (2007), introduz um novo modelo de Método de Vortice, denominado
Método de Transporte de Vortices generalizado. O método consiste em utilizar um
referencial Lagrangeano-Euleriano, onde o campo de vorticidade é determinado através do
transporte da circulacdo em um campo de velocidade artificial, recorrendo-se a equacéo de
Poisson para se estabelecer o campo de velocidade no referencial Lagrangeano. O Processo
de Transporte Generalizado leva em conta 0 movimento e a variacdo de rea da circulacéo
dos vortices, ou seja, considera simultaneamente os fendmenos de conveccgdo e difusdo
viscosa. O meétodo se mostra capaz de simular escoamentos em cilindros, capturando
fendbmenos na proximidade da parede como separac¢do e variacao de velocidade tangencial.

ZHAO & TSUKAMOTO (2007) estenderam a geometrias complexas em escoamentos
com elevado nimero de Reynolds, a aplicacdo do Métodos de Vortice hibrido, ou seja,
aquele que utiliza particulas e folhas de vorticidade. Nesta metodologia, 0s autores
dividiram o dominio computacional em uma parte interna, composta por vortices, e uma
parte composta por uma fina camada limite numérica de folhas de vorticidade. Os ndcleos
dos vortices sdo relacionados ao tamanho das folhas de vorticidade. Os resultados das
simulacdes em hélices de navios mostraram que 0 modelo apresenta boa concordancia para

0s casos de escoamentos ndo-permanentes separados com elevados numeros de Reynolds.

2.3.1. Conveccao — Metodos de Expansao em Multipolos

Como dito anteriormente, diversos métodos de multipolos foram desenvolvidos com o
intuito de se acelerar a etapa convectiva do Método de Vortices, a qual apresenta o custo
computacional da ordem de N? sendo N o ndmero de vértices presentes na simulacéo.
BARNES & HUT (1986) apresentam um esquema particula-caixa cuja ordem do custo
computacional é reduzida para NlogN, enquanto GREENGARD & ROKHLIN (1987) e
CARRIER et al. (1988) propdem um esquema caixa-caixa que reduz para ordem N o custo
computacional, o qual, para o ultimo trabalho, € independente da distribuicdo espacial dos

vortices.
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STRICKLAND et al (1999) desenvolveram um algoritmo de multipolos com aplicagéo
em problemas de radiacdo tridimensional e problemas de escoamentos tridimensionais, 0
que ¢é feito com uma semente para o calculo das integrais de volume associadas, podendo
ser utilizado também para calculos de campos gravitacionais e eletrostaticos. O algoritmo é
desenvolvido para computacdo paralela, o que resulta em um custo computacional de
ordem menor que N? e maior que N ou NlogN.

YING et al. (2003) apresentam um método acelerador multipolos que utiliza uma
distribuicdo continua de densidade equivalente na superficie de cada caixa, ao invés de
utilizar expressdes analiticas para representar o potencial gerado pelas fontes no interior das
caixas. Deste modo, 0 método ndo necessita da implementacédo da expansdo em multipolos,
e utiliza o problema de Dirichlet para encontrar a supracitada densidade equivalente,
ajustando seu potencial com o potencial das fontes distribuidas originalmente na superficie.
O método apresentado mostra boa acuracia para duas e trés dimensdes, quando comparado
com algoritmos analiticos, no entanto, sua principal vantagem, segundo os autores, seria
sua maior facilidade de implementacao e sua maior aplicabilidade.

IHLER (2004) mostra os resultados alcancados pela utilizacdo de um método de
expansdo em multipolos que se baseia em aproximagOes matriciais de bandas baixas,
discutindo o método heuristico de aproximacdes matriciais em bloco e a formacdo das

expansodes analiticas que formam a base dos métodos de expansdo em multipolos.

2.3.2. Difusao viscosa

CHORIN (1973) simula a difusdo viscosa atraves do Método do Avanco Randdmico
(MAR), baseado no movimento Browniano de Einstein. Tal método obteve grande
aceitacdo devido a sua facilidade de implementacdo e baixo custo computacional, porém,
seu cardter estocastico ocasiona regides sem recobrimento dos vortices, 0 que causa um
ruido indesejavel no campo de velocidade. Este trabalho é reconhecido historicamente
como o primeiro modelo de Método de Vartices que considera os efeitos viscosos.

PORTHOUSE & LEWIS (1981) incluiram o0 MAR no modelo de Método de Voértices
em combinacdo com o Método dos Painéis. Tal metodologia é detalhada em LEWIS
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(1991), onde a geracdo de vorticidade na superficie do corpo, seu desprendimento e
transporte na esteira sdo amplamente explorados.

OGAMI & AKAMATSU (1991) apresentam o Método da Velocidade de Difusdo
(MVD), no qual a difusdo de vorticidade é simulada pelo movimento induzido nos vortices
pela denominada velocidade de difusdo, a qual é proporcional ao gradiente da vorticidade e
a viscosidade cinematica, e é inversamente proporcional a vorticidade. Os autores mostram
qgue o método é valido para valores de numero de Reynolds inferiores aqueles abrangidos
pelo Método do Avan¢co Randdmico, sendo dispensavel a utilizacdo de teoria de camada
limite, uma vez que este pode lidar diretamente com o seu desenvolvimento, separacdo e
recolamento. O MVD, utilizado por diversos autores como OGAMI & AYANO (1995) e
CLARKE & TUTTY (1994), serd explorado com maior profundidade no capitulo 4.

KEMPKA & STRICKLAND (1993) apresentam um método numérico para simulagao
da difusdo viscosa da vorticidade baseado no MVD, porém, os autores passam a considerar
também os efeitos do divergente da velocidade de difusdo, que ndo eram contemplados
inicialmente, e que mantém relacdo com a area na qual a vorticidade é difundida. Tal
enriquecimento do modelo do Método de Velocidade de Difusdo permite calculos mais
acurados, o que é comprovado através da comparagdo com outros resultados numéricos e
analiticos.

KOUMOUTSAKOS & LEONARD (1995) apresentam uma nova metodologia de
simulacdo da difusdo que se passou a denominar Método da Troca de Intensidade entre
Particulas (MTIP ou “Particle Strength Exchange — PSE”). As simula¢fes apresentadas
pelos autores obtém resultados acurados para o escoamento ao redor de um cilindro
circular.

SHANKAR & VAN DOMMELEN (1996) propuseram um novo modelo para simular a
difuséo da vorticidade em um referencial puramente lagrangeano. Tal modelo baseia-se na
troca de intensidade entre os vortices, o que € feito mantendo-se 0s momentos de ordem
zero, um e dois, ou seja, respectivamente a conservacao da circulacdo, do momento linear e
do momento angular. As trocas devem satisfazer a um sistema linear formado quando se
minimiza a norma méaxima das quantidades trocadas, utilizando-se a técnica de
programacdo linear e o método simplex para solugcdo. A nova metodologia é testada no

problema de difusdo de um vértice pontual e na iteracdo de um par de vortices.
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ROSSI (1996) realizou uma alteracdo no Metodo de Crescimento do Nucleo, o qual
havia sido abandonado desde que GREENGARD (1985) mostrou que este aproximava
incorretamente as equacdes de Navier-Stokes. Atraveés de um processo denominado pelo
autor como refinamento espacial, o qual consiste na divisdo de vértices mantendo-se
inalterados 0s momentos correspondentes, obtém-se uma metodologia deterministica
eficiente e de facil implementacdo, para utilizacdo no Método de Vértices, com custo
computacional semelhante ao Método do Avanco Randbmico, porém proporcionando
melhoria significativa na simulacdo. O Método do Crescimento do Ndcleo Corrigido
(MCNC), utilizado desde entdo por muitos pesquisadores serd explorado com maior
profundidade no capitulo 4.

OJIMA & KAMEMOTO (1999) simulam o escoamento ao redor de uma esfera
tridimensional com namero de Reynolds de 300 a 1000, utilizando o MCNC, ao passo que
PLOUHAMS et al. (2002) utilizam o MTIP para 0 mesmo problema.

ROSSI (1997) apresenta um algoritmo de aglomeracdo, cujo principal objetivo €é baixar
0 custo computacional do método, diminuindo o nimero de vdrtices na simulacdo, sem
implicar, no entanto, em perda de recobrimento, diminuicdo da acurdcia ou atraso na
convergéncia. Para tanto, o erro da aglomeracdo é mantido sob controle e a aglomeracéo é
efetivada mantendo-se os momentos de ordem zero (conservagéo da circulagéo), ordem um
(momento linear) e ordem dois (momento angular).

TAKEDA & TUTTY (1997) realizaram um estudo comparativo no qual foram
implementados quatro diferentes métodos de difusdo viscosa, quais sejam: Método do
Avanco Randémico (MAR); Método da Velocidade de Difusdo (MVD); Método da
Redistribuicdo de Vorticidade (MRV) e o Método do Crescimento do Ndcleo Corrigido
(MCNC). Utiliza-se o Método dos Painéis para satisfazer a condicdo de contorno na
superficie, e 0 método de Multipolos para acelerar a etapa convectiva. Foram levantados
dados comparativos quanto a acurécia, a eficiéncia computacional e a aplicabilidade para
computacéo paralela, simulando-se o escoamento ao redor de cilindro circular com ndmero
de Reynolds variando de 100 a 9500. Conclui-se que o0 MAR apresenta solucGes com
excessivo ruido e pouca sensibilidade quanto a sequéncia numérica randémica, ao passo
que o MVD mostra melhora quanto a convergéncia, se comparado ao MAR, porém é

afetado drasticamente quando o recobrimento dos vortices é perdido. Por sua vez 0 MCNC

37



apresentou ganho em acuracia, no entanto o crescimento exponencial do nimero de
vortices é fator limitante deste método, o que implica na utilizacdo de algoritmos de
aglomeracédo e consequente inclusdo de parametros e erros hnuméricos. Ainda segundo 0s
autores, a formulagdo do MRV garante o controle do erro, sendo que a adi¢cdo de novos
vortices para obtencdo de sistemas possiveis tende a aumentar o nimero de vértices de
maneira linear, podendo ser controlada por algum tipo de processo de aglomeracao.

ROSSI formulou uma metodologia para aplicagdo no Método de Vortices, baseada em
fungbes basicas Gaussianas elipticas, as quais, por acdo do campo de vorticidade local,
estdo livres para transladar, se alongar e se dividir, o que confere ao método a habilidade de
capturar a evolucdo do escoamento até a quarta ordem de acuracia espacial. O método
proposto por ROSSI utiliza uma aproximacao assintotica de quarta ordem para as integrais
de Biot-Savart na determinacdo do campo de velocidade e sua derivada, além de realizar
um refinamento adaptativo robusto. Uma alta taxa de convergéncia € verificada
comparando-se os resultados das simulagcdes com solucdes exatas.

KIDA & NAKAJIMA (1998) obtém uma equacéo integral para a vorticidade, do tipo
Fredholm, partindo da equacdo de Navier-Stokes, a qual é implementada no Método de
Crescimento do Nucleo com fungdo Gausiana e com fungdo Gausiana alternativa. Tal
modelagem é utilizada para simular o escoamento com alto niumero de Reynolds e condicdo
inicial suavizada.

LEE & JIN (2002), através da implementacdo em paralelo do Método de Vortices,
compararam o Método da Redistribuicdo de Vorticidade (MRV) com o Método de Troca de
Intensidade entre Particulas (MTIP), quanto a acuracia e ao custo computacional, para o
caso da difusdo de um vortice de Lamb e da simulacdo de um escoamento impulsivo ao
redor de um cilindro circular, com numero de Reynolds igual a 60. Para o caso da difusédo
do vértice de Lamb, a acuracia e o custo computacional foram praticamente 0s mesmos
para os dois métodos comparados, porém, para 0 caso do cilindro circular, o MTIP
mostrou-se mais acurado e com menor custo computacional do que o MRV.

LAN et al (2005) apresentam uma breve revisdo dos avancos no Método de Vortices
nas ultimas décadas, incluindo o estudo do Método de Troca de Intensidade entre Particulas
(MTIP), do Método do Crescimento do Ndcleo Corrigido (MCNC), do método de

particulas deterministico e do método de vortices hibrido. Os autores também introduzem
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um esquema de método de vortices eficiente, desenvolvido para altos nimeros de Reynolds

e para computacdo paralela de escoamentos ao redor de corpos rombudos.

2.4. Posicionamento do presente trabalho no contexto da literatura

O presente trabalho pode ser inserido no contexto daqueles que se dedicam a
desenvolver modelos numéricos para 0 estudo do escoamento ao redor de corpos
aerodindmicos, utilizando o método de vortices em combina¢do com o método dos painéis.
Deste modo, o estudo dos trabalhos apresentados neste capitulo visa a fornecer subsidios
para a escolha dos métodos a serem empregados, como pode ser exemplo o Método de
Expansdao em Multipolos para o calculo de velocidades na etapa convectiva, abordado na
secdo 2.3.1. Pode-se também estabelecer uma comparacao entre os trabalhos deste capitulo,
buscando-se esclarecer a aplicabilidade, levantando-se entdo as vantagens e desvantagens
de cada metodologia.

Assim, a modelagem da etapa convectiva deste trabalho baseou-se em CARRIER et al.
(1988), o qual se fornece um algoritmo para o Método de Expansdo em Multipolos
Adaptativo, ao passo que a escolha do método de difusdo teve como ponto de partida o
trabalho de TAKEDA & TUTTY (1997), o qual realizou uma comparacgéo entre diferentes
modelos de difuséo.

No que se refere ao Método de Painéis, o presente trabalho se orientou bastante em
PEREIRA (2005), o qual fez um estudo completo da solu¢do do escoamento potencial em
torno de aerofélios, explorando exaustivamente ordens superiores de discretizacdo da
geometria e da distribuicdo de singularidades ao longo dos painéis.

Diversos trabalhos se dedicam ao estudo da geracédo de vorticidade na superficie sélida,
como KAMEMOTO (1994). Agindo neste contexto, o presente trabalho apresenta como
principal contribuicdo uma inédita formulacdo de geracdo de vorticidade e nascimento de
novos vortices, baseada na solucdo por similaridade da equacéo de difuséo unidirecional.

O Capitulo 3 a seguir apresenta a modelagem matematica completa utilizada neste
trabalho, descrevendo de forma detalhada o equacionamento do Método de Vortices em
combinagdo com o Método dos Painéis, o que permite o entendimento formal de toda a

metodologia proposta.
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CAPITULO 3

MODELO MATEMATICO

A modelagem matematica é o primeiro passo no sentido de se buscar uma solucdo para
um problema de engenharia. Assim, a formulacdo e o equacionamento do problema
matematico deve representar o problema fisico em estudo com o grau de representatividade
e profundidade que forneca uma relagdo satisfatdria entre a qualidade da solugéo e o custo
para resolvé-la.

Neste sentido, ao se escrever o problema matematico, deve-se ter em mente o nivel de
acuracia desejado para a solucdo, o custo a ela relacionado, e as ferramentas disponiveis.
Esta andlise leva a um detalhamento do equacionamento matematico baseado em hipéteses
simplificadoras que, para o caso em estudo, origina o problema de valor de contorno
descrito neste capitulo.

O modelo matematico apresentado neste capitulo visa basicamente a atender o método
numérico utilizado, ou seja, o Método de Vortices em combina¢do com o Método dos
Paineis. A aplicacdo conjunta dos Métodos de Painéis e de Vortices prevé a solugdo do
escoamento potencial pelo primeiro e a evolugdo da dindmica da vorticidade pelo segundo.
Tal abordagem é levada a efeito, em cada passo no tempo, quando se imp&e as condigdes
de contorno nos painéis que discretizam a superficie do corpo, e se evolui o campo de
vorticidade dando origem a uma nova configuracdo de vortices discretos.

Neste sentido, este capitulo apresenta 0 embasamento matematico da metodologia de
utilizacdo conjunta do Método de Vortices e do Método dos Painéis, visando a fornecer

uma compreensdo mais ampla e facil do trabalho apresentado.
3.1. Hipéteses Simplificadoras
As hipdteses simplificadoras descritas nesta secdo visam a proporcionar uma

formulagdo matemética que conduza a resultados satisfatorios, tendo em vista as

ferramentas para solucdo atualmente disponiveis.
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O problema em estudo refere-se a um corpo aerodindmico posicionado em uma regido
fluida infinita, ou seja, livre de fronteiras solidas. O fluido é instantaneamente colocado em
movimento e levado a um escoamento uniforme no infinito. Tal problema pode ser

visualizado na Fig. 3.1, onde U_ representa o escoamento que incide com um angulo de

0

ataque « em um aerofdlio, no qual estdo fixados os sistemas de coordenadas cartesiano e

polar a serem utilizados.

Escoamento Fluido
uniforme

Y

Fluido

Figura 3.1 — Problema em estudo (SILVA 2005)

Deste modo, sdo listadas a seguir as hipdteses simplificadoras que serdo utilizadas na
formulacdo matematica do problema em estudo, e que devem ser observadas e respeitadas

guanto a sua aplicabilidade:

e corpo bidimensional, ou seja, sua dimensdo no plano normal ao do escoamento é
consideravelmente maior do que sua maior dimensao no plano do escoamento;

e 0 escoamento se inicia do repouso de forma impulsiva ;

e aregido fluida ¢ infinita e 0 escoamento no infinito é uniforme;

e 0 aerofdlio € o unico corpo imerso no fluido;

e 0 fluido € homogéneo, newtoniano, de propriedades constantes e seu escoamento
ocorre de maneira incompressivel, considerando que as velocidades envolvidas sao
muito menores que a velocidade do som no meio;

e a forca de campo gravitacional é desprezada por possuir pouca influéncia no

escoamento.
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Deve-se observar que o escoamento ndo € considerado permanente, uma vez que 0
fendmeno fisico estudado apresenta grandes flutuacdes temporais no campo de velocidades,
as quais deverdo ser representadas no modelo matematico ora formulado.

O equacionamento do problema em estudo, levando-se em consideragdo as hipoteses
simplificadoras listadas acima, conduz a um problema de valor de contorno que sera

apresentado a seguir.

3.2. Problema de Valor de Contorno

Os campos de velocidade e pressdo de um escoamento incompressivel de um fluido
newtoniano, ndo sujeito a forcas de campo, sdo relacionados através das Equacdes da
Continuidade e de Navier-Stokes, as quais tomam a forma respectivamente das Eq. (3.1) e
(3.2),

Vou' =0 (3.1)
Du* = au* +u -Vu = —lV*p* + WV * (3.2)
Dt ot yo,

onde u"é o campo de velocidade vetorial e dimensional, ¢*é o tempo, p“é a pressao
estatica absoluta, v € a viscosidade cinemética do fluido e psua massa especifica. O

simbolo " indica que as variaveis estdo na forma dimensional.

Tendo em vista diminuir o namero de simulacGes a serem realizadas, as variaveis séo
reunidas em agrupamentos adimensionais, 0s quais guardam relacdo com as propriedades
fisicas de interesse. Para tanto, sdo utilizados a velocidade caracteristica U, e 0
comprimento caracteristico ¢, o qual representa a corda do aerofélio de acordo com a Fig.
3.2.

A

< c >

Figura 3.2 — Corda do Aerofdlio
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Deste modo, as seguintes variaveis adimensionais

e p=——

u*
c c U, U,

i)

sdo inseridas nas Eqg. (3.1) e (3.2). Obtém-se, com isto, as Equacdes da Continuidade e de

Navier-Stokes na forma adimensional, ou seja,

V-ou=0, (3.3)
@za—“+u-Vu=—vp+iV2u, (3.4)
Dt Ot Re

onde Re= Uw% € 0 numero de Reynolds.

O sistema de equacdes diferenciais parciais (3.3) e (3.4) estd sujeito as seguintes

condigdes de contorno:

e u = 0 na superficie do corpo, que reflete as condi¢cdes de impenetrabilidade e nédo

escorregamento para um corpo estacionario;

e [u=1, noinfinito.
A condicéo inicial é |u| =0 em =0, e |u|=1, em 7 = 0", para toda regiao fluida.

3.3. Equacio de Transporte da Vorticidade

O Meétodo de Vortices, aplicado a simulacGes de escoamentos incompressiveis,
corresponde a uma aproximacao numérica que apresenta algumas caracteristicas peculiares.
De acordo com Barba (2004), pode-se citar como pontos em comum a todas as modelagens
que langcam mé&o do Método de Vértices a formulacdo das equacBes de Navier-Stokes ou de
Euler em termos da vorticidade, a discretizacdo do campo de vorticidade no lugar da

discretizacdo do campo de velocidade, a utilizacdo do Teorema de Helmholtz, o qual
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estabelece a correspondéncia entre os elementos de vorticidade e as particulas de fluido, e
por ultimo a utilizacdo da correlagdo entre os campos de vorticidade e de velocidade, para
qual € utilizada a lei de Biot-Savart aplicada a dinamica dos fluidos.

A representacdo de um escoamento em funcdo do seu campo de vorticidade tem
algumas vantagens que advem do fato de que a vorticidade ndo pode ser criada ou destruida
no interior de um fluido homogéneo (BATCHELOR, 1967). Assim, conhecendo-se 0sS
fendmenos fisicos que relacionam a geracdo da vorticidade na superficie do corpo, pode-se
resolver o escoamento transportando esta informacao para o restante do dominio.

Deste modo, a modelagem matematica descrita nesta secdo visa a aplicacdo no Método
de Vortices, o qual sera apresentado apenas no proximo capitulo. Porém, se torna
indispensavel o conhecimento a priori da necessidade de se expressar 0 campo de pressao
em funcdo do campo de vorticidade, grandeza que ird representar a evolucdo do
escoamento, e que permitirdA a avaliacdo recorrente do campo de velocidade e a
determinacdo dos carregamentos na superficie do corpo.

Assim deve-se equacionar o problema em termos do vetor vorticidade ®, o qual é
definido como sendo o rotacional do vetor velocidade u, ou seja, ® =V xu.

A Equacéo de Transporte de Vorticidade € entdo obtida tomando-se o rotacional da Eq.
(3.4) e utilizando a Eq. (3.3). Como citado anteriormente, esta operacdo elimina o termo de

pressao da Eqg. (3.4).

Do _00 Vo= o-Vurt Vi, (3.9)
Dt ot Re

BATCHELOR (1967) apresenta a seguinte interpretacdo para os termos da Eq. (3.5):

0m - ..
o = representa a variacao local de vorticidade;
t

e u-Vo representa o transporte convectivo de vorticidade;

o R—Vzco representa o transporte difusivo de vorticidade pela acdo da viscosidade;
e

e ®-Vu representa o esticamento e a deformacdo das linhas de vorticidade.
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No caso bidimensional, o vetor vorticidade torna-se um escalar, possuindo apenas a
componente normal ao plano do escoamento. Logo, a Eg. (3.5) se torna uma equacéo

escalar, dada por
1
—+u-Vo=—Vo. (3.6)

E importante observar que o termo ®-Vu é identicamente nulo no escoamento
bidimensional. Este fato representa uma limitacdo desta modelagem para a simulagdo de
escoamentos turbulentos, pois o fendmeno da turbuléncia em fluidos estd intimamente
ligado a deformacdo das linhas de vorticidade, como discutido em SARPKAYA (1994) e
SILVEIRA NETO (2004), e é intrinsecamente tridimensional.

KUNDU (1990) justifica a auséncia dos termos de presséo e das forcas de campo na Eq.
3.5 pelo fato destas atuarem no centro de massa dos elementos do fluido, e por isso ndo
resultarem em momentos de rotacdo. No entanto deve-se lembrar que as forcas de campo ja

haviam sido negligenciadas pelas hipo6teses simplificadoras descritas anteriormente.
3.4. Relacao Velocidade—Vorticidade: A Lei de Biot-Savart

O Método de Vortices prevé a solucdo da equagdo de transporte da Vorticidade (Eqg.
3.6) a qual resolve o campo de vorticidade do escoamento. Deve-se, portanto, buscar uma
formulacdo que relacione os campos de vorticidade e velocidade, este ultimo de maior
interesse, pois possibilita resolver o escoamento e determinar 0s carregamentos no corpo.

O campo de velocidade incompressivel induzido pela vorticidade distribuida em uma
regido finita é dado pela seguinte integral de volume (BATCHELOR, 1967),

r,t)= m )dV(r’). 3.7)

|r r||

A Eq. (3.7), determinada experimentalmente por Biot e Savart em 1820 (SARPKAYA,
1994), quando buscou-se relacionar a intensidade do campo magnético induzido por uma
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corrente elétrica, foi estabelecida analiticamente por Ampere em 1826 (SARPKAYA
,1994). Sua correlagdo com a velocidade induzida pela vorticidade é fisicamente intuitiva.
Assim, ¥ representa o volume da regido rotacional, ou seja, a regido onde a vorticidade esta
distribuida. A integracdo é feita sobre este volume através da varidvel auxiliar r’.

Um filamento de vorticidade é definido como um tubo de vorticidade, onde toda a
vorticidade esta concentrada em um nucleo finito. Quando a area da secdo transversal do
nucleo tende a zero e a vorticidade é infinita, o filamento é denominado filamento singular
de vorticidade, conforme ilustram as Fig. 3.3(a) e 3.3(b). No caso de um filamento singular
de vorticidade, de circulacdo constante I", a Eq. (3.7) torna-se

u(r):—% (r—r’)xdl(r’)’ (38)

"3
Linha ||r -r ||

onde dl € o vetor tangente a curva que representa o filamento de vorticidade. Caso o
filamento singular de vorticidade seja uma linha reta, este é chamado vdrtice-linha e, no
caso bidimensional, de vortice pontual, singular ou potencial, como mostrado nas Figs.
3.3(c) e 3.3(d). A velocidade na direcdo @, medida no sentido anti-horério, induzida por

um vortice potencial, de circulacdo horéria, é

u(r):—L (3.9

27r

onde r = H r H Equivalentemente, para um vortice localizado em um ponto P(x, , y,), a EQ.

3.9 pode ser escrita em coordenadas cartesianas como

u=— na direcao x, (3.10 a)

= o na direcéo y. (3.10 b)
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.3 — Filamento de Vorticidade: (a) filamento de vorticidade com nucleo
de area finita, (b) filamento singular de vorticidade, (c) vortice
linha, (d) vortice potencial e suas linhas de corrente. (SILVA 2005)

Nas Egs. (3.9), (3.10a) e (3.10b) observa-se a existéncia de uma singularidade na
velocidade induzida para um ponto que se aproxima do centro do proprio vortice, onde as
velocidades induzidas tendem a valores infinitos. Entretanto, a observacao de situacfes
fisicas reais revela que estas velocidades ndo crescem indiscriminadamente ao se aproximar
do centro do vortice, 0 que sugere a necessidade de se utilizar um modelo que represente

melhor as velocidades nesta regido, como sera apresentado na préxima secéo.

3.5. Modelagem da vorticidade

A modelagem matematica descrita acima tem por objetivo permitir a solu¢do do
escoamento em estudo, representado pelo problema de valor de contorno descrito na secéo
3.2, ou seja, determinar em um instante de tempo futuro os campos de velocidade e pressao

resultantes da interacdo de um corpo com o fluido que escoa ao seu redor. Assim a
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vorticidade gerada no contorno sélido € transportada para o fluido, passa a ser governada
pela Eq. (3.6) e, finalmente, comeca a fazer parte da solucdo e a influenciar o escoamento
como um todo.

A vorticidade presente no escoamento € modelada atraves da utilizacdo de elementos de
vorticidade discretos, cujas intensidades sdo determinadas por ocasido da solucdo do
problema de valor de contorno da sec¢do 3.2. Tais elementos séo transportados respeitando-
se a Eq. (3.6) e induzindo velocidade em todo o campo. Esta discretizagdo do campo de
vorticidade, necessaria para que se obtenha uma modelagem matematica que torne possivel
uma solu¢do numérica acurada, deve ser feita de modo a representar com 0 maximo de
fidelidade possivel a continuidade deste campo, sem introduzir problemas numericos como
baixa resolucéo ou, no outro extremo, alto custo computacional. Novamente a relacdo entre
custo e resultados deve ser avaliada, levando-se em consideracdo as ferramentas
disponiveis para solucéo.

Deste modo, deve-se representar o campo de vorticidade com elementos de vorticidade
discretos que guardem boa relacdo entre a qualidade desta representacdo e 0 custo
computacional envolvido. O refinamento indiscriminado do campo de vorticidade na
direcdo da solucdo exata do equacionamento torna impeditivo 0 tempo de processamento
para aplicagfes de engenharia e, no outro extremo, a baixa resolu¢gdo ou a pobre
representacdo deste campo pode conduzir a resultados insatisfatorios.

Os modelos disponiveis para discretizacdo da vorticidade em duas dimensdes incluem
os vortices Singular (Potencial), de Rankine e de Lamb. Pode-se também utilizar como
elemento discreto de vorticidade as chamadas folhas de vorticidade, as quais mais se
aproximam dos elementos de discretizacdo da superficie do sélido.

Os dois modelos mais utilizados para a representacao de vortices reais sdo 0os modelos
de Rankine e Lamb (SARPAKAYA, 1994). Ambos os modelos suavizam as velocidades
induzidas a partir de uma distancia ao centro do vortice. A regido circular que suaviza as
velocidades induzidas pela regido potencial do vortice é denominada nucleo. Um vortice é
definido entdo como a regido cuja vorticidade é ndo nula, e que esta circundado por uma

regido com vorticidade nula.
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Deste modo, a fiel representacdo da regido rotacional do escoamento s é garantida pela
intersecdo dos nucleos dos vortices. Regides rotacionais onde estes ndo se interceptam sao
resultantes de erros no modelo e conduzem a avaliagéo incorreta dos campos de velocidade.

O modelo de Rankine sugere que o vortice gire internamente como um corpo rigido na
regido do seu ndcleo e assuma o comportamento do vortice potencial fora deste. Este
modelo introduz uma descontinuidade na derivada do campo da velocidade induzida g,

como pode ser visto na Fig. 3.4, exatamente na circunferéncia do nucleo.

. Vortice Singular (Potencial)
Vortice de Rankine

I3

Figura 3.4 — Velocidade tangencial induzida por um

vortice singular e por um vortice de Rankine.

O modelo de Lamb, utilizado por MUSTTO (1998), MALTA (1998), ALCANTARA
PEREIRA (1999), GUEDES (2003) e MUSTTO (2004), possui uma distribuicdo Gaussiana
de vorticidade, que é uma solucdo exata da equacdo de Navier-Stokes para um vortice
viscoso em um dominio infinito. Os campos de vorticidade e de velocidade induzida para

um vortice de Lamb sdo dados por

2
w(r,t)=- F2 exp(—r—z} (3.11)
o O
2
u(r,t):—%{l—exp[—%ﬂ, na direcéo @, (3.12)
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onde 2 =(x—x,)* +(y—»,)°, c=1[4t/Re & o raio do ncleo, diregdo & ¢ medida no
sentido anti-horario e T" positivo no sentido horario. Na Fig. 3.5 pode-se observar que 0
comportamento do campo de velocidade de um vortice de Lamb é continuo e finito, com
derivadas continuas e finitas, para todo ». O campo de velocidade escrito em coordenadas

cartesianas é descrito pelas seguintes equagoes

L y-y, r’
:27z r? {1_@(‘{_ Uzﬂ’ -
I' x—x, r?
Vet 1—exp - || (3.14)

------ Vortice Singular {Potencial)
— \ortice de Lamb

r

Figura 3.5 — Velocidade tangencial
induzida por um vértice pontual e um
vortice de Lamb.

Outro elemento de vorticidade utilizado para discretizar o campo de vorticidade € a
folha de vorticidade. Estas tendem a suavizar as velocidades induzidas em um direcao
paralela a sua orientacdo principal, porém introduzem uma descontinuidade na velocidade

induzida ao se cruzar transversalmente a folha.
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Analogamente as Egs. (3.10a) e (3.10b), as quais fornecem as velocidades induzidas por
um vortice Pontual, as componentes de velocidade induzidas por uma folha de vorticidade
com distribuicdo constante de vorticidade por unidade de comprimento y, podem ser
calculadas integrando-se as Egs. (3.10a) e (3.10b) ao longo da folha de vorticidade,
resultando nas Egs. (3.15) e (3.16),

u =2ln[92 -6 (3.15)
v:%ln{;—z] (3.16)

onde 6,,0,, r, e r, podem ser vistos na Fig 3.6.

F 1
v P(x3)

ri

L J

1 T .
X3 xg

Figura 3.6 — Velocidade induzida no ponto P por uma
folha de vorticidade de intensidade y[xl,xz] (KATZ & PLOTKIN 2001)

3.6. Método dos Painéis

Pode-se classificar muitos dos métodos numéricos conhecidos atualmente como
Métodos Aproximados, pois originam-se dos Métodos dos Residuos Ponderados. Assim,
como exemplo, pode-se citar: os Métodos das Diferencas Finitas, 0os quais se baseiam na
formulacdo original dos Métodos de Residuos Ponderados; os Métodos dos Elementos

Finitos, baseados nas formulacbes fracas dos Métodos de Residuos Ponderados; e 0s
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Métodos de Integral de Contorno ou Métodos dos Elementos de Contorno, 0s quais se
baseiam na formulacéo inversa dos Métodos de Residuos Ponderados (MANSUR et al.).

Dentre os diversos métodos utilizados para a analise de escoamento potenciais, existem
técnicas analiticas, tais como 0 Método de Perturbaces (VAN DYKE, 1975) e a Teoria de
Variaveis Complexas (CHURCHILL & BROWN, 1984). Dentro da Teoria de Varidveis
Complexas, pode-se mencionar ainda as técnicas de Transformacdo Conforme, utilizada em
CARREIRO (2002), e o Teorema do Circulo, utilizado em MUSTTO (2004).

O Método dos Painéis é uma particularizagdo do Método dos Elementos de Contorno
para aplicacdo em escoamentos potenciais. Utiliza func¢bes de ponderacdo que sdo solugdes
fundamentais da equacdo de Laplace. Tais fungdes sdo conhecidas como funcGes
elementares, as quais eliminam as integrais de dominio e reduzem o problema a
formulacGes que utilizam apenas integrais no contorno.

Mesmo sendo o método dos Painéis uma simplificacdo do Método dos Elementos de
Contorno, este apresenta excelentes resultados, podendo inclusive ser utilizado em
geometrias complexas. No caso da aplicacdo em aerofdlios, a simplicidade da geometria em
questdo o torna ainda mais adequado, tendo em vista as derivadas serem suaves em todo o
contorno, com excecdo do bordo de fuga, razdo pela qual esta regido deve ser representada
satisfatoriamente no equacionamento.

Em aerodinamica, os escoamentos potenciais incompressiveis, ou seja, aqueles que
podem ser expressos como o gradiente de uma funcdo escalar denominada potencial de

velocidade (¢ ), séo irrotacionais e obedecem a equacao de Laplace. Sua solucdo é de muita

utilidade para diversos casos de interesse, sobretudo para o calculo da contribuicdo
irrotacional do campo de velocidade, como parte do algoritmo do Método de Vortices.
Assim, sendo o campo de velocidade de um escoamento potencial definido como
u=Vg, onde ¢ € a funcdo potencial de velocidade, e considerando entdo o escoamento
potencial, bidimensional e incompressivel ao redor de um corpo rigido em repouso, pode-se

formular o seguinte problema de valor de contorno para o potencial de velocidade ¢,

escrito na forma adimensional,
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VZi4(r)=0, no fluido, (3.17)
Vé(r) n=—"=0, na superficie do corpo, (3.17a)

limV g(r,z) =1, no infinito. (3.17h)

r—ao

O campo de velocidade pode ser obtido através da expressao u = V¢, ou, escrito em

coordenadas cartesianas,

u=% e v=%. (3.18a, b)
oX oY

O vetor n € o unitario normal ao contorno, ou seja, normal a superficie e apontado para
dentro do corpo, ou seja, para fora da regido fluida. Por sua vez, o vetor r define uma

posicdo do meio a partir de um sistema de coordenadas fixo ao corpo, como pode ser visto
na Fig 3.7.

Corpo
Esteira

Figura 3.7 — Descrigéo do sistema de cooredenadas (SILVA 2005).

Pode-se obter a solucdo geral da Eq. 3.17 a partir do teorema da divergéncia, transcrito
abaixo,

[V-udv=unds, (3.19)
4

N

onde u é o vetor velocidade.
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Deste modo, a Eq. 3.19 estabelece que o fluxo através da superficie de controle S é
igual a taxa de expansao do fluido dentro do volume ¥ formado por esta superficie.
Substituindo-se o vetor u da Eq. 3.19, pelo vetor resultante da combinacdo de funcdes

escalares da forma 4V, — 4,V , obtém-se a Eq. 3.20, conhecida como 22 identidade de

Green,
[(4V°6,-4,V°8,)dV = [ (V 4, -4,V 4)-n dS, (3.20)

onde S =S, (corpo)+ S, (esteira) + S, (externo), ou seja, o contorno que define a validade

da equacdo de Laplace, onde o escoamento é irrotacional.

Pode-se arbitrar ¢, =—e ¢, =¢, onde ¢ é o potencial de interesse e  é a distancia a um
r

ponto P, medida no sistema de coordenadas fixo ao corpo. Assim, isolando-se P em uma

esfera imaginaria de raio ¢, imersaem V, ¢ e ¢, satisfazem a equacéo de Laplace, o que

zera o lado esquerdo da Eq. 3.20 e permite escrever

j (1v¢—¢v%]-n dS=0. (3.21)

S+esfera ¢

Introduzindo um sistema de coordenadas esféricas no ponto P, onde: n=-e,,

n~V¢=—a%re n-V%z—(%zer), obtém-se

- [ (322 )os+](Fvp-vE]mas-o. (322)
ror r s\ r r

esfera &

Observando-se que IdS =47e® e fazendo-se & — 0, pode-se supor que o¢ o 0 na

superficie da esfera, o que reduz a Eg. 3.22 a
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:%j( V- gv jndS. (3.23)

Supondo que o escoamento de interesse ocorre dentro do corpo, P é exterior a Sc,

resultando em um potencial interno ¢.. Neste caso, pode-se escrever, a partir da Eq. (3.23),

a seguinte equacéo

1 (1 1
0=4—j(?v¢i—¢iv?)n ds, (3.24)

7Z'SC

onde n passa a apontar para fora de S¢, 0 que requer a mudanca de sinal da Eq. (3.24).
Somando-se agora as Egs. (3.23) e (3.24) e acrescentando a contribuicdo de S, chega-

se a uma expressao que inclui a influéncia da regido interna, como se segue

#(P) == |

Sc

Gv(¢—¢) (9-4)V ]ndS — | ( Vé-gv jndS. (3.25)

ﬂ.SJrS

Definindo a contribuicdo de S, abaixo

4

SDO

¢w(P):iJ.GV¢—¢V%j-ndS, (3.26)
e substituindo-se a Eq. (3.26) na Eq.(3.25) chega-se a

4![ —(p-4)V jndS+

%jGWﬁ Y jnd8+¢w(P)

r

(3.27)
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A Eq. (3.27) é a equagéo integral que permite obter o valor de ¢(P) em todo o

dominio, a partir de valores conhecidos de ¢ e a%n nos contornos S, e S,,

respectivamente do corpo e da esteira viscosa.

Com a utilizagédo da Eq. (3.27) o problema agora passa a ser encontrar o valor de ¢ e

8%n nos contornos S, e S,. Para isto, define-se —u =¢—¢ como a intensidade de um

dipolo e —aza%n—a%n como a intensidade de uma fonte, sendo n o vetor normal,

com sentido positivo para o interior de Sc. Tais definigdes sdo chamadas de solugdes

elementares e podem ser substituidas na Eq. 3.27, o0 que conduz a

ol e
+$J‘(,un-V( Dd8+¢w(P)

Se

: (3.28)

= |

uma vez que em S,, devido a espessura da esteira ser considerada nula, sua regido interna é
desprezivel, o que torna u=-A¢, ou seja, igual a diferenga entre os potenciais da regido

acima e abaixo da esteira.
Outra simplificacdo que se fez necessaria para se chegar a Eq. 3.28 é de que 8%n é

continua ao se cruzar a esteira, 0 que zera o primeiro termo da segunda integral da Eq. 3.27,
ou seja, uma distribuicdo de fontes ndo suporta carregamento e, portanto, ndo esta presente
na esteira viscosa.

A Eqg. (3.28) revela que pode-se chegar a solucdo do problema distribuindo-se
singularidades ao longo do corpo e da esteia, pois estes sdo 0s contornos que definem a
regido onde a equacdo de Laplace é valida. Tais singularidades podem ser: vorticidade,
dipolos ou fontes. Estas singularidades representam as funcfes de transferéncia que irdo
permitir resolver o escoamento no dominio fluido, a partir do contorno (aerofolio e esteira).

Estas singularidades apresentam intensidade y para o caso de vortice, x para dipolo e o
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para o caso de distribuicdo de fonte ou sumidouro. O ultimo termo da Eq. (3.28) refere-se

ao escoamento n&o perturbado ¢, .

A escolha do tipo de singularidade é feita tendo em vista aumentar a representatividade
da fisica do problema, ndo devendo ser utilizada distribuicdo somente de fontes em
aerofdlios que produzam sustentacdo (ndo simétricos ou com angulo de atagque positivo).

A condi¢cdo de contorno Eg. (3.17b) é naturalmente satisfeita pelas funcdes de
transferéncias escolhidas, uma vez que a influéncia no infinito tende a zero (termo 1/r).

As intensidades destas funcdes de transferéncias (x para o caso de dipolo, y para

vortice, e o para fonte ou sumidouro) sdo entdo obtidas ao se satisfazer a condicdo de
contorno Eqg. (3.17a). No entanto, o calculo analitico do valor destas singularidades sobre
geometrias quaisquer ndo € possivel, sendo necessario discretizar o contorno para a solucdo

numeérica, o que é feito pelo Método dos Painéis.

Substituindo-se n-V por %n na Eq 3.28 chega-se a

¢(P)=—is[[a(%}—yaan[%Dd8+$i(yéan£%nd8+¢m(P). (3.29)

Para o caso bidimensional, define-se ¢ =inr e ¢,=¢, e, analogamente ao

desenvolvimento para o caso tridimensional que resultou na Eq. 3.29, chega-se a
1 1
$(P)= Zﬂs.[(alnr uénlnr)ds Zﬂé[(yénlnr)dSJrqﬁm(P). (3.30)

Este tipo de abordagem conduz a uma solucdo que ndo € Unica, uma vez que pode-se
utilizar diferentes tipos e combinagfes de singularidades. Tal observacdo ressalta a
importancia de se escolher a formulagdo matematica que melhor represente a situacao fisica
em questao.

Deste modo, recorre-se ao teorema de Kelvin para formular um equacionamento que se

baseie na condicdo de conservacdo de circulagdo, a qual adiciona unicidade & solucéo, e
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pode ser incorporada ao modelo como direcionamento para uma melhor representacdo do
problema fisico em foco.

Consideracdes fisicas também sdo utilizadas para a escolha das singularidades, tendo
em vista a influéncia da circulagéo na caracterizacdo do problema. Assim, no caso em que 0
escoamento gera sustentacdo no aerof6lio, situagdo em que a avaliacdo da circulagdo é
dificultada, a escolha apenas de fontes ndo é capaz de representar com fidelidade a

assimetria do escoamento.

3.7. Condicdo de contorno - utilizacio simultinea de painéis e vértices para

discretizaciao do corpo

A imposicdo da condicdo de contorno na superficie sdlida permite determinar a
intensidade das singularidades distribuidas no contorno. Assim, satisfazendo-se a condi¢ao
de impenetrabilidade, o campo de velocidade €é unicamente determinado
(KOUMOUTSAKQOS et al. (1994)). Deste modo, surge na superficie do corpo uma folha
de vorticidade espuria, a qual é assim denominada por ndo satisfazer a condi¢do de ndo-
escorregamento.

A modelagem desenvolvida neste trabalho busca eliminar esta folha de vorticidade
espuria, com o objetivo de satisfazer a condicdo de ndo-escorregamento. Tal
aprimoramento pode ser interpretado como o processo de difusdo da vorticidade gerada
pelo aparecimento da folha de vorticidade. Para a eliminagdo dessa folha de vorticidade
espuria, que acrescenta uma velocidade de deslizamento ndo-nula sobre o painel, a
modelagem apresentada neste trabalho acrescenta uma camada de L vértices discretos nas
vizinhancas dos painéis, conforme mostrado na Fig. 3.8.

Deste modo, inclui-se no modelo a utilizagdo conjunta de vortices e painéis, conforme
esquema da Fig. 3.8, onde a intensidade da folha de vorticidade ;/(S) ¢ determinada
simultaneamente & intensidade do vorticeI” . Este procedimento permite formar um sistema
onde sdo impostas simultaneamente as condi¢cdes de contorno de impenetrabilidade e de
ndo-deslizamento, de maneira a melhorar a representacdo da superficie e do processo de

difusdo de vorticidade na parede do corpo, como seré detalhado no capitulo seguinte.
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Figura 3.8 — Utilizagdo simultanea de vartices e painéis

O equacionamento da condicdo de contorno passa pela observacéo de que a variacdo da

vorticidade no tempo se deve a formacgéo da folha de vorticidade espdria, cuja circulacdo é

r= gS y(s)ds . (3.31)

Batchelor (1967) mostra que a variagdo de circulagcdo em um escoamento real viscoso,
barotrdpico e com forcas de corpo conservativas é dada por

or 2 B 3 ow
E—V(.?V u-ds-—v(]CSan)-dS——vg?ads. (3.32)

A Eq. (3.32) é uma generalizagdo do teorema de Kelvin para escoamentos Viscosos.
Integrando a Eqg. (3.32), chega-se a

t+dt 6&) .
r:cf j (—vajdr ds, (3.33)

Comparando a Eq. (3.33) com a Eq. (3.31) obtém-se

0wy __r(s)
Vs =T (3.34)

A Eq. (3.34), obtida por KOUMOUTSAKOS et al. (1994), é a equacdo de contorno de

Neumann para a vorticidade, a qual permite relacionar o fluxo de vorticidade normal a

59



superficie com o aparecimento da folha de vorticidade espuria. Esta condi¢do de contorno
para a vorticidade guarda relacdo com a condicdo de ndo-escorregamento para a velocidade

na superficie s.

3.8. Difusio da vorticidade na superficie sélida e nascimento de novos vortices

No modelo para o nascimento dos vortices proposto neste trabalho, a imposicdo
simultanea das condicdes de impenetrabilidade e ndo-escorregamento é possivel devido a
utilizacdo conjunta de vértices e painéis. Este novo modelo baseia-se na hipotese de que
uma folha de vorticidade espuria surge na superficie do corpo, apds um intervalo de tempo
At . Tal surgimento deve-se a imposicdo da condicdo de impenetrabilidade. Porém, esta
folha de vorticidade, por acdo do processo puramente difusivo, da origem a uma camada de
vortices de Lamb, os quais passam a satisfazer a condicdo de ndo escorregamento. E
pressuposto que ambas as distribuigcdes de vorticidade co-existem de modo a satisfazer as
condigdes de impenetrabilidade e ndo-escorregamento simultaneamente, respeitada também
a condicao de conservacao de circulagéo.

A modelagem em questdo esbarra na necessidade de determinacdo da quantidade de
vortices por painel L, e de sua exata posicdo de nascimento, o que é feito tomando-se

como base o processo difusivo na superficie, ou seja, quando y =0. Neste caso, u=0 na

parede, e 0 temo convectivo € nulo, 0 que permite escrever a equacdo de transporte da

vorticidade como se segue

2 2
2—?”(2?*2—?) (3.35)
¥y

Pela definicdo de @ para o caso bidimensional pode-se escrever

_ov_ou (3.36)

W= 1
ox Oy
e ainda, da equacéo da continuidade bidimensional,
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ou Ov

—+—=0. (3.37)
ox Oy

Logo,

2 2 2 2 2

Fo_ 0o (ov_tu =a_2(@)_gi[6_uj=8_2(@]+8_2(@) (3.38)
ox° ox"\ox 0Oy) ox“\ox) oyox\ox) ox“\ox) oy \ox

Na superficie, y =0 e v=0, ou seja, 5%x =0. Entéo,

“_0 (3.39)

Substituindo a Eg. 3.39 na Eq. 3.35 obtém-se um modelo de difusdo aproximado, valido

para as proximidades da parede,

ow _ O’w

v 3.40a
o o (3.40)
sujeito as seguintes condi¢cdes de contorno:
va—w(x,y=0,1>0)=L(x) (3.40 b)
oy ot
a)(x,y—>oo,t>0):O (3.40¢)
w(x,y>0,:=0)=0 (3.40 d)

A condicdo de contorno (3.40b), tal qual a Eq. (3.34), relaciona o fluxo de vorticidade

na superficie, com o aparecimento de uma folha de vorticidade espuria, representando,
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desta forma, uma condicdo de contorno de Neumann para a vorticidade, o que equivale a
condicéo de ndo escorregamento para a velocidade na superficie.

Deste modo, o PVC (3.40) fornece um equacionamento para a difusdo da vorticidade na
proximidade da parede, processo que se da preferencialmente na direcdo normal a
superficie. A solucao do PVC (3.40) por similaridade € apresentada a seguir.

Definido-se
Y
= (3.41)
(PN
e
won
F(n)= , (3.42)
(7) y(s)
i _04
onde, de acordo com a Fig. 3.9, o0, = /M :
superficie
Ty .~ do corpo
Y
pontos de Y .
controle paineis
B
Figura 3.9 — Espessura de difusdo o,
Avaliando-se as derivadas parciais de 7 tem-se:
on 1
— = ; (3.43)
oy 2wt
9n__1. (3.44)
ot 2t
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8—“’=lF'(n)[—Ljn; (3.45)

oo vy L (3.46)

Pw y F'(n) 1

o on 2t 2t (347

Da Eq. (3.34) tem-se que

Va_a) = _r) : (3.48)
., ot

Substituindo a Eq. (3.45) na Eq. (3.47) a obtém-se

F"=-2nF". (3.49a)

Aplicando a Eq. (3.46) na Eq. (3.48) chega-se a

F'(0)= —2%5;1 . (3.49b)

De (3.42) tem-se

F()=0, (3.49c)

pois w=0 se y=o.

Logo, (3.49) forma um PVC em F(7), cuja solugéo é

63



F(n)= «/Eén%erfc(n), (3.50)

ou ainda

M (3.51)

erfc(n) = —
\/;5n—w
Vot

onde erfc(7) 1——I “ae.

Substituindo a Eq. (3.50) na Eqg. (3.42) chega-se a uma expressao para a vorticidade

w(x,y,t)= fy( )%erfc( ), (3.52)

que integrada no intervalo [O,oo] fornece um valor para a vorticidade total

Won os = y(x) os,
@ On Os = Ia)(x y.t)dy 55‘—\/_7 —jerfc )dy Ss . (3.53)
Porém, da Eq. (3.41) dy =dn 2Jvt logo a Eq. (3.53) ganha a forma de
@ dn ds = 2\/—7/ GSJ‘ erfc(n) dn=y(x)Js. (3.54)

Sabendo que
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jerfc(n) dn=2+. (3.55)
0 T
a Eq. (3.53) pode ser reescrita como
ot
f=—. 3.56
5 (3.56)

A Eq. (3.56) representa uma restricdo sobre ¢, que permite determinar a distancia de

difusdo on, fazendo-se y=0on na Eq. (3.41), com 7 estimado pela Eq. (3.51), ou seja,

erfc(n) passa a monitorar a precisdo do processo de difusdo na parede. Como exemplo,

fazendo erfc(77)=5%, tem-se #,,, =138, que na Eq. (3.41), com ¢ = 5f2 resulta em

Sn|. =1.95\vor (3.57)

95%

Da mesma forma, para erfc(n) =1%, tem-se #,,, =182, 0 que resulta em

sn| =257Jvot (3.58)

99%

ou ainda, para erfc(n) =0.5%, tem-se #,,,, =1985, 0 que resulta em

sn|,, ., = 2.81/vst (3.59)

99,5%

e, por (ltimo, para erfc(7) =0.47%, tem-se #,,,,, = 2,0, 0 que resulta em

Snl,, ., = 2.83vor . (3.60)

99,53%
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A Eq. (3.60) passa a ser a referéncia para a determinacdo da distancia de difusdo neste
trabalho, o que permite determinar a area de difusdo 64 da Fig. 3.9, assim como serve de
base para o calculo do raio do vortice de Lamb nascente, como sera visto no proximo
capitulo. Tal escolha é arbitraria, porém insere no modelo um satisfatorio grau de preciséo

para o calculo da distancia de difuséo.
3.9. Condicao de conservacgao de circulacao

O teorema de Kelvin, ou de conservacéo da circulacéo, fornece ao equacionamento uma
forte relagdo com a situagéo fisica simulada, uma vez que o Método de Vortices se baseia
na evolugdo do escoamento a partir da vorticidade gerada no contorno, 0 que permite

escrever

dr. = d
oral — = (T4 T
dt dt( +Ty)

_dr_dr, _

O H 3-61
dt dt (36D

onde T', é a circulagdo no corpo, podendo ser escrita como

dr, dJ‘ d dQ
dt dt

wdd=— | ZQ(t)dA:ZEAB, (3.62)

dt

Ap Ap

onde Q(t) e A, séo respectivamente a velocidade angular de rotacéo e a area ocupada pelo

corpo no plano. Assim, a equacdo acima, no caso bidimensional, toma a forma de

dr, d dQ
== [2Q(t)da=2"24,. 3.63
dt arzI (1) d ° (3.69)

Ap

Substituindo a Eq. (3.63) na Eq. (3.61) chega-se a

‘;—f _ —2‘;—?/13 | (3.64)
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Logo,
I=-24,[Q(t+At)-Q(t)]. (3.65)
No entanto, por definicao,

r zcj);/(s)ds = 4)7/(s)dS+ I wdA + J. wdA, (3.66)

onde a primeira integral do lado direito refere-se as folhas de vorticidade, a segunda
integral refere-se aos vortices nascentes, e a terceira integral corresponde aos vortices

livres na esteira. Assim,

$r(s)ds+ [ wdd=—[ @da-24,[Q(t+Ar)-Q(1)]. (3.67)

Cy Ag Ay
A EQ.(3.67) constitui a condicdo de conservacdo de circulacdo empregada neste

trabalho, a qual, pelo fato de no instante inicial ndo existirem vortices livres na esteira, e

por ser o corpo livre de rotacdo, pode ser reescrita como

$r(s)s+ [ wdd=0. (3.68)

3.10. Carregamentos sobre o corpo

A solugdo do escoamento € levada a efeito pela utilizacdo do Método dos Vortices em
combinacdo com o Método dos Painéis, o que permite a determinacdo do campo de
velocidade. Porém, o interesse maior em termos de aplicacdo de engenharia continua sendo

a determinacdo do carregamento sobre 0 corpo imerso no meio fluido. Tais cargas sdo o
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resultado final do relacionamento entre a superficie sélida e 0 escoamento que a circunda,
definindo o resultado dinamico desta interacao.

Tradicionalmente utiliza-se a equacédo de Bernoulli transiente para o calculo da presséo
sobre o corpo, o que faz com que seja necessario o calculo do termo dependente do tempo,
integrando a pressdo na superficie. Alternativamente, alguns autores realizaram trabalho
tentando tornar o calculo da pressédo o mais generico possivel.

) . . 2 Ou ..

Neste trabalho, para o calculo do coeficiente de atrito na parede C, =—-—| , utiliza-

° Reoy| _
y=0
se uma aproximacdo de primeira ordem para o perfil de velocidade na parede, ou seja

ou ;&, com Ay =107,
W, Ay

3.10.1. LEWIS (1991)

Como exemplo que realiza a integracdo da pressao na parede, a metodologia proposta
por LEWIS 1991 parte da equacéo de Navier-Stokes (Eq. 3.2) avaliada sobre a superficie s,

0 que conduz a

__v* *: '
SV

(3.69)

3.10.2. WU (1981)

Como exemplo de metodologia que considera o escoamento como um todo, WU (1981)

propde uma avaliacdo da forca de superficie
f——pd—a+piijvdr (3.70)
d gdey '
onde « é definido como o primeiro momento de inércia,
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a=|rxodR, (3.71)

RT,
w € 0 vetor campo de vorticidade, v € o vetor velocidade do corpo j, r vetor posi¢do do

campo de vorticidade, R, € a regido ocupada pelo copo j, R, € a regido ocupada apenas

pelo fluidoe R, =R, +ZRj :
J

A Eq. (3.70) estabelece que f é a soma da forca de inércia devido o deslocamento do
fluido para contornar o corpo, acrescida de um termo proporcional a taxa de variacao
temporal do primeiro momento de vorticidade.

Substituindo a Eq. (3.71) na eq. (3.70) tem-se, para apenas um corpo j=b

d d d
f=—p— | rxwdR—p— | rxwdR+ p— | udr. 3.72
pmj pmi pmi g (3.72)

Ry

A Eq. 3.72 define a forca de contato para um corpo em movimento relativo a um fluido
qualquer. Os dois primeiros termos contemplam as forcas devido a vorticidade presente no
escoamento e no corpo, enquanto a terceira integral expressa um balanco de massa virtual
na superficie do corpo.

Estando o corpo em repouso, imerso em um escoamento uniforme com velocidade

constante U , tem-se

d d U
f=—p— | rxwdR—-p— | rxwdR - 2R, 3.73
pmf pwf p—=R, (3.73)

R . .
umavez que U, =-U_e pU, aa—t” =0 (corpo indeformavel).

Para um escoamento que se inicia impulsivamente, pode-se escrever

dU,
dt

U

o0

t<At At

(3.74)

)
<At
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que representa a forca infinita necessaria a mover impulsivamente o escoamento ou o
corpo, partindo-se do repouso.

Substituindo-se a Eqg. 3.74 na Eq. 3.73 chega-se a

d d U
f=—p— | rxwdR—p— | rxwdR — pR, —=
pwf pmf PR,

" (3.75)

R/ R, t<At

3.10.3. SHINTANI & AKAMATSU (1994)
Por altimo, SHINTANI & AKAMATSU (1994) apresentam uma metodologia livre de

malhas para calculo da presséo na superficie, a qual ndo lanca méo da equacdo de Bernoulli

transiente. Partindo-se da equacdo de Navier-Stokes (Eq. 3.2), e utilizando identidade

vetorial
u’
(u-Vu = V(7) —u x(Vxu), (3.76)
chega-se a
ou . p u?’ )
——u x0=-V(=+—)+uvVu. (3.77)
ot p 2
u’
Definindo-se Y :£+7 como o trabalho especifico total e tomando-se o divergente
Yo
da Eq. 3.77 tem-se
ou’ . ) )
V-——=V:(u'x0)=-VY+uV -V (3.78)
ot

0 que se reduz a
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VY =V-(u'x0), (3.79)

por ser o escoamento considerado incompressivel.

Multiplicando-se a Eg. (3.79) pela funcdo de Green Gl:—%ﬂln r, onde

r= \/(x —x.)*+(y-y,)?, e integrando-se em todo o dominio Q tem-se

(VY)GdQ=|[V-(ux0)]GdQ, (3.80)
| Il ]

sendo Y =Y —Y,, umavez que VY =V(Y +Y,) =V?Y pois Y =Y, = cte, sendo i 0 ponto
onde deseja-se avaliar a pressao.

O primeiro termo da Eq. (3.80) pode ser escrito como

j (V)G dQ = j YV2GdQ+ j(G,VZY ~YV?G,)dQ, (3.81)
Q Q Q

onde o Laplaciano da funcdo de Green (segunda integral do lado direito) é a funcdo Delta

de Dirac, ou seja,

0, X, ¢ QUAUA
J'YVZGl.sz Y, x, € Q , OU ainda, (3.82)
2 .

—%, X, € Ajud,

1L, X, € Q

IYVZG,.dQ =—aY,, sendo a =11
Q

. (3.83)
E, X € As UAOO
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Aplica-se a segunda identidade de Green (Eq. 3.20) a segunda integral do lado direito

da Eq. (3.81) chegando-se a

j(GVY YV2G)dQ = - j (GV?Y —YV?G) nds

As+ Ao
onde A4, + A, sdo respectivamente definidas como as areas de contorno no corpo e no

infinito.
Substituindo a Eq. (3.84) na Eq. (3.81) tem-se

j(v Y)GdQ =—a¥, + j YVG., -nds - j GVY -nds.

As+ Ao As+ Ao

O segundo membro da Eqg. (3.80) pode ser escrito como

IGiV-(uxco)szJ‘V-(Giuxco)dQ—jVGi (uxm)dQ.
Q Q Q

Pelo teorema de Gauss, a primeira integral da Eq. (3.86) conduz a

IGV (ux®)dQ =- J. G (ux®)-nds — IVG (ux®)dQ.

As+ Ao

Substituindo-se as Eq. (3.85) e Eq. (3.87) na Eqg. (3.80) chega-se a

—aY + .[ YVG. -nds = — I G.(ux®-VY)-nds— jVG (ux®)dQ.

As+ Ao As+ Ao

A Eq. (3.87) permite escrever

uxw—VY:a—u—UVZu,
ot

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)
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que pode ser substituido na Eg. 3.88, chegando-se a

—ayY + J. YVG. -nds = — J. G( q -uViq)- nds—IVG (qx )dQ. (3.90)

As+ Ao As+ Ao

Sendo q=0em 4eq=U_ em 4, 8% =0 na Eqg. (3.90), o que permite escrever

j YVG, -qds =—v j GViq- nds+jvc; (qx ®)dQ. (3.91)

As+ Ao As+ Ao

A identidade vetorial Vxo =V(V-u)—V*u, em um escoamento incompressivel toma a

forma de —V*u =V x, 0 que permite reescrever a Eq. (3.91) da seguinte forma

a¥ - j YVG, -nds =v j GVxo- nds+jvc; (ux0)dQ . (3.92)

As+Ao As+ Ao

Analisando agora a primeira integral da Eq. (3.92)

j YVG, -nds = j YVG, -nds+7Y, j VG, -nds = j YVG. -nds, (3.93)

As+ Ao As

sendo Y=Y, =Y, —Y_ =0 noinfinito,umavezque Y=Y -V, .

A segunda integral da Eq. 3.92 pode ser manipulada fazendo-se

j GV xo-nds = j Vx(G) nds— I (VG x®)-nds, (3.94)

As+ Ao As+ Ao As+ Ao

onde, pelo teorema de Gauss tem-se a primeira integral do segundo membro da Eq. (3.94)
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[ Vx(Go)-nds=-[V - (VxGw)Q=0, (3.95)

As+ Ao

enguanto a segunda integral do segundo membro da Eqg. (3.94) pode ser escrita como

j (VG, x®) -nds = j (VG, x ) -nds + j (VG, x o) -nds = j (VG, x ) -nds , (3.96)
As Aoo As

As+ Ao

tendo em vista que no infinito ® =0, 0 que reduz a Eq. (3.94) a

[ GVxo-nds=-[(VG xw) nds. (3.97)
As

As+ Ao

Substituindo as Egs. (3.93) e (3.97) na Eq. (3.92) tem-se

ay¥ — _[ YVG, -nds = J.VGI. -(uxm)dQ—uj (VG, x®)-nds, (3.98)
As Q As

Realiza-se a partir deste ponto a adimensionaliza¢do do problema, como se segue:

2 2 _

yoyoy =P (Pe Uuy Pope Lo 2y (3.99)
p 2 p 2 P 2

v

L7 3.100

u:l2 ! ( )

ZLLVG[L : nd—f =YVG,-nds (3.101)

U212 I

2IVG L (M x 2592 _ 9056 . @xw)da (3.102)
U T

74



2 Y (v rx Ly -ﬁd—f _ 2 TG xo)-nds (3.103)
UL U, L Re

00

Deste modo, a Eq. (3.98) pode ser reescrita na sua forma adimensional como se segue

a¥, - [ YVG, -nds = 2[VG,-(u xm)dQ—Rij (VG x ) nds. (3.104)
As Q € As

Para finalizar a anélise da Eq. (3.104), deve-se proceder as operacdes vetoriais que se

seguem,
vG =t ly o Ly Ore L lxmwg yovisy (3.105)
2w r 2rr Ox Oy 2rr v r
VGi =_i (x_xi)l +(y_yi)J (3106)

27 (x_xi)2 +(y_yi)2 .

Em seguida pode-se efetuar o produto escalar da primeira integral da Eq. (3.104), onde

n=ni+nj,

inx(x_xi)-i_ny(y_yi)

VG m=-— oy (3.107)
0 produto vetorial da segunda integral da Eq. (3.104),

uxm:ij—uwf:w(v}—uf), (3.108)
0 produto escalar também da segunda integral da Eq. (3.104),

VG, - (uxw) = _ o vle=x)u(y=y) (3.109)

2 ()C_xi)2 +(y_yi)2 ’
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0 produto vetorial da terceira integral da Eq. (3.104),
VG xo=a0G,i-0G, j=o(Gi-G.j), (3.110)
e, por ultimo, o produto escalar da terceira integral da Eq. (3.104),

(VG xw) =2 x) 7 n =) (3.112)

2 (x_xi)2 + (y_yi)z

Deve-se substituir as Eqgs. (3.111), (3.109) e (3.107) na Eq. (3.104)

—-X )+ -y —-X.)— — V.

aY[+Iinx(x x,z n,(y yz,)Ydsz_ 1 v(x X,z u(y y,z)wdQ

A527r (x_xi) +(y_yi) Qﬂ'(x_xi) +(y_yi)

_i lny(x_xi)_nx(y_yi)
Re s (x_x,‘)z + (y_yi)Z

, (3.112)
wds

a qual permite que se obtenha a pressdo em qualquer ponto i do dominio.
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CAPITULO 4:

METODO NUMERICO

Este capitulo apresenta o método numérico utilizado para resolver o escoamento ao
redor de corpos, fundamentado na utilizacdo conjunta do Método de Vortices e do Método
dos Painéis e cuja modelagem matematica foi apresentada no capitulo anterior.

O Método de Vortices ¢ descrito em detalhes, apontando-se suas particularidades,
vantagens e desvantagens com relacao a outros métodos encontrados na literatura.

O Me¢étodo dos Painéis por sua vez ¢ abordado visando o detalhamento de seu
equacionamento, tarefa que facilita o entendimento de seus principios e torna sua
implementagdo mais rapida e segura.

No que se refere a etapa convectiva do Método de Vortices, € apresentado o método de
aceleracdo de calculo conhecido como Método de Expansao em Multipolos Adaptativo -
MEMA, testado e utilizado neste trabalho.

Quanto a etapa difusiva do método de vortices, sdo abordados os quatro métodos de
simulagdo da difusdo viscosa que foram implementados no presente trabalho: o Método do
Avanco Randomico (MAR), o Método da Velocidade de Difusao (MVD), o Método da
Redistribuicdo de Vorticidade (MRV) e o Método do Crescimento do Nucleo Corrigido
(MCNC). Tais métodos sao aplicados ao problema puramente difusivo do vortice de Lamb,
tendo em vista que a solucdo para este problema é conhecida, e, portanto, permite a
validagdo desta implementagdo ¢ a comparagao entre estes métodos.

O processo de geragdo da vorticidade na superficie solida é abordado de acordo com as
metodologias encontradas freqiientemente na literatura, assim como também sdo
apresentados esquemas de geragcdo inéditos desenvolvidos durante a execugdo deste
trabalho.

Este capitulo ainda fornece as equagdes discretizadas para a solu¢do numérica, assim
como os detalhes para a implementacdo e o algoritimo geral do método. A escolha dos
parametros numéricos utilizados também ¢ comentada, dando énfase aqueles que

apresentam maior influéncia no método.
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4.1. Método dos Vortices

4.1.1. Descri¢ao geral

Diversos métodos numéricos vém sendo utilizados para simular escoamentos regidos
pelas equagdes da dindmica dos fluidos. Contudo, os grandes desafios relacionados as ndo
linearidades envolvidas nestes equacionamentos representam ainda enormes limitagdes para
qualquer método encontrado na literatura. Nos métodos numéricos de natureza euleriana,
deve-se levar em consideracdo ainda as dificuldades relacionadas as malhas auxiliares de
calculo, estabelecimento ¢ satisfagdo de condicdes de contorno distantes ¢ ainda difusao
numérica.

Desta forma, o Método dos Vortices se apresenta como uma excelente ferramenta
numérica utilizada na modelagem de escoamentos internos e externos, a qual langa mao do
referencial lagrangiano, livre de malhas auxiliares de calculo, para simular a evolucao da
dindmica do escoamento como um todo, a partir da evolu¢do de uma nuvem de vortices
discretos.

O desenvolvimento do Método de Vortices foi possivel a partir da observagao realizada
por Helmholtz (1858), a qual permitiu afirmar que as linhas de vorticidade em um
escoamento ndo viscoso permaneciam constituidas pelos mesmos elementos de fluido.
Assim, a discretizagdo do campo de vorticidade através de uma superposicdo de vortices
permite o célculo da dindmica do transporte da vorticidade no escoamento. Deste modo o
escoamento ¢ considerado irrotacional em todo o meio, com exce¢ao dos pontos onde se
encontram os vortices.

A discretizagdo do campo de vorticidade, necessaria para se realizar o transporte da
vorticidade no referencial lagrangeano, se realizada com vortices pontuais, apresenta o
inconveniente matematico de indu¢do de um campo de velocidade singular nas
proximidades dos vortices discretos. Para contornar este problema, muitos modelos de
vortices tém sido empregados, como os vortices de Rankine e de Lamb, apresentados no
capitulo 3, os quais desingularizam o campo de vorticidade com a introdug¢ao de um nucleo

para os vortices.
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Uma vez desingularizados, os vortices compdem uma sub-regido que deve representar a
parte rotacional do escoamento. Para tanto, seus nucleos devem definir 4areas que
interceptem os nuicleos dos vortices vizinhos. O recobrimento do nucleo dos vortices pela
intersecdo de nucleos adjacentes € condi¢do necessaria para a convergéncia do método. De
forma mais completa, a convergéncia do Método de Vortices para a solucdo exata da
Equag¢do de Navier Stokes ¢ garantida quando nimero de vortices presentes na simulagdo
tende a infinito, o raio do nucleo dos vortices tendem a zero e a distincia média entre os
vortices tende a zero ainda mais rapidamente (CLARKE & TUTTY, 1994).

Pode-se, deste modo, citar como vantagen do Método de Vértices o fato deste ser um
método numérico que dispensa a utilizagdo de malhas auxiliares de calculos e que, por isto,
reduz o problema de difusdo numérica. Sua aplicacdo a geometrias complexas ¢ bastante
facil, o que o habilita a simular o escoamento externo ao redor de corpos com as mais
diversas configura¢des, como corpos rombudos ou aerodindmicos. Outra vantagem do
M¢étodo de Vortices € o fato deste satisfazer exata e implicitamente a condi¢do de contorno
no infinito, tendo em vista a natureza de decaimento das fungdes de base Gaussianas
carregadas pelos vortices.

Ainda como vantagem do Método de Vortices, pode-se citar a grande facilidade de
correlagdo entre a simulacdo e a fisica do fenomeno em questdo, o que fornece ao
pesquisador grande potencial para se fazer dedugdes logicas e extrair observagdes
diretamente dos resultados encontrados. Tal facilidade de correlagdo ¢ justificada pelo
Método dos Vortices lidar diretamente com a grandeza de maior representatividade da
dinamica dos fluidos, que ¢ a vorticidade, como citado por SARPKAYA (1994).

As particularidades do Método de Vortices citadas anteriormente, quais sejam, a
necessidade de recobrimento entre os nucleos dos vortices, além de um grande ntimero de
vortices para bem representar a regido rotacional do escoamento, podem ser citadas como
as principais desvantagens deste em relagdo a outros métodos numéricos utilizados na

mecanica dos fluidos computacional.
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4.1.2. Equacionamento e algoritmo do Método de Vortices

Como dito anteriormente, o Método dos Vortices é uma ferramenta numérica
extremamente adequada para simular a dindmica da vorticidade em escoamentos externos.
O método utiliza uma nuvem de vortices cujo campo de velocidade induzido ¢ resultado da
dindmica do escoamento como um todo, e cuja evolucdo temporal se da através do
transporte convectivo e difusivo da vorticidade.

A equagdo de transporte de vorticidade, deduzida no capitulo 3, é por conveniéncia

repetida aqui

a—m+u~V(x)=o)-Vu+LV2(x), 4.1)
ot Re

cabendo relembrar que as hipoteses simplificadoras utilizadas na modelagem apresentada
neste trabalho estdo descritas no capitulo 3.

No caso de escoamento bidimensional ndo viscoso, o lado direito da Eq. (4.1) se torna
. ~ .. . Do D, .
nulo, reduzindo a equagdo de transporte da vorticidade a D =0, onde ae a derivada

material. Esta formulacdo ¢ a base e a origem ao Método dos Vortices, para a qual uma
abordagem lagrangeana baseada em elementos de vorticidade ¢ natural e intuitiva,
encontrando sucesso na simulacdo de fendmenos governados pela equagdo de Euler
bidimensional.

O Me¢étodo de Vortices tem se desenvolvido a ponto de ja ser possivel realizar
simulacdes tridimensionais, modelados pela inclusdo do termo de esticamento e
deformacdo das linhas de vorticidade (primeiro termo do lado direito da Eq. (4.1)). A
representacdo de contornos internos foi possivel a partir da utilizagdo de folhas de
vorticidade para o caso ndo viscoso, € a partir de modelos com geragdo de vorticidade por
elementos de contorno para o caso viscoso.

A modelagem utilizada neste trabalho lanca mao da Eq. (4.1) com a simplificagdo para
0 caso bidimensional, onde o primeiro termo do lado direito se torna nulo e o vetor
vorticidade @ =V xu se torna um escalar, uma vez que possui apenas o componente normal

ao plano do escoamento nao nulo, o que reduz a Eq. (4.1a)
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EJFU'VCO:RLV%O' (4.2)
e

Deste ponto em diante utiliza-se a técnica de solucdo seqiiencial dos efeitos convectivo
e difusivo presentes na Eq. (4.2), a qual foi desenvolvida inicialmente por Chorin (1973).
Assim, ao invés de se resolver simultaneamente a conveccdo e¢ a difusdo da vorticidade,
estes fendmenos sao calculados seqiiencialmente com a utilizagdo da equagao

8—w+u-Vco=0, 4.3)
Ot

para a convecgao, € da equagao

Go _ 1y, (4.4)
ot Re

para a difusao.

A conveccao ¢ entdo calculada sem levar em consideracao os efeitos viscosos, € a
difusdo ¢ realizada sem considerar os efeitos convectivos, em um espagco de tempo
discretizado. Assim ¢ estabelecida a relagdo entre a representatividade do modelo escolhido
para se simular estes fenomenos fisicos e a discretizacdo no tempo para sua solugdo, ou
seja, quanto mais representativos e ricos forem os modelos de convec¢do e difusdo
utilizados, e quanto menor for o intervalo de tempo aplicado para esta solucdo seqiiencial,
melhores e mais acurados serdo os resultados encontrados.

Visando a facilitar o entendimento geral do Método de Vortices, em combinagdo com o
Meétodo dos Painéis para solucdo do escoamento potencial, um diagrama esquematico

simplificado do algoritmo bésico do método ¢ apresentado na Fig. 4.1.
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Geometria e I Solugido I Geragdo de N Processo > Processo > Avango
cond. inicial Potencial vortices convectivo difusivo no tempo

FIM

t «

Atualizagdo das Aglomeragdo Ind Calculo
condic¢oes de contorno e corte cargas

Figura 4.1 — Algoritmo esquematico do Método de Vortices

As etapas do Método de Vortices em combinagdao com o Método dos Painéis mostradas

no diagrama esquematico acima serdo apresentadas nos itens seguintes.
4.2. Solucio potencial — Método dos Painéis

Como visto no capitulo 3, o Método dos Painéis ¢ uma particularizagdo do Método dos
Elementos de Contorno, quando este ¢ utilizado para resolver escoamentos externos em
corpos aerodinamicos. Por este método ¢ possivel obter uma solugdo para equagdo de
Laplace, a qual governa o fendmeno de escoamentos potencias, aplicando-se singularidades
em seus contornos solidos.

Nesta secdo ¢ apresentado o modelo numérico do Método dos Painéis utilizado no
presente trabalho, o qual foi desenvolvido a partir da modelagem matematica descrita no
capitulo 3. Sdao entdao fornecidas as equacgdes que facilitam seu entendimento e permitem
sua implementagao.

A Eq. (3.30) ¢ a equagdo integral para o caso bidimensional que permite calcular o
escoamento a partir de informag¢des do seu contorno. Tal equagdo ¢ novamente escrita aqui

por conveniéncia
#(P) zié[(alnr—u%nlnr)dS—ié[(,u%nlnr)ds+¢w(P), (4.5)

onde —u=¢—¢ ¢ definido como dipolo e —0'=a¢ an_a%n como fonte, sendo n o

vetor normal, com sentido positivo para o interior da superficie de controle. Fontes e

dipolos sdo duas solugdes elementares para a Eq. (3.27), as quais sdo definidas como
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combinagdes de ¢ ¢ 8%n e serdo melhor exploradas na se¢do seguinte. O termo da Eq.

(4.5) relativo a distribuicdo de dipolos pode ser substituido por uma distribui¢do de
vortices.
Para satisfazer a Eq.(4.5), ¢ possivel abordar o problema estabelecendo solugdes gerais

para o caso de escoamento incompressivel, ou seja, ¢ possivel se obter a solugdo de

V?¢(r)=0 distribuindo-se fontes e dipolos (ou vortices) ao longo do contorno. Estas

solucdes sao denominadas solugdes elementares, e respeitam automaticamente a condigao

de contorno no infinito /im V¢(r,t) =1 devido a natureza do decaimento de seus campos

r—o

de velocidade induzidos ™, onde k >1, ao passo que em » — 0 a velocidade induzida é
singular, razdo pela qual estas solu¢des também sdo chamadas de solugdes singulares.

A solucdo do meio envolve entdo a integracdo destas solucdes elementares no contorno,
uma vez que cada elemento estende seu efeito ao escoamento como um todo. Deste modo,
o problema se reduz a encontrar a distribui¢do de fungdes apropriada de modo que a

condi¢do de contorno expressa pela Eq. (3.17a) seja satisfeita.

Especificando o valor do potencial ¢(P) nos contornos obtém-se uma formulagdo

conhecida como Formulagdo Indireta ou Problema de Dirichlet, ao passo que
especificando-se velocidades induzidas nos contornos obtém-se a Formulagdo Direta ou
Problema de Neumann. Independentemente do tipo de formulagao escolhida, o problema
quando resolvido numericamente se resume a um sistema de equacdes algébricas cujas
incognitas sdo as intensidades das singularidades aplicadas nos contornos.

A seguir sdo exploradas tais solucdes elementares, no sentido de se obter uma
formulacdo em duas dimensdes que seja util para o método numérico utilizado neste

trabalho.

4.2.1. Solucoes elementares

A busca de solugdes para a Eq. (3.27) em termos de combinagdes de ¢ e 8%n conduz

a utilizacdo de fontes (—u=¢—¢ ) ou dipolos (—o = a%n—a%n ), como foi visto no
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capitulo 3. Estas solucdes elementares permitem que se chegue a Eq. (3.28) para o caso
tridimensional e Eq. (3.30) ou Eq. (4.5) para o caso bidimensional.

Como a equacdo de Laplace ¢ uma equacdo diferencial de segunda ordem, pode-se
obter também solugdes baseadas em fungdes lineares polinomiais, no entanto, ¢ mais
desejado que se obtenha uma solucao construida com elementos de singularidade do tipo
fonte, dipolo ou vortice, sendo que este Ultimo induz apenas o componente de velocidade
tangencial, cuja magnitude decai de maneira similar ao decaimento da componente de
velocidade radial induzido por uma fonte bidimensional. A intensidade do vortice é entdo
definida como I'.

O problema em questdo passa a ser determinar as intensidades x#, o ou I' que devem
ser aplicadas nos contornos para se satisfazer a condi¢ao de contorno estabelecida pela Eq.
(3.17a), uma vez que a condi¢cdo de contorno da Eq. (3.17b) ¢ automaticamente satisfeita
pela caracteristica de decaimento destas fungdes elementares, como serd visto nas se¢des a

seguir.
4.2.1.1. Fonte

Considerando que o escoamento potencial ¢ irrotacional (vetor vorticidade nulo), e

sendo u o vetor velocidade, em coordenadas polares, pode-se escrever

0

vXu:_l{_(rqﬂ)_g(qr)}:o, (4.6)

onde Kk ¢ o unitario normal ao plano do escoamento.
Uma vez que uma fonte possui, por definicdo, apenas a componente radial de

velocidade, a Eq. (4.6) torna-se

ola,)=o0. (.7)
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ou seja, ¢q,=gq.(r), devendo ainda satisfazer a equacdo da continuidade, que em

coordenadas cilindricas ¢é escrita como

dg, q, 1
Vou=Le 9 -2 < (44 ) =0, 4.8
dr r rdr( q,) (4.8)

o que indica que rg, = cte.

Definindo-se o como o fluxo volumétrico (vazdo volumétrica) através de uma

: A ) o
circunferéncia de raio r, chega-se a rq, = Py

Assim, como u = V¢, as componentes de velocidade induzidas por uma fonte sdao

op o

L 4.9
% or 2rxr (4.9)

104

=—_7_0. 4.10
9 20 ( )

Integrando a Eq. (4.9) obtém-se o potencial de velocidade induzido por uma fonte

pontual

b="Inr+C, (4.11)
27

onde C ¢ arbitrado como zero.
Deste modo, o potencial de velocidade induzido por uma fonte gera uma campo de

velocidade que possui apenas a componente de velocidade radial, a qual decai de acordo

com %, o que, como dito anteriormente, satisfaz automaticamente a condi¢cao de contorno

descrita pela Eq. (3.17b). Como a velocidade induzida em » — 0 tende a infinito, este

ponto deve ser retirado da regido de solucao.
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Em coordenadas cartesianas, o potencial de velocidade induzido por uma fonte pontual

com centro em (xo,y()) ¢

¢(x,y)=2iln\/(x-x0)2 Jr(y-yo)2 , (4.12)

enquanto que as componentes de velocidade induzidas sdo

yo#_o () (4.13)
ox 2rx (x-x0 )2 +(y—y0 )2

L0 _o () (4.14)

8y 2 (x-xo )2 +(y-y0 )2 .

As Egs. (4.13) e (4.14) permitem que se avalie o campo de velocidade induzido por

uma fonte pontual localizada em (x,,y, ). Deste modo, a determinagdo de sua intensidade

o ¢ feita ao se impor a condi¢do de contorno descrita pela Eq. (3.17a).
4.2.1.2. Dipolo
Um dipolo pode ser obtido fazendo-se aproximar uma fonte de um sumidouro, de modo

que a suas intensidades, multiplicadas pela distancia que os separam, se tornem a constante

ML, cOmo sera visto a seguir.

Da Eq. (3.28) pode-se retirar a contribuicdo do dipolo ao potencial de velocidade
¢=in'V(—j. (4.15)

Ainda da Eq. (3.28) pode-se notar que o potencial induzido pelo dipolo mantém a

seguinte relagdo com o potencial induzido pela fonte
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Boimoo = (g ) Frone- (4.16)

Esta percepcao permite pressupor a possibilidade de que um dipolo seja desenvolvido a
partir de uma fonte ¢ um sumidouro. Assim, considerando um sumidouro ¢ uma fonte

separados por uma distancia L, o potencial induzido em um ponto P cuja distancia a origem

¢ r, pode ser escrito como

$(P)=— (LL)- 4.17)

:E r r-L

Fazendo L -0, 0 > e ol — o, ¢ aplicando ainda a Eq. (4.16) na Eq. (4.17), esta
ultima, que descreve o potencial induzido no ponto P por uma fonte e um sumidouro
distantes entre si de L, passa a descrever o potencial induzido no mesmo ponto P por um

dipolo, escrito em coordenadas polares como se segue

M cosB
P)=—— ) 4.18
¢( ) 4z r* ( )
Para o caso bidimensional a Eq (4.18) pode ser reescrita como
¢(r,9):—icose. (4.19)
2r r

Assim, as componentes de velocidade induzidas por um dipolo em coordenadas polares

sdo
09 ucos6
o 2 @20
_10¢ _ usend

qa_r@&’_ 271

4.21)
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Em coordenadas cartesianas, o potencial de velocidade induzido por um dipolo pontual

com centro em (xo, yo), alinhado com o eixo x e apontando na dire¢do positiva de x, €

escrito como

$(xy)=-1= (y0) (4.22)

ao passo que as componentes de velocidade induzidas em coordenadas cartesianas sao

490 _H (x"“zo)(y'yo)22, (4.23)
O (e, ()|
yo 0t () ) (4.24)

8}’ 27 [(x—xo )2 +(y-y0 )2 :|2

4.2.1.3. Vortice

Apesar da solugdo geral da Eq. (4.5) contemplar apenas distribuicio de Fontes e
Dipolos, definidos anteriormente, ¢ possivel utilizar outro tipo de solu¢do elementar
baseada no potencial de velocidade induzido por um voértice potencial ou pontual, o que
para o caso de trés dimensoes se baseia na Lei de Biot-Savart.

Em duas dimensdes pode-se entdo utilizar um elemento de singularidade que induza
apenas a componente tangencial de velocidade, cujo decaimento seja similar ao decaimento

da componente radial de uma fonte,

q,=0, (4.25)

a4, =4,(r.0). (4.26)
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Substituindo-se as Eqgs. (4.25) e. (4.26) na equacdo da continuidade chega-se a
45 =4o(r)- (4.27)

Tomando-se o rotacional de u

1| 0 0 1
VX“:__|:_F(”%)_@(%)}:_7_(”‘19)20- (4.28)

Integrando em r
rq, =cte=4. (4.29)

Deste modo, pode-se observar que a velocidade tangencial induzida por um vortice

potencial varia com % , de maneira similar a velocidade radial induzida por uma fonte.

Para a determinagdo da constante A utiliza-se a definicdo de circula¢do abaixo, com

sentido positivo sendo o sentido horario
0
r:gSu-dlzqu-rdez—zzA. (4.30)
2

Assim, da Eq. (4.30) e da Eq. (4.29)

qe(r)=2_—”rr- 431)

O potencial de velocidade induzido em um ponto P por um vortice pontual localizado

na origem pode ser obtido integrando-se a Eq. (4.31)

#(P)=[q,rdo+C. (4.32)
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onde C pode ser arbitrado como zero.

Uma importante observagdo ¢ feita ao se analisar o ponto em que a vorticidade ¢
aplicada, ou seja, o vortice pontual. Integrando ao longo de uma curva que passa por este
ponto, a vorticidade estard concentrada apenas nele, obtendo-se um valor finito para a
circulagdo. No entanto, a circulacdo serd zero em qualquer outra curva fechada do dominio
que ndo contenha o vortice pontual. Assim, o vortice € uma solugdo da equacdo de Laplace,
pois induz um escoamento irrotacional, com exce¢ao do ponto onde este ¢ aplicado.

As equagdes para o potencial de velocidade e para as componentes de velocidade

induzidas por um vdrtice potencial localizado em (xo, yo) sdo respectivamente, em

coordenadas cartesianas

$(xy)= L an 22 (4.33)
2r X-X,
u= IW (4.34)

v=——o : (4.35)

No caso de folha de vorticidade bidimensional, localizada entre os pontos x; € x;, com

vorticidade por unidade de comprimento y(x), tem-se

17 -1V
#(x,y)=—— | y(x)tan™ dx, (4.36)
( ) 27[;[ X-X,
1% YV
u=-1T 0 d, (4.37)
Zﬁxj‘l (X'XO)Z +(y-y0)2
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X-X,

(x-x, )2 (19, )2

1%
V= j 7(x) dx. (4.38)

4.2.2. Implementacio numérica

A eficiéncia do Método dos Painéis estd intimamente relacionada com a escolha do tipo
de singularidade, ou seja, fontes, dipolos ou vortices, assim como mantém elevada
dependéncia das func¢des de distribui¢do destas singularidades na superficie do corpo, as
quais podem assumir forma constante, linear ou até de ordens superiores.

Outro fator determinante para uma modelagem representativa ¢ a discretizacao da
geometria, ou seja, pode-se discretizar o corpo utilizando painéis formados por segmentos
de reta, ou por painéis curvos que garantam a continuidade da derivada da geometria entre
0s painéis.

PEREIRA (2005) descreve detalhadamente a utilizagdo do método dos painéis de
ordem superior para aplicacdio em aerof6lios. O autor estabelece comparagdes entre
resultados obtidos com distribui¢cdes constantes, lineares e quadraticas, discretizando a
geometria do aerof6lio com painéis retos e curvos. Apos extensa analise dos resultados,
PEREIRA (2005) chega a conclusdo de que, para o caso do estudo do escoamento potencial
em torno de aerofdlios, uma excelente relagdo custo computacional e acurdcia dos
resultados ¢ alcangada utilizando-se uma distribui¢do linear de vorticidade combinada com
a utilizag¢do de painéis curvos.

Deste modo, este trabalho discretiza o corpo em N painéis (Fig. 4.2), sobre os quais
sdo distribuidos elementos de vorticidade com variagao linear (Fig. 4.3b), e sdo
posicionados pontos de controle onde ¢ satisfeita a condi¢ao de contorno descrita pela Eq.

(3.17a). Os pontos nodais representam os pontos extremos de cada painel.
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Pontos de Controle

f 4
Tt

Pontos Nodais

Figura 4.2 — Aerofolio discretizado

A Fig. 4.3 permite observar as diferencas entre as distribui¢des constante e linear das
singularidades nos painéis. Pode-se notar que ndo existe continuidade nas intensidades
destas distribui¢cdes no caso constante (Fig. 4.3 a), enquanto uma melhor representacdo ¢
obtida na distribuicdo linear (Fig. 4.3 b), onde a continuidade da intensidade ¢ mantida nos
pontos nodais (extremos de cada painel). Neste trabalho ¢ utilizada a distribui¢do linear de
vorticidade ao longo de cada painel, a qual ¢ obtida somando-se a distribui¢do constante a

parcela relativa apenas a variagao linear, conforme sera visto adiante.

YV N-1 7’* Vv
T VN-1
: : /:\/NH
a) b)

Figura 4.3 — Singularidade: a) constante; b) linear

A implementag¢do numérica do Método dos Painéis requer a utilizagdo de um sistema de
coordenadas local para cada painel e de um sistema de coordenadas global, os quais podem

ser vistos na Fig. 4.4, onde S ¢ o angulo entre o painel i e o sistema global, medido no

sentido horario.
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Figura 4.4. Sistema de coordenadas global e de painel

A relacdo entre estes sistemas ¢ dada por

(xj _ (cos B —sen ﬂiJ(X_les (4.39)
y sen B, cos B )| Y-,

onde x e y sdo as coordenadas no sistema local do painel, referentes a um ponto de
coordenadas globais X e Y, sendo X; e Y; as coordenadas da origem do sistema do painel no

sistema global.

4.2.2.1. Distribuicao de vorticidade constante

Apesar deste trabalho utilizar uma distribuicdo linear de vorticidade ao longo dos
painéis, € necessario obter inicialmente o equacionamento para o caso de distribui¢ao
constante de vorticidade, o que ¢ feito a seguir.

Discretizando-se o corpo em N painéis, com distribuicdo constante de singularidade,

tomando-se o gradiente da Eq. (4.5) e o substituindo na Eq (3.17a) chega-se a

N N
{ZajAj +> ﬂij}-n =-V¢, n, (4.40)
j=1 j=1

onde os coeficientes 4; e B; sdo denominados coeficientes de influéncia e dependem apenas
da geometria do corpo discretizado. Deve-se notar que a esteira ndo foi discretizada, razao
pela qual a segunda integral da Eq. (4.5) ¢ retirada da solugdo potencial, devendo ser
modelada pela nuvem de vortices discretos, a qual permitira o acoplamento entre o Método

dos Painéis e o0 Método de Vortices.
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Conforme dito anteriormente, uma distribui¢ao de vorticidade ¢ uma solucao elementar
que possui um tratamento semelhante ao de uma fonte. Portanto a Eq. (4.40), escrita para

uma distribui¢do de vorticidade constante ao longo do painel, toma a forma

{ZN:yjAj}-n?V(ﬁw-n, (4.41)
onde
n=(senf cosp,), (4.42)

e f, ¢ o angulo do painel conforme a Fig. 4.4.

Na Eq. (4.41), ¢, ¢ o potencial de velocidade do escoamento incidente, ou seja,

Vo, =UX+VY , (4.43)
onde,

U,=U_cosa e (4.44)

V,=U_senc, (4.45)

e a ¢ o angulo de ataque, conforme Fig. 3.1.

O campo de velocidade induzido por uma distribui¢ao constante de vorticidade ¢ obtido

realizando-se a integral das Eq. (4.37) e Eq. (4.38), onde I” (x) ¢ constante, o que leva a

_7

) =52(0:-0), (4.46)

u
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v ="l (4.47)

que sdo as componentes da velocidade induzida pelo painel j no ponto (x,y), cujos pontos

nodais sdo x, e x,, no sistema de coordenadas de painel, de acordo com a Fig.4.5.

F 3
5 P(x3)

L 2

x: xz

Figura 4.5 — Variaveis do sistema de coordenadas de painel

Pode-se escrever na forma matricial o sistema de equagdes formado pelos N painéis da

Eq. (4.41), para distribui¢do constante de vorticidade, como se segue

4, A, - A],N—l A],N e b,
Ay A4, A2,N—l AZ,N Vs b,

: : ) : : S Y I (4.48)
AN,] AN,Z AN,N—] AN,N VN by

O sistema formado por (4.48) tem N equagdes e N incognitas, porém, em situagdes que
se deseja resolver o escoamento potencial com distribui¢do constante de vorticidade, deve-
se adicionar ainda a condi¢do de Kutta, obtendo-se um sistema com N+1 equagdes e N
incognitas,que pode ser resolvido pelo método dos minimos quadrados.

O sistema da Eq. (4.48) ndo sera resolvido neste trabalho, uma vez que serd utilizada

uma distribui¢do linear de vorticidade conforme a proxima se¢do. A matriz 4 do sistema
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(4.48) ¢ chamada de matriz de influéncia e depende apenas da geometria do corpo, ao passo
que o termo independente b refere-se ao escoamento incidente e a nuvem de vortices.

Ainda com relagdo ao sistema (4.48) deve-se observar que cada linha representa a
satisfacdo da condi¢do de contorno de ndo-penetragdo, descrita pela Eq. (3.17a) para cada
painel, em seu ponto de controle, ou seja, cada linha i representa a equacao que iguala a
influéncia de todos os painéis j a0 escoamento incidente, no sistema de coordenada global.
Por este motivo, a caracteristica principal da matriz de influéncia 4 ¢ ser diagonal
dominante, ou seja, ter os maiores valores numéricos em sua diagonal principal, uma vez
que a influéncia de um painel sobre si mesmo (coeficientes 4;;) é consideravelmente maior
do que a influéncia deste sobre qualquer outro. O calculo dos termos da diagonal principal
da matriz 4 deve ser feito tomando-se o cuidado para manter o painel fora do dominio, ou
seja, deve-se obter 4;; igual a 0,5, fazendo-se 6, —6, =7 na Eq. (4.46) quando i=/.

Na montagem da matriz de influéncia 4, os coeficientes 4;; correspondem a influéncia
do painel j sobre o ponto de controle i no que se refere apenas a geometria. Tais
coeficientes sdo inicialmente calculados no sistema de coordenada do painel j, fazendo-se

7; =1 nas Egs. (4.46) e (4.47), sendo posteriormente transferidos para o sistema global de

acordo com
ul (cosB  senp Uy (4.49)
v) (—senf, cosp )\ v, ’ '

e, por ultimo, sendo projetados na dire¢do normal ao painel i de acordo com
u
4; = y (sen B, cos ﬂl.), (4.50)

relembrando que S, € o angulo do painel i medido no sentido horario, de acordo com a Fig.

4.4.
O vetor independente b; ¢ calculado projetando-se o escoamento incidente na dire¢ao

normal a cada painel i, como se segue
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cosa
b, = —Qm( ](sen B cosB)=-0, sen(a+p,), (4.51)

sena

onde « ¢ o angulo de ataque, conforme a Fig. 3.1, e B ¢ o angulo do painel, conforme a

Fig. 4.4.
4.2.2.2. Distribuicao de vorticidade linear

No caso de distribui¢@o linear de vorticidade, a influéncia que cada painel exerce sobre
os demais e sobre o escoamento depende dos valores das singularidades nos extremos do

painel. Deste modo, a Eq. (4.41) assume a forma

{i(yjAj+7j+1A;)}'n:_v¢oo'n- (4.52)

J=1

O campo de velocidade induzido por uma distribui¢do linear de vorticidade pode ser
obtido superpondo-se os efeitos de uma distribui¢do constante com os de uma distribuicao

linear pura ( = 0 em x = x;), conforme a Fig. 4.6.

VA A A
7
+ j—
7/0 ]/U
}/b _7/51
> > >
X1 X2 X X1 X2 X X1 X2 X

Figura 4.6 — Superposi¢ao da distribuig¢ao de vorticidade constante com a linear pura

O campo de velocidade induzido pelo painel j apenas por uma distribui¢do linear pura ¢

obtido realizando-se a integral das Eqs. (4.37) e (4.38), o que fornece
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j/b_]/a ”2
=———"—|x6,-6 In—=|, 4.53
Yo 27[(362_351)|:X(2 1)+yn’”1} (39

_ V=7 Vel n
pj_m{(xz x)- (6, 01)+xlnrj] (4.54)

As Egs. (4.53) e (4.54) s3o as componentes da velocidade induzida pelo painel j no

ponto (x,y), cujos pontos nodais sdo x, € x,, no sistema de coordenadas de painel, de

acordo com a Fig.4.5.

Considerando-se a superposicdo de efeitos da distribuicdo de vorticidade constante,
com a distribui¢do linear pura sobre o painel j, somam-se respectivamente as Eq. (4.46) e
(4.47) as Eq. (4.53) e Eq. (4.54), obtendo-se finalmente as equacgdes de velocidades
induzidas por painéis com distribui¢do linear de vorticidade, em fun¢do das vorticidades

dos pontos nodais ;/(x1 ) =y,e ;/(x2 ) =y,,0u seja,

Y Vo =7a r
=La(9,-0)+ " x(0,-6,)+yIn=2 |, 4.55
up,, 2”( 2 1)+ 27z(x2—x1){x( 2 1)+y n’”l:| (4.55)
_ ya r_z yb_j/a _ _ _ r_2
v, —Eln p +—2ﬂ(x2 _x1)|:(x2 x,)-y(0, -6,)+xIn FJ. (4.56)

Para montar a matriz de influéncia do caso da distribui¢do linear de vorticidade ¢
necessario calcular as velocidades induzidas por cada painel j sobre cada ponto de controle
i. Essas velocidades dependem da intensidade da vorticidade nas extremidades de cada
painel j quando a distribui¢do de vorticidade ¢ linear, conforme estabelecido na Eq. (4.52).
Como cada intensidade na extremidade de cada painel contribui para a inducdo de
velocidade dos painéis adjacentes, a matriz de influéncia serd formada por uma combinagao

linear das influéncias das geometrias dos painéis, conforme exemplificado a seguir.
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Colocando-se em evidéncia os termos que dependem de y, e y, nas Eq. (4.55) e Eq.
(4.56) ¢é possivel decompor a velocidade induzida pelo painel j, na parte que depende de y,

e na parte que depende de y,, como se segue

a }/a I rZ
=4 - -6 )-yln—= 4.57
u, 272'()62 _xl)_(xz x)(ez 91) yin ’”1}’ ( a)
b ) I h
=—F"—"—|x(6,-6 In—+ 4.57b
u, Zﬂ(xz—xl)_x( 2 1)+y n”l} ( )
v = Ta —x2+y(<92—01)+(x2—x)lnr—2 , (4.58a)
P 272'()62—)61)_ "
b Vb I P
Vo=t (x,—x,)- (60, - 6)+xIn=2|. (4.58b)
t Zﬁ(xZ_xl)_ h

Assim sendo, as componentes da velocidade total induzida por um painel j sobre o

ponto de controle de um painel i sdo, no sistema de coordenadas do painel j,

~a ~b
u u u
(Vp,/J :(92’,] yﬂ{‘;p,] Vs (4.59)
pj ij pj i p; i

as quais, passadas para o sistema de coordenadas global pela Eq. (4.49), tomam a forma

7 us cosfB.  senf,

v\ ; —senf3; cosp,

0 i) (cos B, senp, 6l

v _/__ v, | (—senf, cosp, Vi (+61)
i i Jij -
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onde a simbologia (") ¢ utilizada para designar a velocidade induzida por um painel com

vorticidade unitaria, ou seja, com y, =y, =1. Este procedimento facilita o célculo dos

coeficientes de influéncia, como exemplificado a seguir.
A velocidade induzida no primeiro ponto de controle, por exemplo, €, no sistema de

coordenada global,

(4.62)

u u’ Yol (a4 u 0’
(Vj :(Aa] 71+Z (Ab] +(Aaj & +(Ab] T (69
i \V Ja P2\ |\Y S Yy Vi

j& no sistema de coordenadas global.
Pela condi¢cdo de contorno descrita pela Eq. (4.52), esta velocidade induzida, quando
adicionada a velocidade induzida pelo escoamento incidente e projetada na dire¢do normal

ao painel, deve ser nula para cada ponto de controle, gerando, assim, N equagdes tal que

u CoS o
( jnl:—Uw( Jni, i=(1,2,..,N). (4.64)

sen o
onde n, ¢ dado pela Eq. (4.42).

Deste modo, para a montagem da matriz de influéncia, o primeiro elemento de cada

linha i sera,
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ailz(”aj .ni:(”aj (senB cosf),i=(1,2,..,N),j=1, (4.65)
il il

b ~b
a,., =(”fb] n, =(‘fb] (senp cosp),i=(1,2, ..., N),j=N+1, (4.66)
v iIN 4 iIN

ja projetados na direcao normal do painel i de acordo com a Eq. (4.52).

Os demais elementos da matriz de influéncia serao,

,i=(1,2,...,N),j=(2,...,N), (4.67)

ESY

<>

(ﬁ:] (sen B, cosp)+ (ﬁaj (sen B, cosp,)

y

jé projetados na direcdo normal do painel i de acordo com a Eq. (4.52).

Por sua vez, o termo independente se torna

sen o seén o

cosa cosa
b, :—Qoo[ jni :—Qoo[ j(sen B cosf),i=(1,2,..,N), (4.68)

onde « ¢ o angulo de ataque, conforme a Fig. 3.1, e 5, ¢ o angulo do painel, conforme a

Fig. 4.4.

A utilizacdo de distribui¢do linear de vorticidade conduz a um sistema de N+/
incégnitas com N equagdes. A simulagdo de escoamentos potenciais permanentes permite
introduzir neste sistema a condi¢do de Kutta, expressa pela equacdo y,+y,, =0, o que
ndo € o caso do escoamento em estudo.

Neste trabalho busca-se simular a evolucao temporal do escoamento, a partir de uma

condicdo inicial de repouso. Deste modo, deve-se lancar mao da condi¢do de conservacao
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da circulacao, a qual satisfaz o teorema de Kelvin. No instante inicial, quando o

escoamento ainda estd em repouso

I Yt m
yds +T e = O 22N, +Zr =0, (4.69)

Corpo J=1 k=1

e, como nao ha vortices na esteira

LY
Z’ Vin Al =0. (4.70)

=1

Utilizando ainda a condicdo de conservacdo de circulacdo descrita acima, chega-se a

um sistema de N+1 equagdes algéebricas lineares com N+/ incognitas y ;. Deste modo,

a; a, o a A N 7 b,
ay a5 ay N Ay N+ 7> b,

: : ' : : o= . (4.71)
ay Ay, ay N Ay N+l Yy by
AKI/Z (A€1+Afz)/2 (AEN_1+A€N)/2 AKN/Z Ve 0

Este sistema pode ser resolvido por técnicas tradicionais de solucdo de sistemas

lineares. A matriz a, ndo necessita de tratamento especial para a sua inversdo por ser

diagonal dominante.

4.2.2.3. Painéis curvos

A metodologia que utiliza a discretizacdo do corpo através de painéis curvos insere no
modelo um refinamento espacial altamente desejado. Tal melhoria trabalha no sentido de
fornecer a simulagdo um campo de velocidade sem descontinuidades nas proximidades dos
nos. Desse modo, a inclusao de painéis com curvatura ¢ altamente benéfica, ndo sé6 para a

solugdo potencial do escoamento, mas também para toda a dindmica da simulagdo, onde a
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presenca do corpo ¢ avaliada pela indugdo de velocidade dos painéis sobre os vortices, 0s
quais, ao cruzarem a regido proxima aos nos, nao sofrerdo os efeitos de descontinuidades

produzidas pelos painéis retos.

Como na maioria dos casos nao se dispoe da fungdo y =1 (x) que descreve a geometria

do corpo, a avaliagdo analitica da sua derivada ndo € possivel. Para tanto, PEREIRA (2005)

sugere que se trabalhe com a média dos angulos dos painéis, conforme Fig. 4.7.

:ijl_,B' :Bj+1_ﬂj
2 2

~

Figura 4.7 — Angulos da tangente a curvatura (PEREIRA - 2005)

Deve-se atentar que B, | e [, sdo os angulos dos pain¢is j—1 e j, medidos no

,3,_1 _ﬂ/ e ﬂjn _ﬂ/
2

sistema global, ao passo que 5

sdo os angulos das tangentes ao painel

curvo j, medidos no sistema local do painel ;.
Nos casos em que a fungdo y =f (x) ¢ conhecida, os angulos que definem a curvatura

da geometria do corpo nos nds podem ser calculados analiticamente. Neste trabalho, para

descrever a geometria do corpo utiliza-se uma funcao polinomial de terceiro grau do tipo
3 2
1(x,)) = ax; +bx; +cx,+d . (4.72)
Impondo-se a continuidade desta fun¢ao e de sua derivada nos nds,

n(0)=0, (4.73)
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n(Af)=0, (4.74)

dn(0) _ tan( ﬂj-lz— B ] _s (4.75)

=5, (4.76)

pode-se determinar as constantes a, b, ¢ € d, onde A/ ¢ o comprimento do painel ;.
Deve-se atentar que 6, =0 para o painel 1, ao passo que 6, =0 para o painel N.

Substituindo as Egs. (4.73), (4.74), (4.75) e (4.76) na Eq. (4.72), chega-se a

3 2

n(x,) = Al (6, +5) NG - (24, +5) NG +5M (4.77)

Derivando a Eq. (4.77) em fun¢do de x,obtém-se,

d 2
d)z (x,)=3(5, +52)%—2(251 +52)%+51. (4.78)

Fazendo-se & = x%( as Egs. (4.77) e (4.78) sdo reescritas respectivamente como

n(EAl)=n"(8)=Al[(5,+6,)8 —(26,+5,)E +5&] e (4.79)
dn '
™ (&)= o D (1) =3(5,+8,)E ~2(26,+5,)E + 6, (4.80)

Ainda segundo PEREIRA (2005), faz-se necessario reavaliar os vetores normal e

tangente ao longo do painel curvo. Assim, em um ponto & [0,1] do painel, tem-se
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n, = {—sen{ﬂi +tan” (2—77*(5)]},00{@ +tan”’ {?(5)}}} (4.81)
4 d77* -1 d77*
t = {cos{ﬂi + tan [E(g)ﬂ,sen{ﬂi + tan (g(f)ﬂ} (4.82)

Por ultimo, para a avaliagdao da velocidade induzida por um painel com curvatura, com

distribui¢do linear de vorticidade do tipo y(x) =y, +7,x, deve-se substituir a Eq. (4.77)

nas Eqgs. (4.37) e (4.38), fazendo ainda x, =0 e x, = A/. Deste modo chega-se a

u,JOMj (v-7'())

. - ~dé (4.83a)
27 o(x—§A£) +(y—77 (5))

Al L=r(®) . (4:83b)
- 2m oy (x—§A£)2+(y—77*(§))
7oAl | x —EAL
v, =— - - ~d¢&, (4.84a)
27 '([(x—‘fAﬁ) +(y—77 (é))
==L AL j x— oAl de, (4.84b)

2 ¥ (x—§A€)2 +(y—77*(§))2

onde ¢ e ¢ sdo os indices relativos as partes constante e linear.

As integrais das Eqgs. (4.83) e (4.84) devem ser resolvidas numericamente. Neste
trabalho esta integragao foi realizada pelo esquema adaptativo de Gauss-Konrad, através da
utilizagdo da subrotina DQ2AG da IMSL.

As equagdes que satisfazem a condi¢do de contorno em cada ponto de controle podem

ser escritas utilizando as Eqs. (4.83) e (4.84). Porém, para N pontos de controle, chega-se a
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um sistema com 2N incognitas (, € y, para cada painel i) e N equagdes (uma para cada

ponto de controle), como € mostrado a seguir para o ponto de controle i
Ca¥or ¥ Lan + €V + Lo+t CyVono H v Vina +Ca¥on + ¥y = bis (4.85)

onde ¢, e [, sdo os coeficientes de influéncia relativos as partes constante e linear,
obtidos respectivamente fazendo-se y, =1 e y, =1 nas Eqgs. (4.83a), (4.83Db), (4.84a) ¢

(4.84b), projetadas na diregdo da condi¢do de contorno que se deseja satisfazer, ou seja,
impenetrabilidade ou nao-deslizamento.
Para reduzir a ordem do sistema para N+/ incognitas, admite-se a continuidade na

distribui¢do das singularidades ao longo dos painéis, de acordo com a equagdo
Vo, + VAL =V (4.86)
No caso de painéis curvos, a matriz de influéncia a; ¢ diferente daquela referente a
painéis retos do sistema (4.71). Para sua montagem, deve-se combinar os coeficientes de
influéncia ¢ e ¢ de acordo com a regra de formagao mostrada por PEREIRA (2005), que ¢

apresentada a seguir para um corpo discretizado por 4 painéis, a partir da equacdo escrita

para o ponto de controle i
Ca¥or HlaVin + Vo ¥ LoV + Vo T LaVin tCulou + L =, (4.87)

Substituindo a Eq. (4.86) com 1< j <3 na Eq. (4.87) chega-se a

c.—iy +| e +£—£"2 Voo +
il AEI 01 i2 Afl AZZ 02

L, l, L,
(CB +A_ZZ_A_Z3]703 +(ci4 +A_23j704 + L7, =b,

, (4.88)
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0 que permite generalizar a lei de formagéo para os coeficientes de influéncia a;, como se

segue.
e.lj
a,=|c,—— (4.89)
1 [ 1 All
a.=|c, + b _ Y para 2< j< N -1 (4.90)
LY A, A T '
a :(c J—j 4.91)
iN iN *
Al
Ay =iy (4.92)

Reescrevendo a condi¢ao de conservacao de circulagdo (Eq. 4.70) com os indices de

painéis curvos,

Vo + 5 Yoo+t Yoy T Vove: =0, (4.93)

e fazendo y,y,, =7,y T7vAl,y na Eq. (4.93), uma vez que y,,,, ndo € incognita do

sistema de painéis curvos, como pode ser visto na Eq. (4.88), chega-se a

Al Al + AL Al ALY
21701+( ‘2 2);/02+...+(TN1+A€N]7/ON+%;/IN:0, (4.94)

0 que permite colocar o sistema na forma matricial como se segue.
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ay a; o a n ) N+ Yot bl
ay, ay " Y ay N1 Vo2 b,

: : ' : : = : (4.95)
Ay, ay e ay N Ay N+l Yon bN
A2 (AL +AL))2 o (Al J2+A0,) (M) 2\ ) L0

Deve-se atentar para o fato de que as incognitas no sistema (4.95) sao a vorticidade nos

nos, do mesmo modo que no sistema (4.71), com excecdo de y,, . Deve-se recorrer entdo a
Eq. (4.86) para obter y,,., -

A Fig. 4.8 a e Fig. 4.8 b mostram as trajetérias de um vortice nas proximidades de dois

cilindros, que utilizam respectivamente oito painéis retos e oito painéis curvos apenas.

Figura 4.8 a — Trajetoria de um vortice Figura 4.8 b — Trajetoria de um vortice
em um cilindro com painéis retos em um cilindro com painéis curvos

Pode-se observar uma melhor representagdo da geometria do cilindro na Fig. 4.8 b, a
qual ¢ resultado de uma simulagdo que utiliza apenas oito painéis curvos, quando
comparada a Fig. 4.8 a, discretizada por oito painéis retos. Conclui-se que o campo de
velocidade resultante da utilizagdo de painéis curvos € mais suave e continuo, sobretudo nas

proximidades dos pontos nodais.
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4.3. Condicao de contorno - utilizacdo simultinea de painéis e vortices

A solugdo numérica descrita anteriormente para o escoamento potencial ao redor de um
corpo, busca encontrar a vorticidade sobre os painéis, satisfazendo-se a condigdo de
contorno estabelecida pela Eq. (3.17a), o que ¢ feito tradicionalmente resolvendo-se o
sistema representado por (4.48), para o caso de distribui¢do de vorticidade constante ao
longo de cada painel reto, ou por (4.71), para o caso de distribui¢do linear de vorticidade
em painéis retos e, por ultimo, por (4.95) também para distribuicdo linear de vorticidade,
porém, distribuida sobre painéis com curvatura. Porém, a abordagem descrita acima
permite a satisfacdo de apenas uma condi¢do de contorno em cada ponto de controle, pois
os sistemas (4.48), (4.71) e (4.95) sdo de ordem N+/. Em outras palavras, pode-se
satisfazer a condicdo de contorno de impenetrabilidade ou de ndo-escorregamento, nunca as
duas simultaneamente para todos os pontos de controle, o que ¢ feito de acordo com a
montagem da matriz de influéncia e do vetor independente destes sistemas.

A modelagem descrita a seguir para escoamentos viscosos procura estabelecer uma
representacdo mais adequada da condigdo de contorno na parede, uma vez que a
discretizacdo correta do fluxo de vorticidade na superficie ¢ primordial para uma simulagao
que conduza a resultados acurados. Deste modo, a satisfagdo simultdnea das condi¢des de
contorno de impenetrabilidade e de ndo-escorregamento ¢ um aprimoramento incorporado
neste trabalho a modelagem do escoamento viscoso ao redor de corpos. Contudo, a
utilizacdo apenas de painéis passa a ser fator limitante, pois, neste caso, uma vez
determinado o tipo de singularidade empregado, deve-se escolher a condi¢ao de contorno
correspondente.

Tendo em vista obter um equacionamento que permita trabalhar simultaneamente com
as duas condi¢des de contorno, da maneira descrita acima, incorpora-se, a partir deste

ponto, a utilizagdo simultanea de painéis e vortices conforme figura 4.9.
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Figura 4.9(b) — Painéis e vortices na discretizacdo do corpo

Com a inclusdo de N vortices, um por painel, o sistema passa a ter 2N+1 equagdes, ja
contando com a condi¢do de conservacdo de circulacdo, a qual ¢ deduzida abaixo para o
caso da utilizacdo de vortices e painéis, e 2N+1 incognitas (N+1 y dos painéis e N I' dos
vortices), o permite satisfazer simultaneamente as condi¢des de contorno de
impenetrabilidade e de ndo-escorregamento.

Com o intuito de se obter um bom recobrimento dos nticleos e uma melhor resolugdo
proxima a parede, pode-se utilizar L vortices por painel. No entanto, existe somente uma

incognita I, por painel, ou seja, os vortices do mesmo painel terdo a intensidade I',/L . A
quantidade L e a localizagdo dos vortices serdo estudadas na se¢ao seguinte deste trabalho.
A Fig. 4.9(b) ilustra o posicionamento de L =3 vortices por painel.

A condi¢do de conservacao de circulagdo, para o caso da utilizagdo de painéis e
vortices, passa a contar com a vorticidade calculada para os vortices do sistema. Assim,

J‘ _ W 7.,' + 7_j+1 L < _
yds +T g =2 A+ LT, +> T, =0, (4.96)
j k=1

Corpo j=1 2 J=1
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e, como no inicio da simulacao nao ha vortices livres na esteira,

DA+ ZN:L r =0. (4.97)

N
7.1' + 7_/'+1
a2 j=1

O sistema a ser resolvido, utilizando-se painéis retos e L vortices por painel, toma a

forma de,
PIMP(],I)PIMP(I,Z) "' PIMP(I,N)PIMP(I,NH) VIMP(],N+2)VIMP(1,N+3) T VIMP(I,ZN) VIMP(1,2N+1) 12
b
1IMP
})IMP(Z,I)IJIMP(Z,Z) })IMP(Z,N)])IMPQ,NH) V[MP(Z,N+2)VIMP(2,N+3) VIMP(Z,ZN) V[MP(Z,ZNH) 7,
. . . . . . . . . . > IMP
_PIMP(N,I)PIMP(N,Z) e P]MP(N,N)PIMP(N,N+1) | _VIMP(N,N+2)V1MP(N,N+3) e V]MP(N,ZN)VIMP(N,ZNH) 117N b
- ar - NIMP
PNE(I‘]) PNE(I,Z) PNE(I,N) PNE(I,N+1) VNE(]‘N+2) VNE(I,N+3) VNE(],ZN) VNE(],2N+]) Vs A (4 98)
=1 Yine .
PNE(Z,I)PNE(Z,Z) PNE(Z,N) PNE(Z,N+1) VNE(Z,N+2) VNE(2,N+3) VNE(2,2N) VNE(2,2N+1) rl b
_PNE(N,])PNE(N,Z) R’VE(N,N)PNE(N,NH) | _VNE(N,N+2)VNE(N,N+3) o VNE(N,2N)VNE(N‘2N+I)_ : bNNE
FN—I
0
r
ALJ2 (AL +AL)[2 s (Aly +AL)/2 ALyj2 L L o L L JUN

onde [P, ] refere-se aos coeficientes de influéncia dos painéis retos com distribui¢io

linear de vorticidade (Eq. 4.71), escritos para a condi¢cdo de contorno de impenetrabilidade,

enquanto que [PNE] sdo os mesmos coeficientes (Eq. 4.71), porém para a condi¢do de ndo-
escorregamento. Da mesma forma, [V,,,,| sdo os coeficientes de influéncia relativos aos L

vortices para impenetrabilidade e |V ara ndo-escorregamento, ou seja, representam a
NE

velocidade induzida por L vortices de Lamb, com intensidade unitaria, respectivamente na
dire¢do normal e tangencial ao ponto de controle do painel em questao.

Para o caso de painéis com curvatura, deve-se relembrar que y,,, do sistema (4.95) ndo

¢ incognita, devendo-se recorrer a Eq. (4.86) para a sua determinagdo. Outra mudanga com

relacdo ao sistema (4.95) € no que se refere a equagdo de conservacao de circulacdo. Para o

caso de painéis com curvatura deve-se utilizar a Eq. (4.94) em substituicdo a Eq. (4.70).
Realizando as alteragdes descritas acima, pode-se reescrever o sistema (4.95) para

painéis com curvatura e distribui¢@o linear de vorticidade da seguinte maneira,
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})IMP(I,I)I)IMP(IJ) })IMP(I,N)})IMP(I,NH) VIMP(I,N+2)I/1MP(1,N+3) VIMP(I,ZN) VIMP(1,2N+1) y,
01 b
BMP(z,])PlMp(z,z) e EMP(Z,N)BMP(Z,NH) VIMP(Z,N+2)VIMP(2,N+3) e VIMP(2,2N) VIMP(2,2N+1) Yo 1imp
. . . . . . . . . . 1P
_})IMP(N,I)})IMP(N,Z) “'})IMP(N,N)})IMP(N,NH) | _VIMP(N,N+2)VIMP(N,N+3) “'VIMP(N,ZN)VIMP(N,ZNH)_ Yon b
r ar . NIMP
PNE(l,l) PNE(1,2) PNE(I,N) PNE(I,N+1) VNE(I,N+2) VNE(I,N+3) VNE(l,zN) VNE(1,2N+1) Vin - p (4 99)
=1 Yine .
PNE(Z,I)PNE(Z,Z) PNE(Z,N) PNE(Z,N+1) VNE(Z,N+2) VNE(Z,N+3) VNE(Z,ZN) VNE(2,2N+1) Fl
. . . . . : : o : rz 2.NE
_PNE(N,I)PNE(N,Z) o PNE(N,N)PNE(N,N+1) | _VNE(N,N+2)VNE(N,N+3) o VNE(N,ZN)VNE(N,ZNH) | : b
NNE
FN—] 0
2/ ry
A2 (AL +A) ]2 e (Ay . J2+A0,) (ACy)' )2 L L - LL

onde [P, | refere-se aos coeficientes de influéncia dos painéis curvos com distribuigio

linear de vorticidade (Eq. (4.83) e Eq. (4.84)), escritos para a condigdao de contorno de

impenetrabilidade, enquanto que [PNE] sdo os mesmos coeficientes (Eq. (4.83) e Eq.

(4.84)), porém para a condicdo de ndo-escorregamento. Deve-se lembrar ainda que as
integrais das Eqs. (4.83) e (4.84) sdo resolvidas numericamente, sendo os resultados

combinados de acordo com as Egs. (4.89) a (4.92) para contemplarem os efeitos da

distribui¢do constante e linear sobre o painel. Em (4.99) [V,,] ¢ [Vy;] tém o mesmo

significado e sdo calculados de maneira semelhante a do sistema (4.98).

Resolvido o sistema para determinagdo das intensidades das singularidades na
superficie do corpo, determina-se a vorticidade necessaria a satisfazer simultaneamente as
condi¢des de contorno de impenetrabilidade e nao-escorregamento, para cada passo no
tempo. Esta vorticidade € entdo transferida para o meio fluido ao se gerar novos vortices, 0s
quais serdo posicionados de maneira a manter um certo grau de recobrimento de seus
nucleos, 0 que garante uma taxa de convergéncia satisfatoria. A secdo seguinte apresenta a
maneira de se determinar o nimero L de vortices gerados por painel, assim como a

localizagao destes vortices.
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4.4. Difusao da vorticidade na superficie solida e nascimento de novos vortices

A secdo 4.3 forneceu o modelo matematico para a determinagdo da vorticidade
necessaria a satisfazer as condi¢des de impenetrabilidade e ndo-escorregamento nos pontos
de controle. Esta vorticidade ¢ distribuida em uma camada de L vortices por painel, em
N painéis, os quais podem ser retos (sistema (4.98)) ou curvos (sistema (4.99)), ambos com
distribuicao linear de vorticidade. O resultado obtido para esta vorticidade deve ser
transferido para o meio fluido através da inclusdo de novos vortices no escoamento, 0s
quais irdo carregar a vorticidade dos painéis e dos vortices que formaram as matrizes de
influéncia dos sistemas citados. Este processo de geragao dos novos vortices se constitui em
uma etapa da simulacao muito importante, a qual deve ser estudada com bastante cuidado.
Deste modo, deve-se buscar simular o fluxo de vorticidade na superficie o mais proximo
possivel do fenémeno fisico estudado, o que implica em uma discretizagdo apurada e
representativa da regido proxima do corpo. A sec¢do 3.8 apresentou a formulagao
matematica para este processo de geracdo dos novos vortices, a qual se baseia em estudar
este fenomeno por um processo puramente difusivo, que ocorre essencialmente na dire¢do

normal a superficie. Assim, a Eq. (3.60) estabelece uma distdncia de difusdo

5n| =2.83\vdt, que permite determinar o raio dos vortices por painel para a

99,53%

montagem da matriz de influéncia, como mostra a Fig. 4.10, onde o raioo, = N o % e, por

sua vez, a area de difusdo 64 ¢é dada por 6 4=0, Al =2.83\vot Al.

pontos de s
controle paineis

Figura 4.10 — Nascimento de L=2 vortices

113



A quantidade de vortices por painel L ¢ obtida recorrendo-se ao pardmetro numérico
%_ , sendo /4 a distancia entre os centros dos vortices gerados. Tal parametro controla o
0
grau de recobrimento entre os nucleos e esta intimamente relacionado a convergéncia do
Método de Vortices, razao pela qual deve ser cuidadosamente estudado e controlado. Deste

modo, definindo uma razdo de aspecto R para a area de difusdo 64 como R = % , €

fazendo-se Al =2 N chega-se a
R =%~2,83«/ VAL . (4.100)

Uma vez que h= Ay € o,= A/ obtém-se
L= J7TR’

) L?
R = (—J = (4.101)

Considerando-se Af=kAl apresentado no APENDICE C, e igualando-se as Egs.
(4.100) e (4.101), pode-se escrever

b
2
po| 2 Re ] (4.102)

AN

onde k =1, ou seja, limita-se o deslocamento dos vortices ao tamanho do painel.

Deste modo a posi¢do de nascimento dos vortices segue uma distribuicao uniforme ao
longo do corpo, tanto com relagdo aos L vortices do mesmo painel, quanto com relagao a

vortices de painéis vizinhos.
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Determinada a posi¢do e a quantidade L de vortices por painel, resolve-se o sistema em
questdo para satisfacdo das condicdes de contorno e obtencdo da vorticidade a ser
transferida para os vortices nascentes. A posi¢do de nascimento dos vortices que irdo
carregar a vorticidade calculada ¢ a mesma posi¢ao dos vortices que compdem a matriz de
influéncia. Deste modo, os voértices nascem com a intensidade calculada para a satisfagao

das condigdes de contorno, ou seja, tém intensidade igual as incognitas I',/L do sistema
(4.98) ou (4.99), para painéis retos ou curvos, respectivamente. Com esta intensidade I',,

calcula-se inicialmente o campo de velocidade do escoamento, posteriormente, para o
calculo das etapas convectiva e difusiva. Esta intensidade deve ser corrigida, devendo-se

levar em consideragdo, além da j4 incorporada vorticidade dos vortices do sistema I';, a
vorticidade calculada para os painéis y,, uma vez que a presenca do corpo deve ser

simulada pelos vortices e painéis simultaneamente. Assim, ap6s o calculo do campo de
velocidade, a intensidade dos L vortices nascentes gerados no painel i, deve ser atualizada

da seguinte maneira
r:r,.me,.%. (4.103)

4.5. Conveccao dos Vortices

Ao se isolar os efeitos viscosos contemplados pela Eq. (4.2), chega-se a Eq. (4.3), a
qual permite realizar o transporte convectivo da vorticidade, tratando o vértice como
particula. No entanto, sua aplicagcdo esta sujeita as hipoteses simplificadoras formuladas no
capitulo 3, das quais deve-se ressaltar a necessidade de se considerar o fluido homogéneo,
newtoniano, e o escoamento incompressivel. O embasamento tedrico que permite tratar a
vorticidade como particula se ampara em dois teoremas fundamentais da dindmica da
vorticidade, quais sejam, o Teorema de Kelvin, o qual estabelece que a circulagdo ao redor
de uma curva material fechada é constante em um escoamento ndo viscoso, € o Teorema de
Helmbholtz, o qual prevé que as linhas de vorticidade se movimentam com o fluido.

A discretizagdo do campo de vorticidade citada anteriormente como caracteristica do

Método de Vortices permite que este utilize um referencial puramente lagrangeano, livre de
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malhas auxiliares de calculo. Entretanto, esta vantagem traz consigo a necessidade de
preenchimento da regido rotacional do escoamento, o que ¢ conseguido pelo aumento do
nimero de vortices com conseqiiente recobrimento entre seus nucleos. Esta ¢ a origem da
maior limitacdo do Método de Voértices na etapa convectiva, uma vez que o calculo do
campo de velocidade induzido em cada vortice de uma nuvem de M vértices tem o custo
computacional da ordem de M, como ser melhor explorado adiante.

Dito isto, o movimento de um vdrtice potencial, que possui vetor posi¢cao ry no instante

t, ¢ determinado pela taxa de variacdo do seu vetor posi¢do, ou seja,

M _u(r,.1). (4.104)
ot
Esta expressdo lagrangiana ¢ utilizada entdo para calcular a nova posicdo de cada
vortice da nuvem devido ao transporte convectivo de vorticidade, em cada passo de tempo.
Para o calculo da velocidade no vortice i, ou em qualquer outro ponto do dominio, se
faz necessario considerar a influéncia dos trés elementos que atuam induzindo velocidade:
» velocidade induzida no vortice i, no sistema global, devido ao escoamento

incidente;

u, cosa
:Uw[ ]; (4.105)

sén o

» velocidade induzida no vortice 7, no sistema global, devido a presenga do corpo

discretizado com N painéis e L x N vortices:

u,) i cos B, senp\(u, N wcosf  senf)u,) (4.106)
= ; .
v, ). =i\ —sen ,Bj cos,Bj Vyi =1\ —sen ﬂj cosﬁj Vyi

onde u, e v, sdo as componentes cartesianas da velocidade induzida pelo painel j no
J J

vortice 7, no sistema de coordenada do painel j, calculadas com as Egs. (4.46) e (4.47) para

o caso de painéis retos com distribuicdo constante de vorticidade, ou pelas Egs. (4.55) e
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(4.56) para o caso de painéis retos com distribui¢cdo linear de vorticidade, ou ainda pelas

Egs. (4.83) e. (4.84) para o caso de painel curvo com distribui¢éo linear, ao passo que u,; ¢

v, sdo as componentes cartesianas da velocidade induzida pelos vortices do sistema,

vj
calculadas respectivamente pelas Egs. (3.13) e (3.14).

» velocidade induzida no vortice i, no sistema global, devido a nuvem de M vortices

livres:
T, (3,
Moyl | e e (4.107)
vo), A=l T (x-x,) ’ Y '
T 7"2

2

onde r* =(x-x, )2 +(»,)

Deste modo, quando r=>o,, pode-se acelerar o calculo evitando-se avaliar a
exponencial do vortice de Lamb, o que ¢é feito a partir das Eqgs. (3.13) e (3.14) para as
componentes de velocidade cartesianas induzidas por uma nuvem de vortices pontuais j

sobre um vortice 1.

Por sua vez, quando r<o,, calcula-se as componentes de velocidade cartesianas

induzidas por uma nuvem de vortices de Lamb j sobre um vortice 7, a partir das Eqgs. (3.13)

e (3.14) da seguinte forma

,se r<o,, (4.108)

onde r? = (x-x,) +(y,) .

Portanto a velocidade convectiva total induzida sobre um vortice i € calculada por
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PRORHES
_[u) () %) (4.109)
v i VC i VV i VOO i

4.5.1. Método de Expansiao em Multipolos Adaptativo - MEMA

Como visto anteriormente, a etapa convectiva do Método dos Vortices inclui, além do
calculo do campo gerado pelos painéis, o calculo do campo gerado por cada vortice
discreto. Assim, para que o Método de Vortices realize a convecgao dos vortices, ha a
necessidade de se calcular a velocidade induzida por cada vortice sobre todos os outros,
como pode ser visto nas Egs. (4.107) e (4.108), o que implica em um custo computacional
da ordem de M?, onde M ¢ o nimero de vortices livres presentes na simulagio.

Nesta secdo o MEMA ¢ apresentado de maneira resumida, o que permite um bom
entendimento conceitual do método, porém, no que se refere a seus detalhes de
implementagdo e funcionamento, este entendimento ¢ apenas superficial. Para maiores
informagdes quanto a formulacdo matemadtica, suas deducdes e a descricio completa do
algoritmo, deve-se consultar o artigo de Carrier ef al. (1988).

Os resultados apresentados no proximo capitulo sdo obtidos utilizando o codigo
computacional original implementado por Carrier et al. (1988) em linguagem FORTRAN,
sendo posteriormente comparados aos resultados obtidos pelo calculo direto vortice-vortice.
Além da adi¢do do vortice de Lamb para a desingularizagdo dos vortices pontuais, o codigo
FORTRAN original desenvolvido por Carrier et al. (1988) sofreu pequenas modificagdes
de natureza operacional para ser utilizado neste trabalho.

Resumidamente, a estratégia utilizada pelo MEMA ¢ de agrupar os vortices de uma
nuvem em caixas de tamanhos diferentes, de acordo com a densidade local de vortices, € se
avaliar as interagdes entre as caixas que se encontram suficientemente distantes umas das
outras. A avaliagdao das interacdes entre as particulas que se encontram na mesma caixa ¢

feita pelo método direto, ou seja, particula-particula. Deste modo, suponha que existam m

particulas de intensidade ¢;, localizadas em z;, i = 1, ... , m, com |zl.| <r. Pode-se dizer que,

paratodo z € C e z; > r, o potencial ¢z) pode ser escrito como

a
z

¢(z) = Qlog(z) + i—’,ﬁ (4.110)
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0=34q ca=3%" (4.111a,b)
i=1 i=1

Truncando-se o somatdrio em p termos, tem-se, para todo p = 1,

: < (LJGT, (4.112)
c—1)\c

r

z

#(2)-Olog(2)- Y % <

onde

, A:i|ql.| e a=—a_ (4.113a, b, ¢)
i=1

|7}

Carrier et al. (1988) consideram caixas “bem separadas” aquelas em que ¢ = 2. Assim,

z

r

C =

para este caso, p deve ser da ordem de —log,¢, de acordo com a Eq. (4.112), quando se
estabelece uma acuracia & O algoritmo tem inicio, entdo, com a escolha de & que serad
garantida realizando-se a expansdao em multipolos com p termos. Para tanto, o dominio ¢
dividido seqiiencialmente em caixas quadradas, até que estas tenham um numero de
voértices menor que o nimero maximo de vortices por caixa, valor escolhido como dado de
entrada. Este parametro influencia no desempenho do algoritmo do ponto de vista do tempo
de processamento, mas que ndo implica em perda de acurécia.

O codigo FORTRAN original de Carrier et al. (1988) possui a op¢do de célculo
diferenciado para o campo induzido em pontos muito préximos, o que permite a
desingularizagdo do campo de vorticidade de acordo com o modelo que o usudrio deseja
utilizar. Deste modo, o voértice de Lamb foi adicionado ao programa, sendo o raio do seu

nucleo, o, o parametro utilizado como distancia para esta desingularizagao.

Carrier et al. (1988) estabelecem ainda critérios para a formacao de listas de caixas de
acordo com a proximidade ¢ com o tamanho de cada caixa. Assim, o dominio em questao ¢
dividido inicialmente em quatro caixas iguais, as quais sdo seqiliencialmente divididas em
quatro, até que cada caixa contenha um numero de particulas inferior a um parametro

numérico citado como numero maximo de particulas por caixa. Os autores denominam
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ainda caixas ascendentes, descendentes e contemporaneas, respectivamente aquelas que
deram origem, aquelas que foram originadas e aquelas que pertencem ao mesmo estagio do
processo de divisdo, ou seja, aquelas que t€ém o mesmo tamanho.

Ao final do processo de divisdo sucessiva do dominio, cada caixa tera cinco listas de
caixas a ela associadas, como pode ser visto na Fig. 4.11, onde as cinco listas de caixas
numeradas de 1 a 5 estdo relacionadas a caixa b. Assim, observa-se que a lista 1 da caixa b
¢ formada pelas caixas adjacentes a caixa b, a lista 2 da caixa b ¢ formada pelas caixas
descendentes das contemporaneas da ascendente de b que ndo sao adjacentes a b, sua lista 3
¢ formada pelas caixas descendentes das contemporaneas adjacentes de b que ndo sdo
adjacentes a b, sua lista 4 ¢ formada pelas caixas que tem b em sua lista 3, e finalmente a

lista 5 de b ¢ formada pelas caixas nao adjacentes a ascendente de b.

Figura 4.11 - Familias de caixas (Carrier et al., 1988).

A formagao das listas citadas acima permite que se perceba a hierarquizacao das caixas
de acordo com a proximidade e com o tamanho de cada caixa. Regides com caixas menores
representam maiores densidades de vortices, o que justifica o tratamento diferenciado e a
conseqiiente separa¢do em familias distintas.

Diversos lemas e teoremas sao apresentados em Carrier et al. (1988) que fornecem
ferramentas para translagdo do centro da expansdao em multipolos e para a conversdao de

expansdes em multipolos para expansdes locais. Estas ferramentas se fazem necessarias
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para avaliar a justaposi¢ao de efeitos devido as interagdes entre as caixas e as interagdes

entre os vortices que se encontram na mesma caixa.

4.6. Processo difusivo

Se por um lado a utilizacdo do referencial lagrangeano faz com que o Método de
Vortices se veja livre das complicacdes de geracdo de malhas, sobretudo para geometrias
complexas, por outro, insere dificuldades no processo de difusdo viscosa, uma vez que nao
¢ tarefa facil obter uma solugdo numérica para o termo de difusdo da equacdo de transporte
de vorticidade que seja compativel com o referencial lagrangeano.

Deste modo, esta secdo examina quatro diferentes métodos pelos quais os efeitos
viscosos sdo considerados no Método de Vortices, ou seja, quatro diferentes abordagens
para a solucdo da Eq. (4.4), quais sejam: Método do Avango Randémico (MAR); Método
da Velocidade de Difusdo (MVD); Método da Redistribuicdo de Vorticidade (MRV) e o
M¢étodo do Crescimento do Ntucleo Corrigido (MCNC).

4.6.1. Método do Avanco Randomico - MAR

O MAR foi inicialmente desenvolvido por Chorin (1973) para aplicagio em
escoamentos com alto nimero de Reynolds e tem sido bastante utilizado desde entdo. Seu
principio fundamental € substituir o processo difusivo por deslocamentos randomicos de
particulas que carregam vorticidade, de modo a simular a evolucdo do campo de
vorticidade devido a difusdo viscosa.

A Eq. (4.4) possui solucdo analitica para um vortice inicialmente potencial, a qual pode

ser escrita na forma adimensional como

r r?
w(r,t)= Re——exp| —Re— |. 4.114
() 4rt p[ 4tJ ( )

Pode-se mostrar que a solugcdo da Eq. (4.114) pode ser reproduzida pelo movimento
aleatorio de uma nuvem vortices, de maneira similar ao movimento Browniano molecular.
Chorin (1973) demonstrou que, quando o numero de vortices tende ao infinito, o

movimento aleatério da nuvem aproxima-se da solucdo exata da Eq. (4.4). Lewis (1991)
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propOs uma alteracao a metodologia apresentada por Chorin (1973). Se a probabilidade de
se encontrar um vortice em uma determinada posi¢do no instante ¢ for representada por
a(t), pode-se encontrar os deslocamentos radial e polar deste vortice, Ar e A6,

respectivamente, invertendo-se a Eq. (4.114) para obter

4t 1
Ar = [—In| — AO =270, 4.115a, b
r 2o n(Pj e 7Q ( a, b)

onde P e Q sdao numeros randomicos entre 0 e 1, retirados de uma distribuicao
estatisticamente uniforme. As Egs. (4.115a) e (4.115b) podem ser escritas em coordenadas

cartesianas como

(Axul _ [A”COS(M)) (4.116)

Ay, Arsen(A0)

4.6.2. Método da Redistribuicao de Vorticidade — MRV

O MRYV, desenvolvido por Shankar e Van Dommelen (1996), se propds a ser uma
alternativa deterministica a0 MAR, mantendo a grande vantagem de ser completamente
livre de malhas, o que nao ocorre com o Método da Troca de Intensidade das Particulas —
MTIP (Cottet e Koumoutsakos, 1999). Tanto o MRV quanto o MTIP baseiam-se na troca
de parcelas de circulacdo entre vortices vizinhos, o que simula o transporte difusivo de

vorticidade.

O algoritmo do MRV ¢ estruturado para achar a parcela de circulagdo f;' que ¢

transferida do vortice i para o vortice j (vortices vizinhos) no instante de tempo n. Vortices
vizinhos sdo aqueles que se encontram a uma distancia inferior a distancia de difusdo, a
qual é da ordem de 4, = JVA? . O sistema para a determinagdo de f; ¢ obtido comparando-
se a transformada de Fourier do campo de vorticidade obtido pela redistribui¢do com a
transformada de Fourier do campo de vorticidade exato, e representa uma aproximacao de
ordem At. Deste modo, o sucesso do método reside em se achar uma solucgao positiva valida

para o seguinte sistema,
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2 =L (4.117)
2765 =0, 2,176 =0, (4.118)

nynflzy =2, Zf;;7§1{j§2y' =0, nynfzzy =2, (4.119)
J J J

onde § ,=(x; —x,) / h,,ouseja, &, e &), sdo as componentes cartesianas de §; . Assim, 0
vortice j esta na vizinhanga do vortice i se |x ; —xi| < Rh,, onde R é uma constante. Shankar

e Van Dommelen (1996) definem o valor de R = J12 . O sentido fisico das Egs. (4.117),
(4.118) e (4.119) pode ser entendido respectivamente como sendo a conservagdo de
circulagdo, conservacdo do centro de vorticidade e a correta expansdo do didmetro médio,

ou seja, a conservacao do momento linear € do momento angular. Outra restricdo imposta ¢
de que f;' >0, que representa o fato de que a vorticidade ndo pode ser criada ou destruida
no interior do fluido.

O sistema formado pelas Eqgs. (4.117), (4.118) e (4.119) ¢ do tipo de “fase I” em

programacdo linear e pode ser resolvido por deslocamento de varidveis. Entretanto,

Shankar e Van Dommelen (1996) propuseram uma transformacdo de varidveis do tipo

w, = f; —1/2. Assim, o universo alvo da solugdo do sistema passa de [0,1] para [-1/2,1/2],

o0 que permite dizer que a norma maxima do vetor solucdo ¢é ||c)||w =max; {|(D j|} . O sistema,

entdo, pode ser resolvido por um algoritmo de otimizagdo que minimize a norma maxima
até um valor limite de //2. A partir deste valor a solucao ¢ impossivel, ou seja, faz-se
necessario adicionar novos vortices ao sistema. Shankar e Van Dommelen (1996) citam a
distancia de \/8 do vértice i para o nascimento de novos vortices, em intervalos de 30°, até
que o sistema apresente solugao possivel.

O sistema formado pelas Eqs. (4.117), (4.118) e (4.119) pode ser reescrito para cada

vortice i como
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Ao =b. (4.120)

J

Trocando a igualdade acima por > e < e inserindo-se ||co||w como incdgnita, pode-se

resolver o problema através de uma rotina de otimizagdo que minimize ||(D|w, como se
segue
A 0 b
1 1| o 0
S _ (4.121)
~4 0 (o], ) |-b
-1 1 0

A primeira e a terceira equagdes do sistema de Egs. (4.121) sdo: 40, 2b ¢ 4w, <b,
ou seja, Aw, =b. A segunda e a quarta equagdes sio: ||(o||oo >-@; € ||(o||oo >0;, ou seja,
”‘””w = max {|m/|} . Deste modo, o objetivo se torna resolver o sistema de equacdes

(4.121), minimizando-se o valor de ||(:)||0o e, caso ||(0||0o >1/2, novos vortices devem ser

acrescentados. Neste trabalho o sistema de equacdes (4.121) ¢é resolvido utilizando-se a

rotina DDLPRS da IMSL.

4.6.3. Método da Velocidade de Difusao - MVD

O Método da Velocidade de Difusdo desenvolvido por Ogami e Akamatsu (1991)
acrescenta uma parcela de velocidade relativa a difusdo da vorticidade para o deslocamento
de cada vortice. Tal equacionamento ¢ obtido manipulando-se a equacdo de Navier-Stokes
e comparando o resultado com a equacdo que descreve o movimento de uma fungdao 2D
qualquer. Os detalhes podem ser vistos em Ogami e Akamatsu (1991).

Define-se entdo a velocidade de difusdo u,, cujas componentes em coordenadas

cartesianas sao

y —-roe o, __voo (4.122a, b)
w Ox @ Oy
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Para que se obtenha uma distribui¢do de vorticidade suavizada, desingulariza-se os
vortices pontuais, o que neste trabalho foi realizado através da utilizacdo do vortice de
Lamb. Assim, a vorticidade induzida pela nuvem de vortices j sobre o vortice i pode ser

escrita como

2 2
lzzexp _(xj %) +(2,-) , (4.123)
J

. = ,
" ro o’ /

sendo o o raio do nucleo do vortice. Substituindo-se a Eq. (4.123) nas Egs. (4.122a) e

(4.122b), chega-se as componentes da velocidade de difusdo em coordenadas cartesianas

2v [ (xj_‘xi)2+(yj_yi)2—
Hy=— Z(xl.—xj)exp = —~ e (4.124)
i J
2v | (xj—x,,)2+(yj—y[)2_
v =2 (5 Jex| - > r,. (4.125)
i J

A Eq. (4.124) e a Eq. (4.125) representam a parcela a ser somada na velocidade de

conveccao que permite a determinagdo da posicdo futura dos vortices.

4.6.4. Método do Crescimento do Nucleo Corrigido - MCNC

O método do crescimento do nucleo de Leonard (1980) estabelece uma aproximagao
para a evolucdo no tempo do campo de vorticidade devido a difusdo, através do
crescimento do raio do nucleo dos vortices. Este método deixou de ser estudado quando
Greengard (1985) provou que sua solugdo ndo converge para a equagdo de Navier-Stokes
para longos tempos de simulagdo. Rossi (1996) apresentou uma modificacdo que tornou o
método de Leonard convergente.

A modificacdo implementada por Rossi (1996), denominada “refinamento espacial”,
torna 0 método do crescimento do nucleo convergente porque se baseia na escolha de
parametros numéricos que controlam a evolugdo temporal do raio do nucleo, realizando

uma divisdo dos vortices em intervalos regulares. Assim, o Método do Crescimento do
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Nucleo Corrigido (MCNC) de Rossi tornou-se uma op¢ao como um método de difusao
deterministico, de facil implementagdo e completamente livre de malhas. Outra
particularidade do MCNC ¢ o fato deste ndo utilizar a decomposi¢cao da equacdo de
transporte de vorticidade. Apesar de niao contribuir negativamente para a convergéncia, esta
decomposi¢do introduz um erro numérico que nao esta presente no MCNC.

No MCNC, a taxa de crescimento do raio do nucleo ¢ determinada por

ol
ot

=v. (4.126)

Definem-se os parametros numéricos « [0,1] e / que determinam a freqiiéncia do
referido refinamento espacial. Deste modo, um vortice com intesidade inicial ytera seu raio
variando de um valor minimo inicial ¢/ a um valor maximo /, quando sofrerd uma divisao
em quatro novos vortices com vorticidades de y/4. Os valores minimo e maximo do raio do

vortice estabelecem respectivamente a resolugdo maxima / e a resolugdo minima /,, da
simulagdo, ou seja, [ <o, <[, . Estes novos vortices sdo posicionados a 90° uns dos outros

e a uma distancia » em torno do vortice original, conforma a Fig. 4.12.

Figura 4.12 — Divisdo do vortice no MCNC

O valor de r ¢ dado por
r=2o\l-a’, (4.127)

0 que garante a conserva¢do do momento de segunda ordem.
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E importante estabelecer uma relagdo entre « e a razdo de recobrimento 4/ dos

nucleos dos vortices que surgem na divisdo. Deste modo, supondo que os vortices novos
sao posicionados tendo seus raios tangentes entre si, esta configuracdo geométrica
estabelece h/0'=2, o que implica em « =0,8165. Assim, para «a >0,8165 ocorre
recobrimento entre os nucleos dos vortices que surgem da divisao do MCNC. Deve-se
atentar que esta razdo de recobrimento se refere apenas aos vortices que se surgiram da
divisdo de apenas um vortice original. Tendo em vista a coexisténcia e superposicdo de
diversos outros vortices, os quais sdo divididos no mesmo instante de tempo, a razdo de

recobrimento global tende a ser superior a h/o=2.

Como discutido no capitulo 5, apods estudo realizado com esses quatro métodos, optou-

se pela utilizagdo do MCNC para as simulagdes realizadas neste trabalho.

4.7. Avanco Temporal

As etapas convectiva e difusiva do Método de Vortices fornecem os elementos
necessarios para o calculo do deslocamento da nuvem de vortices, ou seja, pode-se a partir
deste ponto avancar no tempo no sentido de se determinar as novas posi¢des para cada
vortice, o que ¢ feito de acordo com o método de difusdo em questdo. Utiliza-se At =kAl
para estabelecer uma relagdo entre o deslocamento dos vortices e o tamanho do painel. Em
todas as simulagdes deste trabalho foi utilizado k£ =1, ou seja, define-se como sendo igual a
unidade a razdo entre a discretizagdo do deslocamento e a discretizagdo do corpo.

Assim o deslocamento ¢ calculado utilizando-se o avanco de Euler de primeira ordem
para os vortices que ainda ndo tém armazenadas as velocidades do passo anterior, ou seja,

para os recém-nascidos utiliza-se

A ) (u(?) A

) L) (4.128)

Para os vortices que ja possuem a velocidade do passo anterior o deslocamento ¢é

calculado utilizando-se o avango de Adams-Bashforth de segunda ordem, ou seja,
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(Axcj :[I,Su(t)—O,Su(t—At)j y (4.129)

Ay, 1,5v(2)-0,5v(t-At)

Assim, a nova posicao do vortice i €

(x(tmt)] :[x(t)j +(Axcj +(AXD] (4.130)
veray) \yw), \dve) \4y,) |

onde (AxD,AyD) # () apenas para o caso de utilizagdo do MAR, onde este deslocamento de
difusdo ¢ determinado pela Eq. (4.116), enquanto que para o MVD, para o MCNC e para o
MRV (4x,,4y,)=0.

As velocidades u(f) e u(t-At) da Eq. (4.129) advém da velocidade de convecgdo

calculada pela Eq. (4.109), a qual representa a soma da velocidade do escoamento
incidente, com a velocidade induzida pelos painéis e vortices do sistema de geracao de
vorticidade, e com a velocidade induzida pela nuvem de vortices.

Deve-se atentar ainda que, para o caso do MVD, as velocidades u(¢) e u(¢-At) da Eq.
(4.129) devem ser acrescidas da velocidade de difusdo calculada pelas Eq. (4.124) e Eq.
(4.125).

Como dito anteriormente, o esquema de Adams-Bashforth (RUGGIERO & LOPES,
1997) necessita do armazenamento do campo de velocidade do passo anterior, por isto o
primeiro passo sempre ¢ feito com o esquema de Euler. Esquemas de predi¢ao-corregdo,
tais como Runge-Kutta, ndo foram adotados, pois o célculo de mais um campo de
velocidade da etapa convectiva em um mesmo instante de tempo torna-se excessivamente
dispendioso computacionalmente, como citado em GUEDES (2003).

Neste trabalho, os vortices que surgem da divisdo do MCNC utilizam u(z-At) igual ao
u(t-At) do vortice do qual foi originado. Este procedimento visa a garantir a acuracia do

esquema de Adams-Bashforth de segunda ordem.
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4.8. Mecanismos de reducao do niumero de vortices

4.8.1. Aglomeracao direta

Como em todo método numérico, a eficiéncia do Método de Vortices ¢ medida pelo
esforco computacional necessario para se obter uma determinada acuricia.

Nos métodos numéricos que utilizam malhas, o esfor¢o computacional baseia-se no
nimero de pontos da malha onde sdo realizados os célculos. Por sua vez, no Método dos
Vortices, o esforco computacional ¢ conseqiiéncia do numero de voértices necessarios para
discretizar o campo de vorticidade acuradamente, garantindo o recobrimento de seus
nucleos e a convergéncia do método.

O Meétodo de Vortices simula a solugdo da equagdo de Navier-Stokes para escoamentos
incompressiveis, aproximando o campo de vorticidade por uma combinagdo linear de
fungdes de base carregadas pelos vortices. O recobrimento ocorre quando a influéncia de
mais de uma destas fung¢des ¢ sentida em um determinado ponto do dominio. O crescimento
do ntimero de vértices durante a simulacdo, resultado da ampliagcdo da regido rotacional do
escoamento, faz aumentar seu esfor¢co computacional, sobretudo aquele relacionado a etapa
convectiva.

Uma vez que os vortices presentes estdo livres para se mover por agdo da convecgao e
da difusdo, ¢ possivel que a simulagdo produza uma razao de recobrimento excessiva entre
os nucleos, o que contribui sobremaneira para o aumento do esfor¢o computacional.

Outro fator que contribui para um excessivo numero de vortices, € conseqiiente
aumento além do desejado da razdo de recobrimento, ¢ a utilizagdo de métodos de difusao
que realizam o refinamento espacial através da divisdo dos vortices, como ocorre no MRV
e no MCNC, conforme visto anteriormente.

Deste modo, para garantir esfor¢o computacional e acuracia competitivos, simulagoes
com o Método de Vortices devem recorrer a utilizagdo de mecanismos de aglomeracao
eficientes, capazes de reduzir o nimero de vortices sem, no entanto, causarem perdas na
convergéncia ou na acuracia. Tais mecanismos permitem que se substitua diversos vortices,

que possuam seus nucleos em excessivo recobrimento, por um unico voértice que possui
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novos valores de raio, circulagdo e posicao, tais que esta substituicdo nao implique em
perda de representatividade.

Deve-se fazer uma distingdo entre aglomeracdo numérica e aglomeracdo fisica,
conforme salientado por Rossi (1997). A primeira, cujo objetivo ¢ reduzir o esforco
computacional, diminuindo o nimero de vortices, pode ser encarada como uma simples
perturbagdo no campo de vorticidade, ou seja, se 0 método for estavel, esta perturbacdo nao
ira crescer indiscriminadamente. A segunda refere-se a situacdo fisica real, em que dois ou
mais vortices interagem entre si, formando uma estrutura rotacional nova.

O processo de aglomeragdo numérica apresentado a seguir tem como objetivo diminuir
o numero de vortices, sem, no entanto, prejudicar a qualidade dos resultados, no que se
refere a convergéncia e a acurdcia da simulagdo. Para tanto, este mecanismo tem a
necessidade de avaliar inteiramente a esteira, computando intera¢des entre os vortices
presentes e aglomerando apenas aqueles que tém um excessivo recobrimento de seus
nucleos. O algoritmo de aglomeragao necessita, a rigor, do célculo da distancia entre os
vortices, o que requer M* operagdes, para uma nuvem de M voértices. Deste modo, como o
custo computacional da simulagdo como um todo foi reduzido para a ordem de M com a
utilizagdo da expansdo em multipolos, percebe-se que o custo computacional envolvido no
processo de aglomeragdo passa a ser o fator limitante.

Este trabalho utilizou o algoritmo de aglomera¢do desenvolvido por Rossi (1997),
segundo o qual o campo de vorticidade @ ¢ aproximado por uma combinagdo linear de N

funcdes de base Gaussianas, dadas por

Sy, |x—xi|2
P ! Xp —_—— 4-131
¢ (X) = dno} ) 407 | ( )

onde cada fung¢do de base ¢ definida por trés parametros (y,,X;, 0, ), 0s quais correspondem

a intensidade, posi¢ao e raio do vortice.

A intensidade do vortice ¢ definida inicialmente na geragdo, satisfazendo-se as
condi¢gdes de contorno de impenetrabilidade e ndo-deslizamento na superficie solida. A
posicdo do vortice é determinada pela evolu¢do do escoamento, sendo resultado dos

deslocamentos induzidos pela convecgao e pela difusdo. O raio do vortice € um parametro

130



definido em funcdo da fisica do escoamento em questdo, ou seja, deve ser escolhido de
acordo com a resolugdo necessaria e imposta pelo problema. Estes valores podem sofrer
alteracdes em funcdo do processo de difusdo que ocorre nos métodos de difusio MCNC e
MRV Deste modo, raios pequenos garantem maior resolu¢do em regides criticas, como por
exemplo préximo ao corpo, no entanto podem causar problemas de instabilidade numérica,
caso ndo exista um recobrimento suficiente de seus nicleos. Ao mesmo tempo a utilizagdo
de raios excessivamente grandes, como, por exemplo, aqueles obtidos pela aglomeragdo de

diversos vortices menores, pode implicar em perda de resolugdo. Assim, /, <o, </, , ou

seja, deve-se limitar o raio do nicleo a valores maximo e minimo, aos quais correspondem
respectivamente a maxima e a minima resolugao.

Supondo a aglomeragdo de n vortices, o erro introduzido no campo de vorticidade é

M) &ror [ x-x[
- ) = —— . 4.132
Oy 4o, ; Yo 07 P 4o} &2

1
O objetivo do processo de aglomeragdo ¢ obter um conjunto de n vortices que
aglomerados em um Unico vortice com ( 7, , X, , 0, ) mantenha sob controle este erro.

Inicialmente a escolha de um vortice que possa substituir um conjunto de n voértices

requer a manutencdo dos momentos de ordem zero, de primeira e de segunda ordem,

respectivamente
Yo :i,%-, (4.133)
VoXo = ZJ’iX,» (4.134)
4y,0l = zl 7i(4af +]x, —x0|2). (4.135)
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O algoritmo de Rossi (1997) baseia-se, portanto, em identificar os conjuntos de n
vortices que podem ser aglomerados segundo as Eqs. 4.133, 4.134 e 4.135, mantendo-se

sob controle e(x) da Eq. (4.132), e respeitando-se /, <o, <[,,. O controle de e(x)

permite garantir que o campo de vorticidade seja submetido apenas a pequenas
perturbagdes instantaneas que ndo resultardo em instabilidade numérica, enquanto que

manter /, <o, </,, se torna necessario para manter a acuracia da solugdo.

Considerando-se que somente serdo aglomerados vortices que tenham seus nucleos em
recobrimento, pode-se dizer que o erro relativo ao processo de aglomeragao de um conjunto
de n vortices estara restrito a regido espacial onde este ocorreu, ou seja, cada processo de
aglomeragdao implicarda em um erro local especifico, nao ocasionando erros locais
acumulativos introduzidos por aglomeragdes diferentes. Assim, o maior erro pontual do
processo de aglomeragdo como um todo serd comparavel ao maior erro na aglomeragao
individual de um subconjunto de n vortices.

Rossi (1997) realiza a adimensionalizagdo X =x/20,, 0 que permite escrever a Eq.

(4.132) como se segue

n 2
e(X) = Yo 5 ﬁ{exp(—b}r)—%exp[— X—X,
; :

droy T 7,

? G—é}} . (4.136)
O-i

Considerando todos os ¥ com mesmo sinal, e atentando para a Eq. (4.133), percebe-se

1

que a Eq. (4.136) realiza a média aritmética do termo

X—X,

2
o;

_ )%
zi=exp(—|x| )——Zexp -
o

i

2
zﬁ}, (4.137)

0 que permite escrever como limite para o erro no processo de aglomeragdo de um

subconjunto de n vortices

e(X) < ﬂ max
47[0'5 I<i<n

z. (4.138)
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Com a Eq. (4.138) pode-se limitar o erro de uma aglomeragao de n vortices limitando-
se a diferenca entre duas fun¢des Gausianas, conforme a Eq. (4.137). O erro somente sera

nulo se x>0 e o,/0, >1, ou seja, caso estas duas fungdes estejam perfeitamente

sobrepostas.

Se os pardmetros o,/o, ¢ X estdo restritos a um conjunto de vértices, a continuidade
da Eq. (4.137) garante que haja um valor maximo M para z,, o que serve de base para o

teorema apresentado por Rossi (1997), segundo o qual, considerando-se todos os y com

mesmo sinal,

; <R 4.139
40'02 ( )
[
2
b < (ﬂj <b,, (4.140)
O-i

entao o erro no campo de vorticidade ||e(f(]|w sera menor que

M
7 . (4.141)
4ro,
onde
M =maxjz,|. (4.142)

1<i<n

Rossi demonstra que os valores extremos de 2z, s3o obtidos fazendo-se

2 2
z’%gj =(R,b,) ou [|X,~ Z,G/O_izj:(]e,bz).

(s
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Uma vez determinado M em fungdo de R, b; e b, pode-se estabelecer condi¢des para

que se obtenha uma aglomera¢do com uma tolerincia & para ||e(§()|w

oM
4ro,

<eg. (4.143)

As Egs. (4.139) e (4.140) e (4.143) formam os testes para que se efetue uma
aglomera¢do em um conjunto de vortices, cujo erro estara controlado pela tolerancia &
estabelecida, porém, a realizacdo destes testes ¢ de elevado custo computacional, uma vez

que ¢ necessario calcular (7, ,X,,0,) pelas Egs. (4.133), (4.134) e (4.135) toda vez que um

novo candidato ¢ acrescentado ao conjunto de vortices que se deseja aglomerar.
Por esta razao ¢ estabelecido um conjunto de testes mais restritivos do que o formado

pelas Egs. (4.139) e (4.143), ou seja
2 2
x,—x,| <RI, (4.144)
para todo j e um particular i no conjunto de vortices a ser aglomerado, e

4
7] < 5% (4.145)

A Eq. (4.144) substitui a Eq. (4.139), ao passo que a Eq. (4.145) substitui a Eq. (4.143),

2 . . ~ r
uma vez que o, =/, € ‘x j—xo‘ <D. Esta ultima inequa¢do advém do fato de

2 . e :
‘X ;X i‘ < % para todo vortice j € um vértice i em particular.

O algoritmo de Rossi (1997), implementado neste trabalho, ¢é apresentado
resumidamente abaixo:

1. Estabelecer a tolerancia & e os parametros R, b; e by, 0 que permite determinar o
valor de M;
2. Fazer i=1 até N,

3. Iniciar C = {(7,—,X,-,O',-)};
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4. Fazer j=1 até N, adicionado j a C se as seguintes condi¢des forem satisfeitas:
- <5
- 7, tem o mesmo sinal de y;;
- as Eqs. 4.144 ¢ 4.145 sao satisfeitas.
5. Fim do loop em j;
6. Se C tem mais de um vortice, calcular (yo,xo,oo) pelas Eqgs. 4.133,4.134 ¢ 4.135.

7.Se o, <1, eaEq. (4.140) ¢ satisfeita para cada vortice em C, substituir o vortice i

pelo resultado da aglomeragao de todos os vortices de C;
8. Fim do loop em i

Figura 4.13a — 10.000 vortices Figura 4.13b — 4.986 vortices
antes da aglomeracdo depois da aglomeracao

A Fig. 4.13a permite a visualizagdo de uma distribuicao aleatoria de 10.000 vortices em
torno de um ponto fixo central. Apds o processo de aglomeragdo, onde os pardmetros

utilizados foram ¢=0.02; /,,=0,9; [ =0,5; R=0,1; 5,=0,9 e b,=1,1, estes 10.000 vortices

sdo aglomerados em 4986 vortices, conforme Fig. 4.13b.

Sendo o custo computacional do Método de Vortices reduzido pela diminui¢do de
vortices na esteira, o ganho com a utilizagcdo do algoritmo de aglomeracdo ¢é substancial,
porém, o custo computacional deste processo deve ser contabilizado, uma vez que tende a

2
ser de ordem M".
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4.8.2. Aglomeracio utilizando a hierarquia de caixas do MEMA

Como citado anteriormente, uma alternativa para diminuir o custo computacional
envolvido com na aglomeracdo, ¢ realizar isoladamente a aglomeragdo em cada caixa
resultante da divisdo do dominio computacional estabelecida pelo MEMA. Tal
procedimento permite a utilizagdo do algoritmo de aglomeracdo em cada caixa
separadamente, evitando avaliar as iteragdes entre os vortices que estdo em caixas
diferentes, o que reduz o custo computacional do processo. A eficiéncia da aglomeragdo ¢
garantida pelo fato de que a densidade local de vortices ¢ mantida sobre controle durante a
divisdo do dominio em caixas executada pelo MEMA.

O capitulo 5 apresenta o resultados de diversas simula¢des que compararam o custo
computacional e a eficiéncia nos processos de aglomeragdo direta (se¢do 4.7.1), com
aqueles obtidos com a aglomeragdo por caixa (se¢do 4.7.2). Este procedimento resulta em
enorme ganho com relacdo ao custo computacional, porém ndo implica em perda de
acuracia na simula¢ao como um todo, tendo em vista que o erro introduzido no processo de
aglomeragdo estd limitado espacialmente em cada caixa, conforme ¢ apresentado no

capitulo 5.

4.8.3. Corte

Outro mecanismo encontrado na literatura ¢ o denominado corte (“cut-off”), que
objetiva manter sob controle o numero de vortices, estabelecendo um teto para o tamanho
do problema, ¢ mantendo sob controle o crescimento do nimero de vortices. Assim, deve-
se utilizar o corte em métodos como 0 MRV e MCNC, uma vez que o refinamento espacial
realizado resulta na divisdo de vortices e crescimento exponencial do tamanho do
problema. Neste processo de divisdao, a intensidade dos vortices vai sendo dividida
sucessivamente, criando regides com vorticidade extremamente baixa, na fronteira da
regido rotacional, com uma grande quantidade de vortices que possuem intensidades muito
pequenas, o que representa um esforco computacional desnecessario. Deste modo, o
procedimento descrito como corte ¢ adotado, fazendo simplesmente com que vortices com

intensidades inferiores a um parametro estabelecido (I"_ ) parem de se dividir,

corte

136



permanecendo com seu nucleo constante até o final da simula¢do. A escolha do parametro

numérico para I deve ser feita cuidadosamente, tendo em vista representar o limite para

corte
o processo de difusdo da vorticidade. O valor deste parametro deve ser fungdo do

escoamento em estudo, do custo computacional admissivel e da acurécia desejada.

4.9. Correcio do campo de vorticidade para vortices que cruzam a superficie

A desingularizagdo dos vortices insere um erro na avaliacdo do campo de velocidade
induzido pelos vortices que tem o seu ndcleo interceptando a placa plana, conforme pode
ser visto na Fig. 4.14, uma vez que parte da vorticidade de seu nucleo se encontra dentro do

corpo sdlido.

placa plana

Figura 4.14 — Vortice com raio o que cruza a placa plana

Tal erro no campo de velocidades induzido pelos vortices cujos nucleos cortam a
superficie solida pode ser modificado conforme proposto por Lewis (1991). No entanto,
durante a execu¢do deste trabalho, foi desenvolvida uma nova metodologia para esta
correcdo. Propde-se avaliar a vorticidade presente no escoamento corrigindo
simultaneamente a circulacdo " e o raio o dos vortices cujos nucleos cruzam a superficie.

A vorticidade real presente no escoamento pode ser encontrada avaliando-se a seguinte

integral
0, 0, » F 1”2 ¢
I''= | wdd = exp| —— rdrd¢9=(1—/ )r, 4.146
fous= ool L] arao-(-44, 140
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onde ¢ define o arco que esta dentro da placa, conforme Fig 4.14.
A Eq. (4.146) corrige a circulagdo que deve ser aplicada para calculo do campo de

velocidade. Desse modo, quando ¢ =7 o vértice tem metade de seu nucleo dentro do
corpo, ou seja, I = %F. Por sua vez , quando o vortice tangencia a superficie ¢ =0, ou

seja, nao ¢ necessaria correcao da circulacao.

A corregdo do raio é feita a partir da relagio 4 =4,-4", onde 4, ¢ a 4rea total do

nucleo do vortice, 4 ¢ a area acima da superficie e 4 ¢ a area abaixo da superficie.

Como A~ = ‘7%(¢—sen¢) , chega-se a

i gmsend)

o = 4.147
> (4.147)

Deste modo, implementando-se as corregdes relativas a circulagdo e ao raio, a

velocidade induzida em qualquer ponto do dominio por um vortice j que corta a placa ¢

calculada
(1_%7Z')F 2
ue(r,t)z—— I-exp| — (4.148)
27zr [1_ (¢—sen¢)j02
2r

4.10. Correc¢ao para vortices que penetram no corpo

O passo convectivo dos vortices ¢ calculado levando-se em consideragao as velocidades
induzidas pelos painéis e vortices que formam a matriz de influéncia, pelos vortices
presentes na esteira, assim como pelo escoamento incidente. A discretizagdo temporal do
método de vortices faz com que seja possivel o deslocamento de um vortice para o interior

do corpo, o que ¢ fisicamente impossivel.
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Deste modo, a modelagem em questdo lanca mao do esquema de reflexao dos vortices
(SILVA, 2005) que por ventura tenham sido deslocados para o interior do corpo, onde a

posi¢do ¢ recalculada sobre a normal ao painel, como pode ser visto na Fig. 4.15.

’ e e xd
Vortlce ..................

refletido

vortice no interior
do corpo

Figura 4.15 — Reflex@o de vortices (SILVA, 2005)

4.11. Suavizacido da velocidade induzida por vortices muito proximos aos pontos de

controle

A modelagem numérica apresentada utiliza um artificio proposto por Lewis (1991),
para suavizar a velocidade induzida por um vortice sobre o ponto de controle localizado a
uma distancia menor que um determinado valor. Este procedimento se baseia em considerar
a velocidade induzida como um valor médio daquela induzida em pontos préoximos do
ponto de controle em questao.

Assim, supondo que um vortice esteja a uma distancia inferior a este valor, deve-se
avaliar a velocidade induzida sobre os sub-painéis, conforme Fig. 4.16, que utiliza como
exemplo quatro sub-painéis, e avaliar a média das velocidades nos pontos de controle dos
sub-painéis. Este procedimento suaviza a velocidade induzida por vortices muito proximos

aos pontos de controle dos painéis.
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painel i-/ .
X i2
painel i painel i+/

Figura 4.16 — Utilizagdo de sub-painéis

Deste modo, pode-se generalizar a expressao para calculo da velocidade induzida por

um vortice j sobre um painel 7, utilizando N_, sub-painéis, da seguinte maneira

u 1 (4
=D, .| - (4.149)
Vv ki Nsub p=1 v o

A seguir ¢ apresentado um estudo onde a utilizagdo de sub-painéis ¢ avaliada para a
regido proxima ao corpo. As Fig 4.17 a 4.21 apresentam resultados para a velocidade

induzida sobre o ponto de controle, por um vortice de Lamb localizado em diversas

posigoes (A%:O’ A%:O,S e y=Ar), com intensidade 0,01, utilizando-se de 1 a 10 sub-

painéis retos e curvos, onde x e y sdo coordenadas locais dos painéis (Fig. 4.14).

X 0 X
om - A( om - Af -
— Himem de sub-painéis = 1 ————— Hdmero de sub-paindis = 1
o — — — HNdmero de sub-painéis = 2 — — — HNudmero de sub-painéis = 2

. Y o
—_————— Nimero de sub-painéis = 4 - Nidmero de sub-painéis = 4

Nimero de sub-paindis = 6 - Himero de sub-painéis = &
— —— Nimen de sub-painéis =2 Himero de sub-painéis = &
———- Nimero de sub-painéis = 10 ——— Nimero de sub-paindis = 10

JEr Y AL, -l T T T S S T T T | |w\\I||||I||||Iw||I
1

y/AL /AL
Figura 4.17a — uw/U, vértice de Lamb Figura 4.17b — u/U, vortice de Lamb
X g X .y
em == 0 e sub-painéis retos. em == 0 e sub-painéis curvos.
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Figura 4.18a — v/V, vortice de Lamb
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Figura 4.19a — u/U, vértice de Lamb
em x=0,5A/ e sub-painéis retos.
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Figura 4.20a — u/U, vortice de Lamb
em y=A/¢ e sub-painéis retos.
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Figura 4.18b — v/, vortice de Lamb

X .,
cm E =0 ¢ sub-palnels curvos.
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Figura 4.19b — u/U, vortice de Lamb
em x=0,5A¢ e sub-painéis curvos.

y=Al

Niimero de sub-painéis = 1
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Figura 4.20a — u/U, vértice de Lamb
em y=A¢ e sub-painéis curvos.
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Figura 4.21a — v/V, vortice de Lamb Figura 4.21b —v/V, vortice de Lamb
em y=A/l e sub-painéis retos. em y=A/ e sub-painéis curvos.

As Fig 4.17 a 4.21 permitem concluir que, para qualquer posicao relativa entre o vortice
e o ponto de controle, nao ha diferenga grafica na velocidade induzida quando se utiliza um

numero de sub-painéis superior a quatro, quer para painéis retos, quer para painéis curvos.

As referidas figuras permitem que se arbitre também como A% a distancia ao ponto de

controle, a partir da qual a aplicacdo de sub-painéis nao ¢ realizada. Na simulagdes

realizadas neste trabalho, utilizou-se,portanto, 5 sub-painéis, os quais sdo empregados

quando o vortice dista menos que A% do ponto de controle do painel.

4.12. Atualizacio das Condicoes de Contorno

Sendo o escoamento considerado impulsivo, ou seja, incide instantaneamente em todos
os pontos do dominio fluido em #=0", o termo independente b dos sistemas de equagdes
algébricas lineares descritos anteriormente, quer para painéis com distribuicdo de
vorticidade constante (4.48) ou linear (4.71), quer para painéis sem curvatura (4.98), ou
com curvatura (4.99), deve ser atualizado porque a simulagdo evolui de uma situagdo em
que b ¢ formado apenas pelo escoamento incidente, para uma situacdo em que os vortices
adicionados na esteira também devem ser considerados. Esta evolucao das condigdes de

contorno caracteriza a transi¢do de um problema inicial, em equilibrio e puramente
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potencial, para um problema transiente em que a regido rotacional ¢ simulada pela inserc¢ao

de vortices gerados na interagdo do fluido com o sdlido.
Deste modo, deve-se adicionar ao vetor independente b, a parcela correspondente a
velocidade induzida no ponto de controle i pelos vortices k presentes na nuvem, chegando-

se ao novo vetor independente do sistema (4.98) ou (4.99), respectivamente para painéis

retos ou curvos,

cosa M u, .

b =-U, n->T, n,,para, [<i<N, (4.150)
sen o = o
cosa M u, )

b =-U, t->T, t.,para, N+1<i<2N, (4.151)
sen o = v i

onde « ¢ o angulo de ataque, n, e t, sdo, respectivamente, os vetores normal e tangencial

ao painel i.

M
. u o . \ . . .
Assim, o termo ZF,{[ Vj , has equacdes acima, refere-se a velocidade induzida no
ik

k=1 v /;

ponto de controle i pelos vortices k presentes na nuvem.
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CAPITULO5

RESULTADOS DOS TESTES DE DESENVOLVIMENTO DO METODO

A modelagem numérica desenvolvida neste trabalho foi apresentada em detalhes no
capitulo 4, permitindo a compreensdo dos métodos aplicados em cada etapa da simulacdo e
estabelecendo a interdependéncia entre eles. Deste modo foram deduzidas as equagdes que
representam o problema em estudo, de acordo com as hipOteses consideradas, buscando
uma contribuicao no sentido de incorporar ao modelo como um todo, processos que melhor
representem a situacdo fisica de interesse.

O Método dos Painéis foi descrito, ainda no capitulo 4, de maneira a percorrer todos 0s
detalhes de sua implementacdo numérica, como a escolha das singularidades, seu modelo
de representacdo ao longo da superficie, e o refinamento do corpo em painéis retos e
curvos. O presente capitulo apresenta resultados para o escoamento potencial ao redor de
um aerofélio de Van de VVooren, visando a avaliar as melhorias introduzidas no modelo, ou
seja, comparando 0s resultados obtidos com painéis retos com aqueles obtidos com painéis
curvos, e propiciando uma validacdo através da compara¢do com um escoamento que
possui solucdo conhecida.

Ainda no que diz respeito a comparagdo entre painéis com e sem curvatura, diversos
testes foram conduzidos para os campos de velocidade gerados nas proximidades do corpo.
Tais testes também sdo mostrados neste capitulo, o que permite identificar a aplicabilidade,
as regides de concordancia e as vantagens na utilizacdo de cada uma destas modelagens.

O capitulo 4 também descreve o avanco, no que diz respeito ao custo computacional, ao
se lancar mdo do Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo (MEMA). Tal método foi
utilizado em substituicdo ao calculo direto vortice-vortice, que torna impeditivas
simulacdes com elevada discretizagdo do dominio rotacional, ou seja, simulagbes com
elevado nGimero de vértices, uma vez que seu custo computacional era da ordem de M2,
onde M é o numero de vortices livres presentes na simulacdo. O presente capitulo apresenta
resultados que ilustram a enorme aceleragdo conseguida com a aplicacdo do MEMA, onde
se obtém um custo computacional da ordem de M, demonstrando ainda sua alta capacidade

de adaptacdo a diferentes distribui¢fes espaciais.
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Como dito anteriormente, o recobrimento dos nucleos dos vortices € a caracteristica que
garante a convergéncia do metodo. No entanto, um recobrimento excessivo, além de
aumentar os erros de truncamento, contribui substancialmente para elevar o custo
computacional da etapa convectiva. Desta maneira, é altamente desejavel que se mantenha
controlado o nivel de recobrimento dos raios dos vortices. Para tanto, recorre-se ao
algoritmo de Rossi (1997) para realizar o processo de aglomeracao descrito no capitulo 4,
cujos resultados sdo apresentados no presente capitulo. Por outro lado, o custo
computacional do algoritmo de aglomeragdo de Rossi (1997) deve ser compativel com o
ganho que este proporciona ao se diminuir o niamero de vortices que se encontram com
recobrimento excessivo, ou, em outras palavras, o tempo gasto para realizar a aglomeracéo
deve ser justificado pelo ganho de se trabalhar com uma nuvem menor nas demais etapas.
Ocorre que o citado algoritmo também possui custo computacional da ordem de A?. Por
esta razdo, e com o objetivo de diminuir este custo, o presente capitulo apresenta como
alternativa a utilizacdo da divisdo espacial em caixas estabelecida pelo MEMA,
empregando o algoritmo de aglomeracao para cada caixa isoladamente. Este procedimento
reduz em mais de uma ordem de grandeza o tempo de CPU da etapa de aglomeracdo dos
vortices. Os resultados destes testes também sdo apresentados neste capitulo.

Ainda no capitulo 4, o enriquecimento da modelagem no processo de difusdo se da
através da eliminacdo da contribuicdo probabilistica do Método de Avango Randémico
(MAR), e da utilizacéo alternativa de trés Métodos de Difusao deterministicos que simulam
os efeitos viscosos do escoamento. Sdo eles: Método da Velocidade de Difusdo (MVD),
Método da Redistribuicdo de Vorticidade (MRV) e Método do Crescimento do Ndcleo
Corrigido (MCNC). Os resultados das simulacdes que constam do presente capitulo
permitem comparar a eficiéncia de cada um destes métodos aplicados ao problema de
difusdo de um vortice pontual, validar sua implementagdo numérica utilizando-se a solucéo
proposta por Batchelor (1970) para este problema, e concluir quanto a melhor opcao para
incorporacgéo no algoritmo completo do Método de Voértices.

Deste modo, cada um dos aprimoramentos mencionados anteriormente sdo abordados a
seguir, formando um conjunto de resultados parciais, 0s quais sdo resultantes da aplicacdo
individual de cada melhoria em separado. A validacdo dos métodos de difusdo € feita pela

solucéo proposta por Batchelor para o problema de vortice pontual, assim como a validagao
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da implementagdo dos painéis com curvatura langa mdo da solugdo analitica para

escoamento potencial em torno do aerofolio de VVan de VVooren.

5.1. Incorporacao do efeito da curvatura no Método dos Painéis

Como parte integrante do Método de Vortices, o0 Método dos Painéis se encarrega de
resolver o escoamento potencial, determinando a vorticidade gerada na superficie pela
satisfacdo da condicdo de contorno nos pontos de controle dos painéis.

A discretizacao do contorno solido é um procedimento que conduz a um refinamento na
solucéo potencial. A utilizacdo de paineis retos requer um nimero de painéis elevado para
atender as solicitacdes onde os gradientes das grandezas de interesse sao intensos, como 0s
existentes nas regides de grande curvatura do bordo de ataque de aerofélios. Deste modo, a
utilizacdo de painéis curvos representa um avango na representacdo do corpo, porque faz
com que seja necessario um numero de painéis menor para uma acuracia pré-fixada, com
reflexos na simula¢do como um todo.

A aplicacdo da metodologia de painéis com curvatura pode ser empregada na solucao
do escoamento potencial, permitindo que se estude o grau de aprimoramento do modelo
quando comparado a aplicacdo de painéis retos. Recorre-se, neste caso, ao aerofélio de Van
de Vooren com 15 % de espessura e angulo de ataque de 10° como pode ser visto na Fig.
5.1.

T
e

-C 2 ‘\ -C 2k ® C %
P [ g -~ P '-\\I" P i shm%
A | o h‘h‘—‘”ﬁ-‘_,‘ T I e o, ‘ ¢ M“W gy,
of % - S T N of P m::_\ o / NM'"_\_..‘
o ET o5 578 d éi") o5 I o ‘- ; TN oi5 )
Xic Xic ] XIC I
Figura 5.1a — C, para Van de Figura 5.1b — C, para Van de Figura 5.1c — C, para Van de
Vooren 15%, ¢ =10° Vooren 15%, ¢ =10° Vooren 15%, ¢ =10°
N = 50 painéis curvos N =100 painéis curvos N = 300 painéis curvos
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Pode-se ainda comparar o resultado encontrado na utilizacdo de painéis curvos com o
resultado de painéis retos, sobretudo onde esta diferenca se torna ainda mais evidente, ou
seja, na regido superior do bordo de ataque, como é apresentado nas Fig. 5.2a, Fig. 5.2b e
Fig. 5.2c.

—&—  Painéis cunes

—4—  Paindis curves
s d o Pairvis retos
i Solugio analitica

SolugSa analitien ar

S,
~i§-:_‘33 -
R . - L -'E
o1 0z 03
Xic

] [ 02 o3
Xic

Figura 5.2a — C, para Van de

Vooren 15%, o =10°
N = 20 painéis

Figura 5.2b — C, para Van de

Vooren 15%, o =10°
N = 30 painéis

Figura 5.2c — C, para Van de

Vooren 15%, o =10°
N =50 painéis

A utilizacdo de painéis curvos ndo apenas melhora a distribuicdo de pressdo na
superficie do aerofdlio, como também melhora o campo de velocidade induzido nas
vizinhangas do painel. Esta melhoria é fundamental para o calculo da velocidade em
vortices proximos aos paineis.

Por este motivo, é apresentado a seguir um estudo comparativo entre os campos de
velocidade gerados por painéis retos e por painéis curvos, visando a obter um entendimento
maior sobre a modelagem a ser empregada em cada situacdo e regido estudadas, de acordo
com as suas vantagens e desvantagens.

O primeiro caso estudado é o escoamento potencial ao redor de um circular,
discretizado com N =8 painéis, com vorticidade constante ao longo do painel, ou seja, ha
simetria em relagdo as vorticidades nos nos. A Fig. 5.3 apresenta 0 campo de velocidade no

sistema de coordenadas do painel, em um eixo normal ao painel, em x/A¢ = 0.5, induzido

por um painel qualquer do cilindro. Cabe ressaltar que os 8 painéis do cilindro tém a
mesma curvatura, induzindo campos de velocidade iguais no sistema de coordenadas do
painel. Do mesmo modo, o campo de velocidade no sistema de coordenadas do painel

induzido em x/A¢ =1,0 para o cilindro com N =8 pode ser visto na Fig. 5.4
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Ainda para o cilindro com N =8, pode-se ver o campo de velocidade no sistema de
coordenadas do painel com y/A¢=0.2, y/A¢=0.5 e y/A¢=1.0, respectivamente nas
Fig. 5.5, Fig. 5.6 e Fig. 5.7.
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Figura 5.5 - Cilindro, N =8, y/A¢=0.2
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A analise das Fig. 5.3 a. 5.7 permite que se conclua que para o caso considerado, 0s
campos de velocidade induzidos por painéis retos e curvos tém uma coincidéncia grafica
para pontos distados a partir de 0.5A¢ do ponto de controle do painel. Deve-se ressaltar que
N=8 é uma discretizacdo bastante grosseira, muito inferior da comumente utilizada em uma
simulacdo com o Método de Vortices.

A seguir sdo apresentadas as figuras para a simulacdo de um aerofolio NACA 0012 com
N =100 e distribuicdo linear de vorticidade. O campo de velocidade, no sistema de
coordenadas do painel, induzido por um painel do bordo de ataque (painel 49) pode ser
visto nas Fig. 5.8 a 5.12.
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As distribuicdes de velocidade no sistema de coordenadas do painel mostradas nas Fig.
5.8 a. 5.12, geradas pelo painel 49 do aerofélio NACA 0012 com N =100 e distribuicéo
linear de vorticidade, permitem que se conclua que, também para este caso, 0 campo de
velocidade induzido por um painel reto coincide graficamente com o campo de velocidade
gerado por um painel curvo quando se avalia a velocidade em pontos que distam mais que
0,5A/ do ponto de controle considerado.

Por altimo, para conduzir a comparagdo entre o campo de velocidade induzido por um
painel reto e por um painel curvo, foi escolhido o painel de maior curvatura (painel 149) em
um aerofélio discretizado em 300 painéis, de modo a testar o grau de sensibilidade do
modelo quanto a utilizagdo ou ndo de painéis curvos para este nivel de refinamento. Deste

modo, a Fig. 5.13 refere-se ao campo de velocidade, no sistema de coordenadas do painel,
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induzido por um painel do bordo de ataque do aerofélio NACA 0012 (painel 149),
adimensionalizado pelo seu comprimento A/, sobre os pontos de uma linha normal ao

painel, situada no centro do mesmo (x =0,5A¢). Observa-se uma boa concordancia grafica
entre as velocidades induzidas pelos painéis reto e curvo, sobretudo para a componente v/V.
Para a componente »/U a concordancia se da a partir de y/A¢ maior que 0,5A7, ou seja,
para um ponto situado a um distancia maior que metade do painel, os campos de velocidade

induzidos por painéis curvos e retos sdo graficamente coincidentes.

nos f
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0 0.5 I VI/IAKI 1 1.6
Figura 5.13 — NACA 0012, N =300,
x/Al=0.5

A Fig. 5.14 mostra os componentes de velocidade induzidas pelo mesmo painel do
bordo de ataque do aerof6lio NACA 0012, no sistema de coordenadas do painel, porém
agora sobre uma linha normal ao painel, situada em sua extremidade A¢. Verifica-se
concordancia grafica para ambos os componentes u/U e v/V induzidos pelos painéis curvo e

reto, para quaisquer valores de y/Af(.
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As Fig. 5.15, Fig. 5.16 e Fig. 5.17 mostram o campo de velocidade induzido novamente
pelo painel 149 do bordo de ataque do aerofolio NACA 0012, porém agora sobre uma linha
paralela ao painel, a uma distancia de y=0,001A¢, y=0,005A¢ e y=0,01A/
respectivamente. Nota-se uma perfeita concordancia grafica nos componentes de

velocidade para todos 0s casos.
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O estudo comparativo entre os campos de velocidade induzidos por painel reto e curvo
permitiu estabelecer um parametro para otimizar a avaliacdo das velocidades induzidas
pelos paineis sobres os vortices, na etapa convectiva do modelo, dando prioridade a
utilizacdo de painéis retos. Tal preferéncia se deve ao fato do custo computacional

relacionado a avaliacdo numérica das integrais das Eqs. (4.83) e (4.84), para o caso de
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painéis curvos, ser maior do que o custo computacional relacionado a avaliacdo direta das
Eq. (4.57) e (4.58), para o caso de paingis retos. Deste modo, e pela analise das Fig. 5.13 a
5.17, as simulacdes conduzidas por este trabalho utilizaram como parametro para avaliacéo

por painéis curvos a distancia de referéncia 0,5A7, ou seja, para vortices que distam menos
que 0,5A¢ do ponto de controle do painel, utiliza-se painéis curvos para o calculo das
velocidades induzidas, caso contrario, se a distancia ao ponto de controle é superior 0,5A7,

utiliza-se painéis retos para o calculo da velocidade induzida pelo painel sobre o vortice.
Cabe ressaltar que a formacgdo da matriz de influéncia ndo leva em consideracdo este
pardmetro, ou seja, todos os coeficientes de influéncia sdo calculados com painéis curvos,
tendo em vista a pequena gquantidade de avaliacdes efetuadas neste caso.

Desta forma, a utilizacdo de painéis que incorporem curvatura na discretiza¢do do corpo
introduz no modelo um grau superior de refinamento, permitindo obter resultados
semelhantes aqueles alcancados com painéis retos, porém, com a utilizacdo de um numero
menor de painéis, ou, alternativamente, pode-se trabalhar com o mesmo numero de painéis
e obter-se resultados mais acurados na simulacao. No entanto, como é de se esperar, 0 custo
computacional envolvido com a integracdo numérica realizada quando se utiliza painéis
curvos deve ser levado em consideracdo para a escolha do modelo. Tais conclusfes séo

resultado dos testes apresentados acima.

5.2. Avaliacdo do Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo - MEMA

A adaptabilidade espacial do algoritmo desenvolvido por Carrier et al. (1988) foi
avaliada recorrendo-se a quatro tipos de configuracdes geométricas diferentes, a saber:
qguadrado com distribuicdo estatisticamente uniforme (Fig. 5.18a); distribuicdo
estatisticamente nao uniforme em torno quatro pontos com posic¢des aleatérias (Fig. 5.18b);
distribuicdo estatisticamente ndo uniforme em torno de 4 pontos posicionados em linha
(Fig. 5.18c); distribuicdo estatisticamente ndo uniforme em torno de pontos posicionados
em sendide (Fig. 5.18d); e esteira formada por aerofélio estolado (Fig. 5.18e). Para cada
caso, as posicles exatas dos vortices sdo aleatdrias, geradas a partir de uma distribuicéo

estatisticamente uniforme.

155



1.5
14
AT 0 ey v o4, °-_~. Do
¢ iy «;:"'.ﬂ‘.\i, ue ”3 ;.'_: s:(.'/:-..
057 N P oL, Ak oy
P v
0 05 1 16 2 25 3

Figura 5.18c - Distribuicdo ndo uniforme em linha

156



Figura 5.18d — Distribuicdo em Sendide
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Figura 5.18e — Esteira formada por aerofélio com
angulo de ataque de 90 °©

Estas geometrias representam qualitativamente diferentes tipos de configuracbes
instantaneas de esteiras que podem ser obtidas em simulagcfes, com diferentes niveis de
concentracdo e ndo uniformidade. A Fig. 5.18a representa uma regido com bastante
uniformidade na distribuicdo dos vortices, enquanto que a Fig. 5.18b apresenta uma néo
uniformidade na distribuicdo limitada a uma regido bem definida. A Fig. 5.18c representa a
esteira de um aerofdlio com baixo angulo de ataque, e a Fig. 5.18d uma esteira com angulo
de ataque elevado. A Fig. 5.18e foi gerada com a posi¢do dos vértices obtida ao se simular
0 escoamento ao redor de um aerofélio com angulo de ataque 90°.

As Figuras 5.19a a 5.19e apresentam as curvas de tempo de processamento em funcao
do numero de vortices obtidas pelo calculo direto com precisdo dupla e pelo MEMA para

cada geometria citada anteriormente.
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Figura 5.19b. Distribui¢do ndo uniforme.
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Figura 5.19d. Distribui¢do em sendide
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O algoritmo do MEMA requer que o dominio que contém a nuvem de vortices seja
dividido sequencialmente em caixas quadradas, até que estas possuam um numero de
voértices menor que 0 numero maximo de vortices por caixa. Este parametro é importante
para o desempenho do algoritmo. Entretanto, este refinamento também € interrompido
guando o tamanho da caixa se torna menor do que a distancia para desingularizacdo. Nesta
situacdo, se o refinamento tivesse continuidade, vortices que devem ser tratados pelo
calculo direto seriam colocados em caixas diferentes, o que faria a interacao entre eles ser
calculada pela expansdo em multipolos. Em outras palavras, a distancia para
desingularizacdo nao pode ser superior ao tamanho da caixa e, por este motivo, regides com
grande densidade de vortices causam situacdes em que se deve aumentar 0 nUMero maximo
de vortices por caixa para se manter o tamanho das caixas superior a distancia de
desingularizagao.

Em contrapartida, quando se torna necessario aumentar 0 nimero maximo de vortices
por caixa, o tempo de processamento se torna maior, uma vez que o refinamento espacial é
interrompido com um numero menor de caixas. Como conseqiéncia, 0 numero de
interacdes diretas particula-particula aumenta. Tal prejuizo no desempenho do cédigo pode
ser visualizado nas Fig. 5.19b — 5.19e, onde as retas de desempenho do MEMA se
aproximam das curvas obtidas com o célculo direto. Este comportamento é consequéncia
da multiplicacdo do numero de vortices por caixa por um fator igual a oito, toda vez que a
distdncia de desingularizacdo ultrapassa o tamanho da caixa onde aquele vortice se
encontra. O procedimento adotado tem como objetivo dobrar o tamanho da menor caixa na
proxima chamada do MEMA, tendo em vista que, para a confeccdo dos gréficos das Fig.
5.19a — 5.19¢e, 0 numero de vortices dobra entre cada chamada. A configuracdo geometrica
da esteira simulada na Fig. 5.19a ndo apresenta a necessidade de se utilizar este
procedimento, uma vez que a distribui¢do estatisticamente uniforme de vortices mostrada
na Fig. 5.19a faz com que n&o aparega localmente nenhuma regido com caixas menores que
a distancia de desingularizacdo. Para o caso da Fig. 5.19e, verifica-se a aproximacéo entre
as curvas apenas para o Gltimo ponto (M = 10°), o que se deve ao fato de que a distribuicio
de vértices gerados pelo aerofélio estolado da Fig. 5.19e apresenta, estatisticamente, grande

uniformidade.
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O procedimento para controle do nimero maximo de vortices por caixa, adotado nas
simulacdes apresentadas nos capitulos 6 e 7, respectivamente para placa plana de Blasius e
para aerof6lio, foi aumentar em apenas 50 vértices 0 nimero maximo de vortices por caixa,
toda vez que a distancia de desingularizacdo se tornar maior que o tamanho da caixa. Isto é
possivel porque, diferentemente das simulagdes desta se¢do, que dobram propositalmente o
numero de vortices a cada nova avaliagédo, nas simulacdes dos capitulos 6 e 7 0 nUmero de
vortices cresce a uma taxa muito inferior. Deste modo, o efeito do aumento instantaneo do
tempo de CPU, relacionado ao aumento do nimero maximo de vortices por caixa, € menos
perceptivel nas simulacGes dos capitulos 6 e 7 do que nesta se¢éo.

O desempenho do MEMA pode ser medido de duas maneiras. A primeira, mais
facilmente observavel nos graficos das Figs. 5.19a a 5.19¢, é o fato de que a ordem de
grandeza dos tempos de CPU obtidos para as simula¢fes com o0 MEMA é muito menor do
gue a ordem de grandeza dos tempos de CPU obtidos com o método direto particula-
particula. Por exemplo, pelo célculo direto, s&o necessarios aproximadamente 10° s para
processar 10* vortices e 10 s para processar 10° vértices, em todas as configuracdes
geométricas estudadas. No caso do MEMA, sdo necessarios 0,5 s para processar 10*
vortices e 5 s para 10° vértices. Como se pode ver nas figuras, o tempo de CPU requerido
pelo MEMA é muito menor. Por outro lado, o exemplo acima serve também para ilustrar a
segunda observacdo que pode ser inferida. O tempo de processamento obtido pelo método
direto é multiplicado por 10% ao se multiplicar o niimero de vértices por 10, enquanto que,
no caso do MEMA, multiplicando-se por 10 o numero de vortices, 0 tempo necessario
também € multiplicado por 10. Este comportamento se deve a inclina¢do que cada reta tem
nas Fig. 5.19a a 5.19e, o que é mais facilmente notado na Fig. 5.19a. Deste modo
comprova-se que o custo computacional do MEMA ¢é de ordem M, enquanto que o do
célculo direto é da ordem de A%, como esperado.

As Fig. 5.19a a 5.19e também mostram que a inclinacdo da reta se mantém constante
nos intervalos em que o numero maximo de vortices por caixa € mantido constante. A reta
aumenta localmente a sua inclinacdo nos pontos em que ha um aumento do ndmero
maximo de vortices por caixa, como claramente mostrado nas Fig. 5.19a a 5.19e, mas

retoma a inclinagdo anterior uma vez mantido fixo o niUmero maximo de vortices por caixa.
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O erro quadratico médio, E, pode ser utilizado como uma medida do erro global
introduzido ao se calcular as interacdes entre as particulas pelo MEMA ao invés de se

utilizar o método direto. Esta grandeza é definida pela seguinte expressao

u Y.
2\
> lff

E= , (5.1)

onde f; é o valor do campo gerado no vortice i por todos os M-I vortices, calculado pelo
método direto com precisdo dupla, enquanto £, é o valor do campo no vortice i calculado
pelo MEMA. O méximo valor de E encontrado para todos os casos simulados foi de
1,0x107*, nos quais foi utilizado um nimero méximo de vértices por caixa inicial igual a
30, e uma distancia para desingularizacdo igual 5,0x10™%.

O MEMA foi testado no cddigo computacional desenvolvido por SILVA &
BODSTEIN (2005) para a simulacdo do escoamento ao redor de um aerofélio, visando
verificar o ganho em tempo de computacdo alcancado pela aplicacdo da expansédo em
multipolos no Método de Voértices. A Tab. 5.1 a seguir mostra o tempo de CPU para a
realizacdo de simulacBes utilizando o MEMA, 300 painéis retos, Método do Avanco
Randémico para a difusdo e 800 passos no tempo, totalizando os 240.000 vértices presentes

em¢=20com Ar=0,025.

Tabela 5.1. Tempo de processamento MEMA

Angulo de Tempo de CPU (h):
Ataque MEMA
0° 21
100 19
18° 16
450 15

SimulacBes de tempo longo tornam o tempo de processamento impeditivo no caso do
calculo direto, que chega a 30 horas para alcancar ¢+ = 10, em 400 passos no tempo com

At =0,025. Pode-se extrapolar para 168 horas, aproximadamente, o tempo necessario para

simulacBes semelhantes as da Tab. 5.1 utilizando o célculo direto. Todas as simulagdes,
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com MEMA e com método direto, foram realizadas em uma maquina que possui
processador Pentium 1V 3.2 GHz, com 2 Gb de memdria RAM.

A Tabela 5.1 mostra que ha uma dependéncia entre 0s tempos de processamento e 0
angulo de ataque, que é fruto do grau de espalhamento dos vortices. Como discutido
anteriormente, quanto maior for a densidade local de vértices, maior sera 0 nimero maximo
de vortices por caixa no calculo por expansao em multipolos, tendo em vista que o tamanho
da menor caixa tem que ser necessariamente maior que a distancia de desingularizacdo
(raio do voértice de Lamb). Assim, baixos angulos de ataque tém a tendéncia de formar
maiores concentracGes de vortices em sua esteira, implicando em maiores tempos de
processamento quando se utiliza a expansdo em multipolos do que nos casos de alto angulo

de ataque.

5.3. Processo de aglomeracéao

O algoritmo de aglomeracdo estudado no capitulo anterior tem um custo computacional
elevado, da ordem de A2 o que diminui o beneficio de sua utilizacdo nas simulagdes, &
medida que o numero de vortices livres na esteira cresce. Uma alternativa a sua utilizacao
indiscriminada em todo o dominio que compreende a nuvem de vartices, é a sua aplicacdo
individualizada por caixa, ou seja, divide-se 0 conjunto de vdrtices em caixas, conforme
determina 0 Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo (MEMA) para avaliacdo do
campo de velocidade auto-induzido pelos vortices, apresentado na secéo 4.5.1.

Deste modo, utiliza-se a sub-rotina de expansdo em multipolos para se determinar o
conjunto de caixas com suas respectivas distribuicdes de vortices. A partir deste momento
procede-se a aglomeracdo dos vortices que estdo no interior de cada caixa, substituindo a
nuvem inicial por outra com vortices resultantes da aglomeracdo realizada. Este
procedimento é possivel com a utilizagdo de um ponteiro numérico que identifica os
vortices de cada caixa, realizando as iteracGes necessarias somente nestes vortices. O custo
computacional € reduzido substancialmente, sendo que para uma distribuicdo uniforme cai
para ordem de M.

A seguir sdo apresentados os resultados para cada tipo de distribuicdo estudada na se¢ao

5.2, comecando com a distribuicdo uniforme da Fig. 5.18a, cuja comparagdo do tempo de
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CPU entre a aglomeracdo normal (aglomerando-se todo o dominio) e a aglomeracéo por
caixas é mostrada na Fig. 5.20.

| —&— AGLOMERAGAODIRETA
|fk —F— AGLOMERAGAOPOR CAIXA

—&— AGLOMERAGAOPOR CAIXA
20000 | —+H&— AGLOMERAGAODIRETA

TEMPO CPU (seg
=1

NUMER‘]OD‘DE VORTICES;]DS 1UUUUUNUM2EUEEEOU DE \;‘UOUURU'?-|CESQUUUJU S00000
Figura 5.20 — Tempo de CPU aglomeragéo Figura 5.21 — Numero de vértices aglomerados
distribuicdo uniforme. distribuicdo uniforme.

A Fig. 5.20 permite verificar que o tempo de CPU cai da ordem M- para a ordem M,
quando utiliza-se a aglomeracao por caixa em substituicdo a aglomeragdo normal, ao passo
que a Fig. 5.21 permite observar que a eficiéncia no processo de aglomeracdo é mantida
para 0 mesmo caso da distribuicdo uniforme da Fig. 5.18 a.

Para os casos das distribuicGes ndo uniformes das Fig. 5.18b, Fig. 5.18c e Fig 5.18d, os
tempos de CPU ndo caem para ordem M, porém a melhoria representa uma reducéo de
tempo de CPU de mais de uma década, como pode ser visto nas Fig. 5.22, Fig. 5.24 e Fig.
5.26. Novamente as eficiéncias destas aglomeragOes permanecem as mesmas quando

comparada$S as aglomerag¢des normais, como se vé nas Fig. 5.23, Fig. 5.25 e Fig. 5.27.
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Figura 5.22 — Tempo de CPU aglomeracao
distribuicdo ndo-uniforme.
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Figura 5.24 — Tempo de CPU aglomeracao
distribuicdo ndo-uniforme em linha reta
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Figura 5.26 — Tempo de CPU aglomeragao
distribuicdo ndo-uniforme em sendide
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Figura 5.23 — NUmero de vortices aglomerados
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Figura 5.25 — NUmero de vortices aglomerados
distribuicdo ndo-uniforme em linha reta
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Figura 5.27 — NUmero de vortices aglomerados

distribuicdo ndo-uniforme em sendide
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As Fig. 5.29 e Fig. 5.30 apresentam respectivamente o tempo de CPU e o nimero de
aglomerac0es para o caso da esteira do aerofdlio NACA 0012 com 10° de angulo de ataque,

mostarda na da Fig. 5.28.

Figura 5.28 — Esteira de um aerofélio NACA 0012 com
10° de angulo de ataque
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Figura 5.29 — Tempo de CPU aglomeracéo Figura 5.30 — Numero de vértices aglomerados
da esteira da Fig. 5.28 da esteira da Fig. 5.28

Novamente se percebe, de acordo com as Fig. 5.29 e Fig. 5.30, o ganho em custo
computacional e a manutencédo da eficiéncia na comparacdo da aglomeracdo normal com a
aglomeracéo por caixa, no que se refere a esteira da Fig. 5.28.

A ganho em custo de CPU propiciado pela utilizagdo da aglomeragdo por caixa
permitiu que se efetuasse aglomeracdes de até 500.000 vortices, como pode ser visto nas
Fig. 5.20 a Fig 5.27. A aglomeracdo normal de nuvens desta magnitude seria inviavel,

como pode ser estimado por extrapolacdo nestas figuras.
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5.4. Métodos de Difusdo Aplicados ao Vortice Pontual

Utilizando-se como referéncia a solucdo analitica puramente difusiva para um Vértice
pontual, esta secdo analisa, do ponto de vista de acuracia e custo computacional, 0s quatro
métodos de simulacdo da difusdo viscosa citados anteriormente: Método do Avanco
Randémico (MAR); Método da Velocidade de Difusdo (MVD); Método da Redistribuicédo
de Vorticidade (MRV) e o Método do Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC). Os
resultados permitem apontar mais claramente algumas vantagens e desvantagens de cada
método na aplicacdo destes ao Método de Vortices.

O problema classico de difusdo de um vortice pontual é simulado pelo MAR, MRV,
MVD e MCNC, tendo em vista a existéncia de uma solucdo analitica que permite uma
comparagao geral entre estes quatro métodos de difusdo. Entretanto, a escolha dos diversos
pardmetros numéricos influencia os resultados encontrados e dificulta um pouco esta
comparagdo, uma vez que tais parametros ndo mantém correspondéncia direta entre 0s
diferentes métodos analisados.

A taxa de variacdo da vorticidade de um vortice pontual centrado na origem, com

intensidade T', é descrita pela Eq. (4.4), a qual, em coordenadas polares, pode ser escrita

como
2
a_wzv a‘;’Jrla_‘" . (5.2)
ot or r or

Batchelor (1970) apresenta a solucdo para a Eq. (5.2), relacionando a distribuicao

espacial com a temporal. O resultado pode ser expresso por

(1) :%exp(—:—wj. (5.3)

V2%

. L . v o . r . 2rlw
Definindo-se as variaveis adimensionais T:F, r :Z’ o =

, a Eq. (6.3) se

torna
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o :iexp(—i) (5.4)

A seguir sdo apresentados os resultados para o caso de difusdo de um vortice pontual,
localizado na origem, simulado pelo MAR, MRV, MVD e MCNC, de acordo com a
modelagem acima e com a adimensionalizacdo feita para a solugdo teorica da Eq. (5.4).
Apo6s a simulagdo, o campo de vorticidade é determinado utilizando-se a metodologia
descrita por Lewis (1991), a qual divide o dominio em coroas circulares concéntricas, sobre
as quais € calculada a vorticidade de acordo com o numero de vartices encontrados em cada
coroa. Alternativamente, o campo de vorticidade também é calculado desingularizando-se
os vortices e aplicando o principio da superposicdo de efeitos de toda a nuvem, ou seja,

utilizando-se a Eq. (4.131) para cada ponto de interesse.
5.4.1. Método do Avanco Randémico — MAR

Lewis (1991) propbe a simulacdo da difusdo de um vortice pontual através do
deslocamento randémico de um conjunto de N vortices com intensidade 2z/N, todos
partindo da origem e se deslocando como descrito na se¢do 4.5.1. Tal procedimento foi
executado para N = 1000, utilizando inicialmente um Unico passo no tempo (N7 = 1). A
Fig. 5.31 compara os resultados obtidos calculando-se @™ através da metodologia descrita
por Lewis (1991), a qual divide o dominio em coroas circulares concéntricas, com a

solucdo analitica da Eq. (5.4)
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Figura 5.31 - Vortice pontual
MAR: M =1000e NT = 1.

As Fig. 5.32 e 5.33, geradas utilizando-se o principio da superposicdo da Eq. (4.131),

apresentam a analise de convergéncia ao se variar 0 nimero de passos no tempo para

atingir 7= 1 e 7= 2, respectivamente. Verifica-se, em primeiro lugar, que o principio da

superposicdo fornece resultados mais acurados do que a metodologia descrita por Lewis

(1991), a qual divide o dominio em coroas circulares concéntricas, quando comparados

com a solucédo analitica. Em segundo lugar, conclui-se que ha uma melhora nos resultados

com 0 aumento de NT.
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Figura 5.32 - Vértice pontual
MAR: ¢t =1; M =1000; 0=0.5

Figura 5.33 ~Vértice pontual
MAR: ¢t =2; M = 1000; o= 0.5.
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As Fig. 5.34 e 5.35, geradas com o principio da superposicdo (Eq. 4.131), apresentam a
analise de convergéncia para o raio do nacleo do vortice o, para t = 1 e ¢t = 2,
respectivamente. Verifica-se uma melhora na convergéncia com o aumento de o, devido ao

aumento da intersecao entre os nucleos dos vortices.

05 ¢t =10, N=100000,NT =1 025 t =20, N=100000,NT =1
I MAR 0=05 I — MAR 0=05
nak: .................... MAR o=07 oz A e MAR o=07
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r* r*
Figura 5.34 - Vortice pontual Figura 5.35 - Vortice pontual
MAR: ¢ = 1; M = 100000; NT =1 MAR: t = 2; M =100000; NT =1

As Fig. 5.36 e 5.37, mais uma vez geradas com o principio da superposicao (Eq. 4.131),
apresentam a andlise de convergéncia para o numero de vortices N, para r=1¢e 7= 2,

respectivamente. H& uma clara melhora na convergéncia quando N aumenta.
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Figura 5.36 - \Vortice pontual Figura 5.37 - Vortice pontual
MAR; t=1;NT=1; =0.5. MAR; t=2; NT=1; 6=05.
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5.4.2. Método da Redistribuicédo de Vorticidade - MRV

A simulacdo da difusdo de vorticidade do vortice pontual utilizando-se 0 MRV foi
realizada seguindo-se a formulacdo apresentada na secdo 4.6.2 e os resultados séo
comparados com a solucdo tedrica da Eq. (5.4). Deste modo, um vortice com intensidade
inicial 2x é posicionado na origem no instante =0, dando inicio a simulagdo. Uma vez
que ndo existem vortices vizinhos, o sistema (4.121) ndo apresenta solucéo possivel, sendo
necesséria a criagdo de seis novos vortices, distando /6 do vortice inicial. Deste modo,
novos vortices sdo criados a cada passo no tempo, 0 que aumenta a area abrangida pelos
vortices a partir da origem e possibilita que o sistema (4.121) seja resolvido, determinando-
se, assim, as parcelas de vorticidade que devem ser trocadas entre 0s vortices.

As Fig. 5.38 e 5.39 apresentam o0s resultados das simulacbes para o0 campo de
vorticidade calculados, respectivamente, pela metodologia descrita por Lewis (1991), a
qual divide o dominio em coroas circulares concéntricas, e pelo procedimento de
superposicao de efeitos Eq. (4.131). Novamente observa-se que o principio da superposicdo
fornece resultados mais acurados e com menos dispersao que o método dos anéis
concéntricos. Além disso, nota-se a grande acuracia dos resultados produzidos pelo MRV

em compara¢do com a solugdo analitica.

0.5

2 A MRy =1
£ o MRvI=2

SOLUGCAO AMALITICA

04 04

Solugao Anaktica
Método de Redistribuigio de Vorticidade, /=1
9] Método de Redistribuicio de Vorticidade, /=2

0.3
0.2

0.1

0 2 s = 10
Figura 5.38 - Vortice pontual Figura 5.39 - Vérticg Qontual
MRV: Lewis (1991) MRV: superposic¢ao
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5.4.3. Método da Velocidade de Difusdo — MVD

A difusdo de um vdrtice pontual foi simulada desta vez utilizando-se a metodologia
apresentada na secdo 4.6.3, no entanto, esta implementacdo apresenta a dificuldade
adicional de ndo se contar com o gradiente do campo de vorticidade em z= 0, uma vez que
toda a vorticidade esta concentrada na origem. Para contornar este problema, deixou-se a
simulacéo evoluir a partir da condicdo inicial de um vortice com intensidade 2, utilizando-
se 0 MCNC por 30 passos consecutivos, gerando-se, assim, um gradiente de vorticidade
que permitiu a utilizacdo do MVD a partir deste ponto.

A Fig. 5.40 apresenta os resultados desta simulagdo para r = 1 e ¢ = 2 utilizando-se a
metodologia descrita por Lewis (1991), a qual divide o dominio em coroas circulares
concéntricas. Como observado nos resultados anteriores, os resultados acompanham a
curva tedrica, mas apresentam alguma dispersao.

As Fig. 5.41 e 5.42, geradas para t =1 e ¢ = 2, respectivamente, analisam a convergéncia
do MVD com relagdo a variagdo do numero de vortices N, utilizando o principio da
superposicao (Eq.4.131). Estas figuras permitem observar que os resultados apresentam

melhora & medida que o nimero de vortices na simulagéo, N, cresce.

Figura 5.40 - VVortice pontual
MVD: Lewis (1991)
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MVD: =1 MVD: =2

5.4.4. Método do Crescimento do Nucleo Corrigido — MCNC

Os resultados a seguir foram gerados utilizando-se 0 MCNC para simular a difuséo de
um vortice pontual centrado na origem, com intensidade 27, de acordo com a formulacéo
apresentada na secdo 4.6.4. A Fig. 5.43 refere-se novamente a aplicacdo da metodologia
descrita por Lewis (1991), a qual divide o dominio em coroas circulares concéntricas. Mais
uma vez observa-se que o célculo de w* utilizando-se esta metodologia produz alguma
disperséo nos resultados.

=1

0s
| & A
&0 wowe =1
| MCHE =2
SOLUGAD ANALITICA
04

TSP ¥ e |

Figura 5.43 - rV(’)rtice pontual
MCNM: Lewis (1991)
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As Fig. 5.44 e 5.45 mostram a convergéncia de @ com relacdo a e para r=1e r=2,
respectivamente, calculada pelo MCNC utilizando-se o principio da superposicédo (Eq.

4.131). Nota-se claramente resultados mais convergidos quando « aumenta.

m*

025 =20 LT, =1,0
——————— MCNC =075 I . —-—-—-— MCNC o=075
0o [N MCNC o=0:0 nak - MICNC =080
<l [ — MCNC =085 - - — MCHNC =085
SOLUGAO ANALITICA e - - MCNC =050
[ SOLUGAO ANALITICA
n15F k] SR
I ¥
=
01 N 02k
0os :— 01 -
0 [ 1 " | ] [ P TR |
0 2 4 6 5 o 4 G g
r* r
Figura 5.44 - VVortice pontual Figura 5.45 - VVortice pontual
MCNM: =2 MCNM: =1

A Tabela 5.2 apresenta resultados que permitem uma andlise comparativa entre 0s
métodos quanto a acuracia de cada um. Manteve-se 0 At fixo para todos os casos, variando-
se 7 apenas para 0 MRV e para 0 MCNC com o0 objetivo de produzir um ndmero de
vortices semelhante para todos. Os demais parametros numéricos sdo 0s que geram 0S
melhores resultados para cada método, no que se refere ao erro maximo (Emax) € a0 erro
médio (£) do valor da vorticidade, calculada com a Eq. (4.131) e comparados a solucgéo
analitica (Eq.5.4). Define-se o erro médio £ como a média aritmética do modulo da
diferenca entre o valor da vorticidade calculada pelo método numérico em questéo e o valor
exato em cada ponto. Define-se como erro maximo E,, 0 médulo da diferenga maxima
entre a vorticidade calculada pela Eq. (4.131) e a solucdo analitica (Eq. 5.4). Cabe lembrar

que os pontos de calculo da vorticidade sdo tomados variando-se »* .
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Tabela 5.2 - Erro méaximo (£

max

) e erro médio ( £) da vorticidade.

MAR 551205 x 10° | 3,32237 x 10” 1000 0,05 2 0,005 -
MVD 6,76687 x 10° | 3,46612 x 10” 1089 0,05 2 0,005 -
MRV 1,97361 x 10° | 8,49746 x 10” 1024 0,05 | 1,6 0,005 -
2,67586 x 10° | 1,11671 x 10” 1521 0,05 2 0,005 -
MCNC 1,07325 x 10° | 5,35153 x 10 4447 0,05 2 0,005 | 0,97
2,06599 x 10° | 1,02798 x 10” 1027 0,05 1 0,005 | 0,97

Do ponto de vista de acuracia, os resultados da Tabela 5.2 permitem que se conclua que
0 MCNC é superior aos demais metodos porque apresenta 0S menores erros, enquanto que
0 MVD ¢é o que apresentou pior desempenho, com erro ligeiramente inferior ao MAR.
Porém, deve-se ressaltar que tanto o MAR quanto o MVD produzem oscilagcdes na
distribuicdo de vorticidade resultantes da baixa ocorréncia de interse¢do entre 0s nlcleos
dos vortices, como mostrado nas Fig. 5.33 e 5.37 para 0 MAR, e Fig. 5.42 para 0 MVD.
Nota-se, entretanto, que as oscilacdes dos resultados obtidos com 0 MAR séo bem maiores
que as do MVD. Estas oscilagfes impossibilitam o uso do MAR em simulagGes de grande
acuracia, sem um mecanismo que introduza vortices na regido rotacional, de modo a
eliminar tais flutuacbGes e garantir a convergéncia. Nas simulagdes realizadas, o0 MVD
possui ainda uma limitacdo quanto ao estabelecimento da condicdo inicial, pois o gradiente
de vorticidade necessario para o calculo da velocidade de difuséo é inexistente em 7 =0.
Esta limitacdo, porém, ndo existe na sua aplicagdo no método de vortices para escoamento
externo sobre corpos. Os outros dois métodos, MRV e MCNC, sdo 0s que se mostram mais
acurados de um modo geral, além de ndo apresentarem o problema de convergéncia
resultante da baixa ocorréncia de intersecdo entre os nucleos dos vortices. No entanto, o
MCNC possui erros um pouco menores e € muito mais simples de ser implementado.

A Tab.5.3 ilustra os tempos de CPU obtidos para z = 1 e ¢ = 2, variando-Se 0 passo de
tempo, At¢, e 0 nimero de vortices. A comparacdo entre os quatro métodos simulados,
MAR, MRV, MVD e MCNC, quanto ao custo computacional é tarefa bastante complexa e
dificil de ser realizada, tendo em vista a inexisténcia de uma relagdo entre os diversos
parametros numéricos de cada método. Como conseqiiéncia, nem sempre € possivel manter
0 numero de vartices constante entre as diversas simulagfes. Apesar deste fato tornar dificil
0 estabelecimento de critérios que permitam uma comparacgdo definitiva, pode-se observar

que os resultados, organizados do método mais lento para o mais rapido, sdo: MRV,
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MCNC, MVD e MAR. As diferencas em tempo de CPU s&o muito grandes entre 0 MAR e
os demais métodos porque o contador de operacdes do MAR € proporcional a M. Essa
diferenca, no entanto, diminui muito se considerarmos que, para reduzir drasticamente as
oscilagcdes no campo de @, seria necessario povoar a regido rotacional do escoamento com
um ndmero muito maior de vortices, 0 que aumentaria muito o tempo computacional do
MAR. O MVD é intrinsecamente um método lento porque possui contador de operacdes
proporcional a M?, mas seu desempenho nos resultados obtidos é superior a0 MCNC e ao
MRV porque M é menor nas simulacdes realizadas. Os resultados em termos de tempo de
CPU para 0 MCNC e 0 MRV séo bastante piores do que os para o MAR e o MVD porque
os algoritmos do MCNC e do MRV povoam continuamente a regido rotacional com novos
vortices para garantir convergéncia, 0 que gera um numero muito maior de vortices na
regidao fluida e um grande aumento no tempo de CPU, apesar de produzir resultados mais

acurados.

Tabela 5.3: Tempos de CPU (s) e numero de vortices (M)

METODO At =1 =2

MAR 0.025 | M=1000; t=3,12 x 10'2 5 M=1000; t=6,25 x 10’25
0.050 | M=1000; t=1,56 x 10”°s M=1000; t=3,12 x 107 s

MRV 0.025 | M=4921;1=2,30 x 10°s M=19441; t=1,35x 10° 5
0.050 | M=1261;t=4,75x 10*s M=4921; t=2,31 x 10°%s

MCNG 0.025 | M=1600; t=9,68 x 10°s M=6400; t=1,33 x 10°s
0.050 | M=400;t=7,25 x 10°s M=1600; t=9,57 x 10%s

MVD 0.025 | M=961;t=3,50 x 10*s M=961; t=7,23 x 10's
0.050 | M=961;1t=1,79 x 10*s M=961; t=3,60 x 10*s

Dois fatores adicionais devem ser ressaltados quando se analisa tempo de CPU. Em
primeiro lugar, métodos que geram muitos vortices, como o0 MCNC e o MRV, podem
reduzir a quantidade de vortices presentes no escoamento utilizando um algoritmo de
aglomeracédo de vortices, como o desenvolvido por Rossi (1997). Em segundo lugar deve
ser levado em consideragdo, na compara¢do quanto ao custo computacional, a grande
particularidade do problema de difusdo do vortice pontual, que tende a encobrir
deficiéncias que seriam aparentes em um problema que envolvesse conveccdo. Como
exemplo, pode-se citar a criacdo de vortices coincidentes no MRV e no MCNC, o que s0
ocorre em um problema puramente difusivo como o do vértice pontual estudado. Em

simulacBes de escoamento externo utilizando o método de vdrtices, a convecgdo presente
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no escoamento movimenta vartices coincidentes e produz a mesma modelagem da regido

rotacional do escoamento com menos vortices, 0 que também reduz o tempo de CPU.
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CAPITULO 6

PLACA PLANA - RESULTADOS E VALIDACAO DO MODELO

O Capitulo 5 apresentou os resultados parciais do modelo desenvolvido neste trabalho,
buscando quantificar o grau de melhoria de cada aprimoramento introduzido na modelagem
numérica individualmente. Assim, foram comparados os valores obtidos para o coeficiente
de presséo (C,), no escoamento potencial ao redor de um aerof6lio de Van de Vooren,
obtidos com a utilizacdo de painéis retos e curvos. Posteriormente o Capitulo 5 apresentou
a comparagdo do campo de velocidade induzido por painéis curvos e retos, em cilindro e
aerof6lio NACA 0012, buscando-se estabelecer o grau de melhoria e os parametros de
utilizacdo da curvatura na discretizacdo do corpo. Ainda no Capitulo 5, explorou-se a
utilizacdo do Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo (MEMA), do processo de
aglomeracéo direta e por caixas, e por ultimo, estudou-se 0s processos de difusdo viscosa,
quais sejam: Método do Avanco Randdémico (MAR); Método da Velocidade de Difuséo
(MVD); Método da Redistribuicdo de Vorticidade (MRV) e o Método do Crescimento do
Nucleo Corrigido (MCNC).

O presente capitulo, por sua vez, busca apresentar os resultados do modelo como um
todo, onde todos os aprimoramentos enunciados acima sdo colocados para trabalhar em
conjunto, formando um codigo computacional completo que simule de maneira
representativa escoamentos viscosos ao redor de corpos, mantendo-se as hipdteses
anteriormente descritas, e respeitando-se as limitacGes computacionais existentes.

Para tanto, o escoamento estudado neste capitulo é o desenvolvimento de camada limite
sobre uma placa plana de comprimento igual a 1. Os resultados obtidos sdo comparados
com a solucdo exata por similaridade obtida por Blasius, 0 que permite validar o cddigo
computacional deste trabalho. Deve-se ressaltar que a teoria de camada limite conduz a
uma formulagdo que representa assintoticamente as EquacGes de Navier-Stokes quando
Re_— o0, OU Seja, esta sO deve ser empregada em regides suficientemente distantes do
bordo de ataque. Da mesma maneira, os efeitos de descontinuidade do bordo de fuga
também ndo sdo considerados pela formulagdo tetrica de camada limite, uma vez que a
placa plana é considerada semi-infinita, ou seja, assim como o bordo de ataque, esta regido

também deve ser considerada fora do dominio de utilizacdo do modelo ora apresentado.
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Deste modo, as se¢des a seguir buscam validar o modelo desenvolvido e evidenciar a
convergéncia do método diante dos parametros numéricos e fisico (NUmero de Reynolds)

que controlam a simulacdo, quais sejam:

- Par&metro de divisdo dos vortices do MCNC - « ;
- Razéo entre a distancia de nascimento (/) e o raio do vortice (o,) - /0, ;
- Numero de painéis - N ;

- Numero de Reynolds - Re.

Como descrito nos capitulos anteriores, « [0,1] estabelece a relacdo entre a menor e a
maior escala de resolucdo da simulagdo, ou seja, entre 0 raio minimo e maximo dos

vortices, uma vez que «o,, =o0,, - Assim, quanto maior o valor de «, maior o

refinamento espacial do processo de divisdo dos vortices, como foi explicado em detalhes
na sec¢éo 4.6.4.

O Meétodo de Vortices tem a convergéncia garantida pela razdo de recobrimento entre
os raios dos vartices, uma vez que estes discretizam o campo de vorticidade que esta sendo
resolvido numericamente. Porém, uma boa resolucdo somente € alcancada fazendo-se 0s
nucleos cada vez menores, 0 que requer um aumento do nimero de vortices para manter o
recobrimento. A convergéncia da simulacdo como um todo é alcancada fazendo-se o raio
tender a zero e a distancia entre os vortices tender a zero mais rapidamente. Dos parametros
citados acima, os que controlam a razdo de recobrimento e garantem a convergéncia sao

hjo, e a. Arelagéo entre /o, e arazdo de recobrimento é direta, porém, a relacéo entre

ae hja, é fungdo direta da distancia de divisdo » = 20v1-a’ , imposta pelo MCNC.

Por ultimo, pode-se estabelecer a relacdo entre N e a discretizacdo da superficie sélida,
ou seja, quanto maior N, melhor sera representada a presenca do corpo, discretizando de
maneira mais refinada a vorticidade gerada na parede solida.

Em sintese, espera-se resultados cada vez mais representativos e aprimorados

utilizando-se & maiores, /o, menores e N maiores. Entretanto, como era de se esperar,

cada um destes parametros também influencia de maneira particular o custo computacional
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da simulagéo, ou seja, para se obter resultados mais acurados deve-se considerar 0 custo
computacional envolvido.

Como discutido na secdo 4.8, o custo computacional deve ser mantido sob controle e
em nivel aceitdvel. Para tanto, utiliza-se o processo de aglomeragdo e o corte, ambos

colocados a trabalhar em conjunto durante as simula¢@es apresentadas neste capitulo.

6.1. Analise de convergéncia

A modelagem numérica descrita nos capitulos anteriores deve ser analisada quanto a
sensibilidade com relacdo aos pardmetros numéricos que controlam a simulagdo, quais
sejam, &, h/o, e N, tendo em vista realizar a analise de convergéncia do método.

Assim, as Fig. 6.1a, 6.1b e 6.1c mostram inicialmente a convergéncia do perfil de
velocidade no tempo, respectivamente em x/c=0,25, x/c=0,25 e x/c=0,75, para 0s

mesmos valores de & =0.6, #/c, =0.85 e N=50.

x/C=0.25 %/C=0.5 x/C=0.75
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Figura 6.1a — Convergéncia do Figura 6.1b — Convergéncia do Figura 6.1c — Convergéncia do
perfil de velocidade em perfil de velocidade em perfil de velocidade em
x/c=0,25 x/c=0,50 x/c=0,75

As Fig. 6.1a, 6.1b e 6.1c quando analisadas individualmente permitem que se observe a
convergéncia do perfil de velocidade no tempo, porém, quando comparadas entre si, nota-
se claramente a tendéncia de convergéncia mais acelerada na regido préxima ao bordo de
ataque, uma vez que, para 0 mesmo instante de tempo, tem-se um perfil mais proximo da

solugdo de Blasius em x/c=0,25, seguido de x/c=0,50 , e, por ultimo, em x/c=0,75.

179



Esta tendéncia de convergéncia mais acelerada quando se aproxima do bordo de ataque é
normal e esperada, sobretudo pelo fato da espessura da camada limite ser menor nesta
regido, implicando em menor quantidade de vortices necessarios para representa-la.
Naturalmente, a medida que ¢ aumenta, espera-se uma convergéncia melhorada nas regides
mais proximas ao bordo de fuga.

As Fig. 6.2a, 6.2b e 6.2c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade variando-se

« , respectivamente em x/c =0,25, x/c=0,50 e x/c=0,75, para tempo ¢=0,1.

t=0,1; x/C=0.25 t=0,1; x/C=0.50 t=0,1; x/C=0.75
7 o o
E F/’/ usk JJJI;
Eooi osf
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[ alfa=0.6 / alfa=0.6
------- alfa=0.55 06 ———— alfr0.55
- — — - afr05 - - — - df=0s
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02
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e, e,
il il il
Figura 6.2a — Convergéncia do Figura 6.2b — Convergénciado  Figura 6.2c — Convergéncia do
perfil de velocidade perfil de velocidade perfil de velocidade
variando-se «, t=0,1 e variando-se o, t=0,1 e variando-se «, t=0,1 e
x/c=0,25 x/c=0,50 x/c=0,75

A andlise individual das Fig. 6.2a, 6.2b e 6.2c evidenciam claramente o melhor
resultado do perfil de velocidade obtido com « maiores, situagdo em que ocorre um
refinamento espacial mais acentuado, provocado pela maior quantidade de divisdes dos
vortices e consequente aumento da nuvem.

Comparando-se as Fig. 6.2a, 6.2b e 6.2c entre si, para 0 mesmo instante de tempo,
percebe-se a tendéncia de se encontrar uma taxa de convergéncia maior nas regides mais
proximas ao bordo de ataque, uma vez que € possivel representar estas regides com uma
quantidade menor de vértices, tendo em vista a menor espessura da camada limite.

As Fig. 6.3a, 6.3b e 6.3c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade variando-se
a , respectivamente em x/c=0,25, x/c=0,50 e x/c=0,75, para o instante de tempo

t=0,3.
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Figura 6.3c — Convergéncia do
perfil de velocidade
variando-se «, t=0,3 e
x/c=0,75

Do mesmo modo, faz-se a andlise das Fig. 6.3a, 6.3b e 6.3c individualmente e

comparando-as entre si, como feito para as Fig. 6.2a, 6.2b e 6.2c. Novamente encontra-se

resultados melhores para @ maiores, e convergéncia mais rapida perto do bordo de ataque.

As Fig. 6.4a, 6.4b e 6.4c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade variando-se

a , respectivamente em x/c=0,25, x/c=0,50 e x/c=0,75, para o instante de tempo

t=0,5.
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Figura 6.4b — Convergéncia do
perfil de velocidade
variando-se «, t=0,5 ¢
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Figura 6.4c — Convergéncia do
perfil de velocidade
variando-se «, t=0,5 ¢

x/c=0,75
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Analisando as Fig. 6.4a, 6.4b e 6.4c novamente percebe-se melhores resultados para «

maiores e para x/c=0,25, devido, respectivamente, a melhor razdo de recobrimento e

menor espessura da camada limite.

Finalmente, pode-se comparar as Fig. 6.2a, 6.3a e 6.4a entre si, ou seja, para a mesma

posicdo x/c=0,25, verifica-se a convergéncia no tempo, respectivamente para ¢=0,1,

t=0,3 e t=0,5. O mesmo procedimento de comparagédo pode ser feito para as Fig. 6.2b,

6.3b e 6.4b, assim como para as Fig. 6.2c, 6.3c e 6.4c, respectivamente para a posi¢éo

x/c=0,25 e x/c=0,75 nos instantes de tempo ¢1=0,1, r=0,3 e +=0,5. As Fig. 6.5a,

6.5b e 6.5c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade variando-se #/o,,

respectivamente em x/c=0,25, x/c=0,50 e x/c=0,75, para o instante de tempo ¢ =0,1.
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Figura 6.5a — Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se h/o,, t=01¢
x/c =0,25

Figura 6.5b — Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se h/o,, t=01¢
x/c =0,50
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Figura 6.5¢c — Convergéncia do
perfil de velocidade
variando-se h/c,, t=01¢

x/c=0,75

Analisando-se individualmente as Fig. 6.5a, 6.5b e 6.5¢ percebe-se melhores resultados

do perfil de velocidade para valores de 4/, menores, 0s quais representam uma razéo de

recobrimento melhor de seus nucleos. Comparando entre si estas figuras, novamente se

percebe uma convergéncia mais acelerada perto no bordo de ataque, tendo em vista a

menor espessura da camada limite permitir sua representacdo com um nimero menor de

vortices.
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As Fig. 6.6a, 6.6b e 6.6¢ apresentam a convergéncia do perfil de velocidade variando-se

h/o, , respectivamente em x/c=0,25, x/c=0,50 e x/c=0,75, para o instante de tempo

Figura 6.6a — Convergéncia do

perfil de velocidade

variando-se A/c,, 1=0,3 e

x/c=0,25

Figura 6.6b — Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se h/c,, 1=0,3 e
x/c=0,50

t=0,3.
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Figura 6.6¢c — Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se A/, , 1=0,3 e
x/c=0,75

Pelos mesmos motivos citados anteriormente, as Fig. 6.6a, 6.6b e 6.6c também

apresentam resultados melhores para //c, menores e taxas de convergéncia mais

acentuadas na regido do bordo de ataque.

As Fig. 6.7a, 6.7b e 6.7c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade variando-se

h/a, , respectivamente em x/c=0,25, x/c=0,50 e x/c=0,75, para o instante de tempo
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Figura 6.7a — Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se h/c,, 1=0,5 e
x/c=0,25

Figura 6.7b — Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se A/a,, t=0,5e
x/c=0,50

Figura 6.7c— Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se h/c,, t=0,5 e
x/c=0,75
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Pode-se analisar a convergéncia temporal para diversos valores de #/c, , comparando-
se as Fig 6.5a, 6.6a e 6.7a, para x/c=0,25, as Fig 6.5b, 6.6b e 6.7b, para x/c=0,50 e, por
ultimo, as Fig. 6.5c, 6.6¢ e 6.7c, para x/c=0,75.

As Fig. 6.8a, 6.8b e 6.8c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade variando-se
N, respectivamente em x/c=0,25, x/c=0,50 e x/c=0,75, para o instante de tempo

t=0,1.

1=0,1; x/C=0.25 t=0,1; x/C=0.5 t=0,1; x/C=0.75

n | n
Figura 6.8a — Convergéncia do Figura 6.8b — Convergéncia do Figura 6.8c — Convergéncia do
perfil de velocidade perfil de velocidade perfil de velocidade
variando-se N, t=0,1¢e variando-se N, r=0,1 e variando-se NV, r=0,1 e
x/c=0,25 x/c=0,50 x/c=0,75

As Fig. 6.8a, 6.8b, 6.8c analisadas uma a uma permitem que se perceba a influéncia de
N nos resultados obtidos para o perfil de velocidade. Percebe-se que este parametro
estabelece grande relacdo com a qualidade da simulacdo, sobretudo porque representa o
grau de discretizacdo da superficie solida. Estas figuras, compradas entre si, hovamente

demonstram a maior taxa de convergéncia préximo do bordo de ataque.

184



As Fig. 6.9a, 6.9b e 6.9c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade variando-se

N, respectivamente em x/c=0,25, x/c=0,50 e x/c=0,75, para 0 instante de tempo
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Figura 6.9a — Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se N, r=0,3 e
x/c =0,25

Figura 6.9b — Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se N, r=0,3 e
x/c =0,50

Figura 6.9c — Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se N, r=0,3 e
x/c=0,75

As Fig. 6.10a, 6.10b e 6.10c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade

variando-se N, respectivamente em x/c=0,25, x/c=0,50 e x/c=0,75, para o instante

de tempo ¢ =0,5.

Figura 6.10a — Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se N, r=0,5¢e
x/c=0,25

Figura 6.10b — Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se N, r=0,5¢e
x/c=0,50

t=0,5; x/C=0.5 t=0,5; x/C=0.75
I = i e R —— = 1k .-7--,';'_;“,5"7" i
Earare R i
0g k] R E R
iae 0s S
[k} 08 S 0sk Ea
A BLASIUS S BLASIUS
07 S E i
7 Iy NES0 o7 i =y
06 06 N N=60 0sk A NeBO
=2 v, 2 i - - - - W =2 [ —- - - W
s05 i 305 it Soasp (i
4 iy i
04 § 04 i 04F Ay
HE )
03 k] 03F i
iy i
02 02f 02 i
01 n1E 01
L 1 PR IR T 1 ] 1 T T S S N T | L T T TR N TR TR TR SO SO NN S TR SN |
% 7 4 3 . 7 q 3 i 7 4 3 B
" n n

Figura 6.10c— Convergéncia do
perfil de velocidade

variando-se N, r=0,5¢e
x/c=0,75
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Finalmente, no caso da andlise da influéncia de N na simulacdo, a comparagdo temporal
pode ser feita entre as Fig. 6.8a, 6.9a e 6.10a, para x/c =0,25, entre as Fig. Fig. 6.8b, 6.9b
e 6.10b, para x/c=0,50, e por dltimo, entre as Fig. 6.8a, 6.9a e 6.10a, para x/c=0,75.

A Fig. 6.11 apresenta a convergéncia da Espessura de Quantidade de Movimento e da
Espessura de Deslocamento no tempo, para o caso de placa plana com 1% de espessura,

=06, h/c,=0.85, N=50, Re=1000,T, = 10",

corte

——=a—— Sol. analitica de Esp. de Quant de Mow:
—&—— Sol. analiica de Esp. de Desloc.

xc
Figura 6.11 — Convergéncia das
Espessuras de Quantidade de
Movimento e Deslocamento

Por ultimo, a Fig. 6.12 apresenta a convergéncia do Coeficiente de Atrito (Cy) no tempo,

novamente para o caso de placa plana com 1% de espessura, & =0.6, /g, =0.85, N=50,

Re=1000, T, =1.0". Os valores de C, sdo obtidos numericamente através de uma

corte

aproximagcdo de primeira ordem de du/dy na parede.
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Figura 6.12 — Convergéncia do
Coeficiente de Atrito (¢)
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6.2. Escoamento em placa plana - validacéo

A seguir sdo apresentados os resultados convergidos para o modelo apresentado neste
trabalho e detalhado nos capitulos anteriores, para o caso placa plana com 1% de espessura,
a=0.6, h/a,=0.85, N=50, Re=1000, I',, =10x10" e no instante de tempo +=4,5. A

corte

simulagdo gerou 264252 vortices em 84 horas 10 minutos e 21 segundos de tempo de CPU.

As Fig. 6.13a, 6.13b e 6.13c apresentam o0s resultados do presente trabalho e da
simulacdo numérica de NIKONOV & SHAKHOQV (2008), para a componente u do perfil
de velocidade ao longo da placa, em x/c=0,25, x/c=0,50 e x/c=0,75, onde

n=y/ReU/x, c=1 e U=L.

As Fig. 6.13a, 6.13b e 6.13c permitem uma comparacdo do modelo numérico
desenvolvido no presente trabalho com um modelo numérico encontrado na literatura.
Percebe-se que os resultados alcancados tém maior acuracia que os apresentados por
NIKONOV & SHAKHOV (2008) ao longo de toda a placa plana.

x/c=0,25 x/c=0,50
E 11 11
i3 13 s o 1k
3 naf i ook
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7 i X132 0k
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W NIKONOV & SHAKHOV (2008). xc=0,25 I>  NIKONOY & SHAKHOY {2008): VC, xic=0,50 ol < NIKONOY & SHAKHOY (2008); ¥C, xic=0,75
0 E 04 DR
P R ERRTRRRTI BRI | i
n n b
Figura 6.13a Figura 6.13b Figura 6.13c
Perfil de velocidade Perfil de velocidade Perfil de velocidade
(x/c=0,25) (x/c=0,50) (x/c=0,75)

Outra comparacdo com resultados numéricos encontrados na literatura é apresentada na
Fig. 6.14, onde se percebe uma superioridade ainda maior da modelagem aqui
desenvolvida, em comparacdo o modelo de LEWIS (1991), o qual utiliza o Método do

Avanco Randdmico para simulagdo do processo de difuséo da vorticidade e Re=500.
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As Fig. 6.13a, 6.13b e 6.13c evidenciam o excelente resultado conseguido com a
modelagem numérica deste trabalho. O perfil de Blasius é reproduzido pelos resultados
numéricos de maneira altamente representativa, 0 que atesta a excelente acuracia da
simulacdo realizada ao longo da placa plana. Deste modo, pode-se afirmar que o modelo
numérico desenvolvido neste trabalno é capaz de reproduzir com elevada
representatividade o processo de geracdo de vorticidade na superficie, 0 que o habilita a
realizar simulagbes em corpos aerodindmicos, determinando com precisdo 0s esfor¢os no
corpo. A boa qualidade do perfil de velocidade na parede, que pode ser vista nas Fig. 6.13a,
6.13b e 6.13c, permite o calculo do Coeficiente de Atrito (C;) com bastante preciséo, como
apresentado na Fig. 6.15.
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Figura 6.15 — Coeficiente de Atrito (C))

converaidn
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A Fig. 6.16 apresenta a Espessura de Quantidade de Movimento e a Espessura de

Deslocamento convergidas.

— — — — Esp.Quant Mov. - sol. analitica
006 - ] E sp. Quant Mow -presentetr:ahalhu
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-
-

-

004 - Fa -

e

0.0z

0.5

xc

Figura 6.16 — Espessuras de Quantidade de
Movimento e Deslocamento convergidas

As Fig. 6.15 e 6.16 permitem que se observe melhores resultados na parte central da
placa plana, em comparacdo com os visualizados proximo das extremidades. Esta
constatacdao € esperada, conforme dito anteriormente, tendo em vista a teoria de camada
limite ser aplicAvel apenas a regides suficientemente distantes do bordo de ataque

(Re, — ), assim como pelo fato de ser deduzida para placa plana semi-infinita, ou seja,

também ndo contempla a descontinuidade do bordo de fuga.
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CAPITULO 7

AEROFOLIO - ANALISE DE RESULTADOS

O Capitulo 6 apresentou os resultados das simulagbes em placa plana, com o objetivo
de validar o modelo numérico desenvolvido, estabelecer o custo computacional a ele
relacionado, e levantar a faixa adequada de variagao dos parametros numéricos e fisico (Re)

utilizados, quais sejam:

Parametro de divisdo dos vortices do MCNC - « ;

Raz&o entre a distancia de nascimento (/) e o raio do vortice (a,) -h/o, ;

NUmero de painéis - N;

Numero de Reynolds - Re.

O presente capitulo desenvolve uma andlise do escoamento ao redor de aerofdlio,
utilizando o modelo computacional descrito nos capitulos anteriores, e explorando 0s
parametros numeéricos listados acima, dentro da faixa de utilizacdo que foi testada e
validada no capitulo anterior, e que fornece uma relacdo custo computacional/resultados
viavel e satisfatoria.

O estudo do escoamento ao redor de aerofolios é de elevado interesse da engenharia,
tendo em vista a enorme gama de aplicacdes em escoamentos internos e externos, como em
turbo maquinas, em turbinas edlicas, em pas de helicépteros e em superficies de
sustentac@o e controle de aeronaves. As teorias para escoamentos ndo viscosos fornecem
resultados limitados, sobretudo para a determinacdo das forcas de arrasto em aerofolios
com baixos angulos de ataque.

A utilizacdo de um aerofdlio, ou seja, de uma secdo reta de uma asa ou pa de uma
turbina, permite calcular as forcas de superficie no corpo tridimensional, através de
consideracdes e modificacdes em algumas de suas propriedades. Tal abordagem ¢é utilizada

com muita frequéncia nas linhas de pesquisas atuais.
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As simulacdes apresentadas neste capitulo utilizam o aerofélio simétrico NACA 0012,
tendo em vista se dispor na literatura de alguma informacdo no que diz respeito a

simulacdes e experimentos.

7.1. Verificacdo dos parametros numeéricos e analise de convergéncia para aerofélios

Os parametros numéricos descritos acima, e testados no Capitulo 6 para placa plana,
foram utilizados em simulac¢Bes de tempo curto para o aerofélio NACA 0012, de acordo
com a Tabela 7.1. Esta verificacdo visa a adequa-los as simula¢Ges em aerofdlios, tendo em
vista a existéncia de algumas particularidades e diferencas com relacao a placa plana, onde
ocorrem os efeitos de quina no bordo de ataque, assim como os efeitos de proximidade
entre painéis opostos. O nimero de Reynolds escolhido (2,0 x 10°) visa a possibilidade de

comparacao com dados experimentais disponiveis na literatura.

Tabela 7.1 — Casos de tempo curto para verificacdo dos parametros

Angulo i
CASO Re de a % N
ataque 0
1 50
2 0,4 0,8 80
3 100
4 0,8
5 2,0 x 10° 6° 0,4 0,7 50
6 0,6
7 0,4
8 0,5 0,8 50
9 0,6

Adicionalmente, estas rodadas de tempo curto permitiram a visualiza¢do da tendéncia
de convergéncia da simulacdo, como sera explorado a seguir.

As Fig. 7.1a, 7.1b e 7.1c abaixo apresentam a distribuicdo de pressdo em um aerofélio
NACA 0012, para as simulagbes da Tabela 7.1 com angulo de ataque = 6° no instante

t=1,0. Os resultados séo entdo comparados aos dados experimentais de GREGORY &

O’REILLY (1973).
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As Fig. 7.1a, 7.1b e 7.1c, quando comparadas entre si, permitem que se observe, no
mesmo instante de tempo ¢=1,0, as taxas de convergéncia melhores para 0s parametros
numéricos que representam maior refinamento.

Deste modo, a Fig. 7.1a permite observar que maiores valores de N conduzem a

solugBes mais refinadas, para 0 mesmo instante de tempo ¢=1,0. Tal constatagdo é

esperada, uma vez que N maiores representam melhores discretizac6es do aerofolio.

........................... Cnso 1
— — — - CASO 2
CASO 3
A Fict G regory & O'Reilly {197 3) - experimental

)
-0.45 |
. g 'y
L o
ak - &ﬂﬂﬂﬂ& AL AV AN AN
0.5

a 0.25 0.4 0.74
xfe
Figura7.1a- C, - NACA 0012

t=10,Casos1,2¢e3

Do mesmo modo, a Fig. 7.1b permite observar que menores valores de %/c, fornecem

melhores resultados, para 0 mesmo instante de tempo #=1,0, uma vez que conduzem a
maiores taxas de recobrimento dos nucleos dos vortices, ou seja, melhores representacdes
do campo de vorticidade.

Por ultimo, a andlise da Fig. 7.1c indica que obtém-se melhores resultados com maiores
valores de «, 0s quais representam melhor refinamento espacial por promoverem maior

ndmero de divisdes dos vortices no MCNC.
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Cabe ressaltar que as figuras relativas aos casos da Tab. 7.1 ndo correspondem a
resultados convergidos, no entanto, estas permitem que se perceba, para um mesmo instante
de tempo, uma combinacdo de parametros numéricos que se adequa a simulacdo de
escoamentos em aerofodlios, e que serdo utilizados nas simulagdes de tempo longo

apresentadas na secao seguinte.

7.2. Apresentacdo e andlise dos resultados

A Tabela. 7.2 mostra os valores dos parametros numéricos e demais dados de entrada
utilizados nas simulacdes de tempo longo, com valores de Re=10* e Re=10 e angulos de
ataque variando entre 0° e 16°. Os resultados apresentados nesta secdo sdo apenas para 0s
angulos de ataque 4°, 10° e 14°, com Re=10°. Os demais angulos de ataque para Re=10°
sdo apresentados no APENDICE A, enquanto que os resultados para Re=10%. sdo
apresentados no APENDICE B.

Tabela 7.2 — Parametros numéricos e dados de entrada empregados nas simulagdes de tempo longo

Parametro ou dado de

Simbolo Valor Referéncias e observacdes
entrada
Namero de Reynolds Re 10% e 10° Foram realizadas simulagdes com 10 e 10°.
Parametro de divisdo dos a 06 Definido na se¢do 4.6.4. Escolhido com base no Capitulo

vértices no MCNC 6 e nas rodadas de tempo curto deste capitulo.

Relacdo entre a distancia
dos centros (/) e o raio % 0.6 Definido na se¢do 4.4. Escolhido com base no Capitulo 6
0

L. e nas rodadas de tempo curto deste capitulo.
do vartice (o,)) P P

Escolhido com base no Capitulo 6 e nas rodadas de

Numero de painéis N 200 tempo curto deste capitulo.

Corte 10% Definido na secéo 4.8.3. Escolhido com base no
corte Capitulo 6 e nas rodadas de tempo curto deste capitulo.

Relagdo At = kAl k 1 Definido na se¢&o 4.7. e no APENDICE C

NuUmero de sub-painéis Nowp 5 Definido na secédo 4.11.

Para facilitar o seu entendimento, a Tab. 7.2 fornece ainda a referéncia do parametro em

questdo, com relacdo a localizacdo de sua definicdo no texto dos capitulos anteriores.

194




As Fig. 7.2, 7.3, 7.4, 7.5, 7.6, 7.7 e 7.8 a seguir apresentam respectivamente 0s
resultados para o coeficiente de sustentacdo, o coeficiente de arrasto, o coeficiente de
pressdo, as linhas de corrente com os campos de velocidade, o campo de vorticidade e a
esteira, obtidas com os dados da Tabela. 7.2 para Re=10°, angulo de ataque=4°.

As Fig. 7.9, 7.10, 7.11, 7.12, 7.13, 7.14 e 7.15 apresentam respectivamente 0s
resultados para o coeficiente de sustentacdo, o coeficiente de arrasto, o coeficiente de
pressdo, as linhas de corrente com os campos de velocidade, campo de vorticidade e a
esteira, obtidas com os dados da Tab. 7.2 para Re=10 e angulo de ataque=10°.

As Fig. 7.16, 7.17, 7.18, 7.19, 7.20, 7.21 e 7.22 apresentam respectivamente 0s
resultados para o coeficiente de sustentacdo, o coeficiente de arrasto, o coeficiente de
pressdo, as linhas de corrente com os campos de velocidade, campo de vorticidade e a

esteira, obtidas com os dados da Tab. 7.2 para Re=10 e angulo de ataque=14°.
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A simulacdo realizada pelo modelo numérico desenvolvido neste trabalho pretende
capturar os instantes iniciais da formagdo da camada limite e da esteira viscosa de um
escoamento impulsivo ao redor de um aerofélio com baixo angulo de ataque. As
simulagdes utilizando os dados e pardmetros numeéricos da Tab. 7.2 permitiram gerar um
conjunto de resultados satisfatérios para realizacdo de uma anélise fisica completa.

As Fig. 7.2 e 7.3 mostram uma oscilacdo de elevada freqiiéncia e pequena amplitude
nos Coeficientes de Sustentacdo (C.) e Arrasto (Cp). Este comportamento corresponde a
fisica do escoamento em questdo, uma vez que, para baixos angulos de ataque, como o do
caso em questdo (4°), o desenvolvimento da esteira viscosa se da de forma rapida, com
oscilacOes elevada freqliéncia e pequena amplitude. Nota-se também que o Coeficiente de
Sustentacdo atinge rapidamente o patamar superior, 0 que também ¢é resultado da rapida
formacéo da esteira viscosa para angulos de ataque baixos.

As Fig. 7.9 e 7.10 apresentam respectivamente os Coeficientes de Sustentagdo (C;) e
Arrasto (Cp) para o angulo de ataque 10°. Percebe-se que o desenvolvimento da esteira para
este angulo de ataque € mais demorado quando comparado ao das Fig. 7.2 e 7.3, tendo em
vista a demora do C;, em atingir seu patamar superior. Outro fato observado nas Fig. 7.9 e
7.10 é que os célculos de C;, e Cp por WU (1981) e LEWIS (1991) comegam a apresentar
diferencas substanciais com relacéo ao calculo por SHINTANI (1994).

Para angulo de ataque 14° as Fig. 7.16 e 7.17 mostram C, e Cp com maiores
amplitudes de oscilacdo, o que representa o efeito do desprendimento de estruturas
rotacionais de maiores escalas, fato esperado para angulos de atague maiores. Novamente
percebe-se que os célculos de C; e Cp por WU (1981) e LEWIS (1991) apresentam
diferencas com relacédo ao célculo por SHINTANI (1994).

O coeficiente de pressdo das Fig. 7.4, 7.11 e 7.18 é uma média no tempo, onde sdo
considerados diversos periodos de oscilagdo. Percebe-se claramente a tendéncia de
uniformizacdo da pressdo na superficie superior do aerofdlio, a medida que o angulo de
ataque cresce, indicando a dificuldade do escoamento acompanhar a curvatura superior, 0
que € prenuncio do estol.

As Fig. 7.5 e 7.12, respectivamente para angulos de ataque 4° e 10°, mostram esteiras
densas e aderidas ao corpo, sem nenhuma tendéncia de descolamento, conforme esperado

para a situacdo de baixos angulos de ataque. Porém, a Fig. 7.19, para angulo de ataque 14°,
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permite perceber uma esteira com diversas perturbac@es na superficie superior do aerofélio,
sobretudo no bordo de ataque, onde comega a se desenvolver uma bolha de recirculagéo.

As linhas de corrente perfeitamente aderidas a superficie superior do aerofdlio das Fig.
7.6 e 7.7, para angulo de ataque 4° e Fig. 7.13 e 7.14, para angulo de ataque 10°
contrastam com as linhas de corrente da Fig. 7.20 e 7.21, para angulo de ataque 14°. Nestas
ultimas figuras, nota-se que o escoamento comeca a ter dificuldade em acompanhar a
superficie superior do aerof6lio, sendo obrigado a contornar a bolha de recirculacdo no
bordo de ataque, para posteriormente recolar na superficie.

Apesar do fendbmeno de transicdo da camada limite laminar para a turbulenta ser
inerentemente tridimensional, uma simulacdo bidimensional pode ter a capacidade de
capturar seus efeitos, tendo em vista as perturbacdes provenientes dos residuos da solucéo
numérica (SHAN et al. (2005)). As Fig. 7.6, 7.7, 7.8, 7.13, 7.14, 7.15, 7.20, 7.21 e 7.22.
mostram esta capacidade do modelo desenvolvido neste trabalho representar um efeito
puramente tridimensional, a partir de uma simulagéo bidimensional. Percebe-se claramente
a formacéo de instabilidades na superficie superior do aerofolio, cuja origem no bordo de
ataque desenvolve uma camada cisalhante, melhor visualizada entre a bolha e o aerofélio
da Fig. 7.22, que tende a se enrolar e a provocar instabilidades na geragéo de vortices, como
pode ser visto também na Fig. 7.22, a partir da metade da corda em direcdo ao bordo de
fuga do aerofolio. O recolamento do escoamento pode ser entdo visualizado nas linhas de
corrente das Fig. 7.20 e 7.21.

O modelo numérico desenvolvido mostrou-se suficientemente sensivel para capturar o
fendmeno da formacgdo da camada limite laminar, desenvolvimento de uma bolha de
circulacdo primaria, transicdo da camada limite laminar para a turbulenta e consequente
recolamento do escoamento e retardamento do estol, como pode ser observado novamente
nas linhas de corrente das Fig. 7.20 e 7.21.

Deste modo, em uma simulacgéo bidimensional, apesar das condi¢des de contorno serem
permanentes e de ndo haver nenhuma perturbacédo externa, o fendmeno da transicdo pode
ser disparado por ruidos numéricos, os quais transferem a instabilidade para o escoamento
através da geracdo de vorticidade na parede, provocando as oscilagdes nos resultados, e o
aparecimento de estruturas rotacionais de maior escala, emitidas repetidamente, como pode
servistonas Fig. 7.7e 7.14 e 7.21.
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A Fig. 7.23 mostra os resultados obtidos para C; utilizando-se as metodologias para
calculo dos carregamentos de LEWIS (1991), SHINTANI (1994) e WU (1981), a partir dos
dados da Tab. 2 com RE =10°, em comparacao com os valores experimentais de BLENVIS
(1984).

[+—H—F] BLENVIS (1984}, Re=1,Tx10% - Experimental

16 — V—7—7 PRESENTE TRABALHO - LEWIS (1991) - Re=1,0x10%
O—&—€) PRESENTE TRABALHO - SHINTANI {1994} - Re=1,0x100%
—&—— &> PRESENTE TRABALHO - WU (19813 - Re=1.0x10%

o KA

| | | | |
0 4 8 12 16 20
ANGULO DE ATAQUE

Figura 7.23 — Coeficiente de Sustentacao(Cy)
Dados da Tab. 7.2 e Re=10°

A Fig. 7.23 permite concluir que, para o caso da simulagdo em estudo, os resultados de
C, obtidos utilizando-se a metodologia de WU (1981) para célculo das cargas apresentam
melhor concordancia com os resultados experimentais de BLENVIS (1984), quando
comparados a LEWIS (1991) e a SHINTANI (1994).

A Fig. 7.24 mostra os resultados obtidos para Cp utilizando-se as metodologias para
calculo dos carregamentos de LEWIS (1991), SHINTANI (1994) e WU (1981), a partir dos
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dados da Tab. 2 com RE =10°, em comparagdo com os valores experimentais de BLENVIS
(1984).

[F—FHF+—F1 BLENWIS (1984), Re=1,7x10% - Experimental

0.2 — V%7 PRESENTE TRABALHO - LEWIS (1991} - Re=1,0x10%
(33— PRESENTE TRABALHO - SHINTANI {1994} - Re=1,0x 100
&< PRESENTE TRABALHO - WU (1981) - Re=1.0x10

0 4 8 12 16 20
ANGULO DE ATAQUE

Figura 7.24 — Coeficiente de Arrasto (Cp)
Dados da Tab. 7.2 e Re=10°

Do mesmo modo que a Fig. 7.23, a Fig. 7.24 permite concluir que, para o caso da
simulacdo em estudo, os resultados de Cp obtidos utilizando-se a metodologia de WU
(1981) para célculo das cargas apresentam melhor concordancia com os resultados
experimentais de BLENVIS (1984), quando comparados a LEWIS (1991) e a SHINTANI
(1994).

A Fig. 7.25 apresenta o Coeficiente de Sustentacdo (C;) obtido com os dados da Tab.
7.2 para Re=10, através da aplicacdo da metodologia de WU (1981), e ainda fornece dados
experimentais obtidos por BLENVIS (1984), e resultados de simulagcBes numéricas de
SILVA (2005) e SPALART (2000).
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BB 5'LvA (2005), Re=1,7x10%- Numérico
[F—F—F1 BLENVIS (1884), Re=1,7x10% - Experimental

G—S—&> SPALART (2000), Re=10x10% - Numérico
V—SA—57 PRESENTE TRABALHO, Re=1,0x10% - Mumérico

' | |

0 4 B 12 16 20
ANGULODE ATAQUE

Figura 7.25 — Coeficiente de Sustentacdo (C;)
Dados da Tab. 7.2 e Re=10°

A Fig. 7.25 permite observar uma melhora do Coeficiente de Sustentacdo (C;) obtido
com a modelagem apresentada neste trabalho, com os dados da Tab. 7.2 para Re=10°,
através da aplicacdo da metodologia de WU (1981), em comparacdo a simulacdo de SILVA
(2005), tendo como parametro os dados experimentais de BLENVIS (1984).

A Fig. 7.26 apresenta o Coeficiente de Arrasto (Cp) obtido com os dados da Tab. 7.2
para Re=10° através da aplicacdo da metodologia de WU (1981), e ainda fornece dados
experimentais obtidos por BLENVIS (1984), e resultados de simula¢Ges numericas de
SILVA (2005) e SPALART (2000).
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BB 5L/ (2005), Re=17x10% - Numérico
[F—FHFF1 BLENVIS (1984), Re=1,7x10° - Experimental

T | &—<E—< SPALART (2000), Re=10x10% - Numérico
V—F—/ PRESENTE TRABALHO, Re=10x10% - Numérico

ANGULO DE ATAQUE

Figura 7.26 — Coeficiente de Arrasto (Cp)
Dados da Tab. 7.2 e Re=10°

A Fig. 7.26 permite que se observe uma melhora do Coeficiente de Arrasto (Cp) obtido
com a modelagem apresentada neste trabalho, com os dados da Tab. 7.2 para Re=10°,
através da aplicacdo da metodologia de WU (1981), em comparacao a simulacdo de SILVA
(2005), tendo como parametro os dados experimentais de BLENVIS (1984).

As Fig. 7.27a e Fig. 7.27b mostram respectivamente o custo computacional e 0 nimero
de aglomeracdes da simulagdo obtida com os dados da Tab. 7.2 para Re=10° com angulo de
ataque=4°.
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A Fig. 7.27a permite que se perceba o crescimento exponencial do nimero de vortices
causado pelo Método do Crescimento do Ndcleo Corrigido (MCNC) nos instantes iniciais,
seguido de um comportamento assintético a medida que ¢ — oo . O alto numero de vortices
eleva substancialmente o custo computacional do modelo numérico desenvolvido, mesmo
considerando os avancos obtidos pela utilizacdo do Método de Expansdo em Multipolos
Adaptativo (MEMA\) na etapa convectiva, como foi visto na secdo 4.4.1, e do algoritmo da

aglomeracdo e corte, cujo resultado para a simulacdo em questdo é mostrado na Fig. 7.27b.
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A Fig. 7.28 apresenta 0 nimero de aglomerac@es obtidas com os dados da Tab. 7.2 e
Re=10°, para angulos de ataque variando de 0° a 16°

Da analise da Fig. 7.28 pode-se constatar que angulos de ataque mais baixos tém maior
namero de vortices aglomerados, quando comparados a angulos de ataque mais elevados.
Tal percepcdo encontra amparo no fato de que o grau de espalhamento dos vortices € menor
em angulos de ataque baixos, 0 que implica em menor taxa de recobrimento entre 0s
vortices, com conseqliente prejuizo para o processo de aglomera¢do e aumento do custo
computacional.

Outro fator que contribui para 0 aumento do custo computacional para angulos de
ataque elevados é a maior complexidade de formacéo da esteira viscosa. Nestes casos, para
que a esteira oscilatoria possa se desenvolver, é necessario alcancar tempos de simulacdo
ainda mais longos do que 0s necessarios para angulos de ataque baixos, fato que impediu
simular casos de tempo longo com angulos de ataque acima de 16°.
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CAPITULO 8

CONCLUSOES

A modelagem numeérica apresentada neste trabalho objetiva simular escoamentos
bidimensionais, incompressiveis e ndo permanentes ao redor de corpos aerodindmicos,
utilizando o Método de Vortices, o qual lanca mdo de um referencial puramente
lagrangeano e livre de malhas auxiliares de calculo para simular a dindmica do escoamento,
através da evolucdo de uma nuvem de vortices A modelagem matematica do Método de
Vortices estd baseada na equacdo de transporte da vorticidade.

O Meétodo dos Painéis é utilizado neste trabalho em combinacdo com o Método de
Vortices para simular a presenca do corpo no escoamento. O Método dos Painéis é uma
particularizacdo do Método dos Elementos de Contorno aplicado a escoamentos potenciais.
Este trabalho apresentou um estudo referente a discretizacdo da superficie sélida, utilizando
uma distribuicdo de vorticidade linear ao longo dos painéis, a qual garante a continuidade
da vorticidade nos nds, acoplada a uma modelagem para a curvatura do aerofélio, a qual,
por sua vez, garante a continuidade da derivada da funcdo que descreve a geometria dos
painéis nos pontos nodais. Para representar a geometria é utilizada uma funcéo polinomial
de terceiro grau para.

A solucdo numérica do Método de Vortices prevé a discretizacdo do campo de
vorticidade em vortices que carregam funcdes de base representativas do escoamento.
Neste trabalho sdo utilizados vortices de Lamb para modelar o campo de vorticidade. Tal
modelo desingulariza o campo de velocidade induzido por um vortice pontual, através da
inclusdo de um ndcleo de raio ndo nulo. A convergéncia do método é alcancada quando se
garante um alto grau de recobrimento entre os nucleos dos vortices presentes na simulagao.
A solucdo exata da Equacdo de Navier-Stokes é obtida fazendo-se o raio dos vortices
tenderem a zero e a distancia média entre eles tenderem a zero ainda mais rapidamente
(CLARKE & TUTTY, 1994).

Especificamente neste trabalho, estudos detalhados do modelo numérico proposto
foram realizados nas seguintes etapas do algoritmo do Método de Vortices: difusdo,

convecgdo, representacdo da superficie solida e geracdo de vorticidade. Como citado no
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capitulo 1, duas sdo as contribui¢bes principais deste trabalho: a modelagem para o
processo de geracdo de vorticidade na superficie de um corpo solido; e a modelagem
numérica completa, que une o novo modelo de geracdo proposto a uma combinacdo de
modelos de difusdo e convecgdo ja disponiveis na literatura. Em outras palavras, a
modelagem numeérica completa, descrita no ambito do Método de Vortices, expressa um
produto inédito para aplicacdes a escoamentos externos incompressiveis ao redor de corpos.
Aplicacdes a escoamentos internos também sdo possiveis, do mesmo modo que extensdes
do Método de Vortices a escoamentos compressiveis ja se encontram reportadas na
literatura. Adicionalmente, a aplicacdo ao problema de conveccao-difusdo, expresso pelo
escoamento laminar ao redor de uma placa plana paralela ao escoamento, também ¢é inédita
do ponto de vista da qualidade dos resultados obtidos. Pode-se afirmar que a literatura ndo
reporta simulagdes deste problema utilizando o Método de Vortices com este nivel de
acuracia. Finalmente, a aplicagdo do Método de Vortices a aerofélio também pode ser
interpretada como uma grande contribuicdo deste trabalho, uma vez que a maioria absoluta
das aplicacdes do Método de Vortices encontradas na literatura contemplam problemas de
escoamentos ao redor de corpos rombudos de se¢éo circular.

A seguir sdo apresentadas individualmente as conclusdes para cada etapa do Método de
Vortices desenvolvida neste trabalho, assim como para os resultados encontrados com as
simulacdes que utilizam o modelo completo aplicado ao escoamento em torno de uma placa

plana e ao redor de aerofolios.

8.1. Método de Painéis

O Método dos Painéis é utilizado para fornecer uma solucdo para o escoamento
potencial externo ao redor de um corpo. Uma vez que no Método dos Vértices o
escoamento é considerado irrotacional em todo o dominio, com excecdo da area definida
pelos ndcleos dos vortices, a contribuicdo dos painéis para satisfacdo da condicdo de
contorno na superficie solida pode ser entendida como a contribuicdo do escoamento

potencial ao redor do corpo.
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8.1.1. Aplicacédo de curvatura na superficie sélida

Neste trabalho foi utilizado um modelo de distribuicdo de vorticidade linear ao longo
dos painéis, o que garante a continuidade da funcdo nos pontos nodais. Simultaneamente,
foram utilizados painéis curvos para discretizar a geometria do corpo, 0 que, por sua vez,
garante a continuidade da funcdo e da derivada da funcdo que descreve a forma do
aerofdlio nos pontos nodais. E utilizado um polinémio do terceiro grau para descrever a
geometria. Esta € a modelagem proposta por PEREIRA (2005), o qual testou diversas
combinagOes de representacdo da vorticidade e representacdo da geometria para ordens
superiores.

A melhora na modelagem da discretizacao da superficie sélida, obtida pela utilizacdo de
painéis curvos, visa a aprimorar a contribuicdo do escoamento potencial na satisfagdo da
condicgéo de contorno nos pontos de controle do corpo, assim como a fornecer um campo de
velocidade mais representativo nas imediagdes da superficie, fazendo com que se tenha
continuidade no campo de velocidade induzido pelos painéis em regides proximas aos
pontos nodais.

O capitulo 5 apresenta uma comparagdo entre a utilizacdo de painéis retos e curvos.
Para 0 caso do escoamento potencial, a contribui¢do da curvatura nos painéis permite obter
uma distribuicdo de pressdo mais acurada no aerofolio. Adicionalmente, pode-se concluir
gue um numero inferior de painéis curvos fornece resultados com a mesma qualidade dos
obtidos com paine€is retos. Naturalmente, o custo computacional por elemento aumenta,
pois o custo computacional do calculo das velocidades induzidas por painéis curvos é maior
do que por painéis retos.

O capitulo 5 estuda ainda o campo de velocidade induzido por painéis retos e curvos,
em simulagdes de escoamentos ao redor de cilindros e aerofdlios. Conclui-se que estes
campos passam a ser graficamente coincidentes, em regides suficientemente afastadas da
superficie. Esta constatacdo permite estabelecer uma regra de aplicabilidade para a
utilizacdo dos paineéis curvos para determinacdo da velocidade induzida nos vortices, uma
vez que a avaliacdo das integrais numéricas envolvidas no calculo das velocidades dos
painéis curvos tem um custo computacional superior ao calculo analitico da velocidade

induzida pelos painéis retos. Deste modo, de acordo com a analise conduzida na se¢éo 5.1,
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da-se preferéncia a utilizagdo de painéis retos em detrimento a utilizacdo de painéis curvos,
para a avaliacdo da velocidade induzida em vortices que distam mais que Al /2 do ponto de
controle. Cabe ressaltar, porém, que a inducéo de velocidade dos painéis sobre os pontos de
controle dos demais painéis é calculada utilizando-se somente painéis curvos, ou seja, sdo
utilizados somente painéis curvos na formacdo da matriz de influéncia para calculo da

contribuicdo do escoamento potencial.

8.1.2. Utilizac&o de sub-painéis

O modelo numérico desenvolvido neste trabalho realiza uma discretizacdo mais
refinada para o calculo da velocidade induzida por vortices muito proximos do corpo, sobre
os pontos de controle dos painéis. Neste caso, uma melhor representacdo da geometria €
conseguida aplicando-se sub-painéis, conforme apresentado na se¢édo 4.10, onde é realizado
um estudo do campo de velocidade induzido por um vortice sobre um numero variavel de
sub-painéis, nas proximidades do ponto de controle. Os resultados deste estudo permitem
que se conclua que existe uma excelente concordancia grafica em todas as situacoes,
quando se utiliza um ndmero superior a 4 sub-painéis. Deste modo, em todas as simulagdes
apresentadas no capitulo 7 foram utilizados 5 sub-painéis quando a distancia do vortice
considerado ao ponto de controle do painel € menor que a metade do painel, ou seja, menor
que A//2.

8.2. Condicao de contorno na superficie — utilizacdo simultdnea de painéis e vortices

Tradicionalmente, 0 método dos painéis permite a satisfacdo de apenas uma condicédo
de contorno na superficie. A utilizacdo de dipolos na superficie permite satisfazer a
condicdo de contorno de impenetrabilidade, ao passo que a utilizacdo de vorticidade
permite apenas que se satisfaca a condicao de ndo-deslizamento.

Este trabalho introduziu a utilizacdo simultanea de vortices e painéis para a
representacdo do corpo, conforme visto na secdo 4.3. Esta abordagem visa permitir a
satisfacdo simultanea das condi¢bes de ndo-deslizamento e impenetrabilidade em cada

ponto de controle, enriquecendo a simulacdo com a determinacdo de um fluxo de
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vorticidade mais representativo da situacdo fisica em questdo. A anéalise inédita do processo
de geracdo de vorticidade na parede permite o desenvolvimento de um processo de geracdo
de vortices em paredes sélidas. O fluxo de vorticidade resultante da imposicdo simultanea
das duas condicdes de contorno na parede é calculado com alto grau de acurécia e, atraves
do novo processo de geracdo de vortices, € repassado acuradamente para 0s vortices
nascentes. Os resultados para o calculo do coeficiente de atrito na parede para o problema

de Blasius expressam claramente a qualidade do modelo proposto.

8.3. Método de difusao.

A evolucdo dos modelos de difusdo viscosa empregados no Método de Vortices esta
intimamente relacionada a necessidade de uma representacdo satisfatoria do campo de
vorticidade, com a utilizagdo de uma nuvem de vortices cada vez mais densa. Tais modelos
tendem a preencher o dominio com uma quantidade cada vez maior de vortices, resultando
em simulagdes cada vez melhores, porém, com um custo computacional também crescente.
Diversos modelos de difusdo viscosa foram testados e comparados entre si neste trabalho.
A difusdo de um vortice pontual foi utilizada como padrdo de comparacdo na se¢do 5.4
deste trabalho, tendo sido percebido a superioridade global do Método de Crescimento do
Nucleo Corrigido (MCNC) com relacdo ao Método do Avanco Randdémico (MAR), ao
Método da Redistribuicdo da Vorticidade (MRV) e com relacdo ao Método da Velocidade
de Difusdo (MVD). Esta analise foi realizada buscando-se comparar o desempenho dos
métodos utilizando-se nuvens de vortices de tamanhos semelhantes, uma vez que cada
método possui um controle do namero de vortices distinto. Os resultados mostram que
todos os métodos estudados simulam o processo de difusdo viscosa corretamente, porém, a
acuracia dos resultados numéricos depende fortemente do grau de recobrimento dos
nucleos dos vortices, 0 que por sua vez é funcdo direta do nimero de vortices presentes na
simulacdo. Como o0 MCNC e o MRV séo os Unicos que realizam o refinamento espacial,
aumentando o numero de vortices segundo critérios proprios bem definidos, pode-se
concluir que estes dois sdo os métodos mais indicados para simulag¢fes acuradas do Método
de Vértices. No entanto, considerando-se o custo computacional e a simplicidade de

implementacdo, pode-se concluir que 0 MCNC € o método de melhor custo/beneficio
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global. Deste modo, as simula¢des apresentadas nos Capitulos 6 e 7 passam a utilizar o
MCNC para simular a etapa difusiva do algoritmo.

O MCNC realiza o processo de difusdo da vorticidade promovendo um aumento do raio
do vértice. Este aumento é ditado pela equacdo 50%,[ =v, sendo controlado pelo

parametro numérico «, que estabelece a relacdo entre a resolucdo minima e maxima,

adequados para 0 escoamento em questéo, onde o, =& - oy - OS raios dos nicleos dos

vortices crescem até atingirem o,,,, quando, entdo, sdo divididos, mantendo-se 0s

momentos de ordem zero e um. O momento de segunda ordem é mantido fazendo a

distancia para divisdo ser igual a r = 2ov1-a” .

O MCNC possui custo computacional elevado devido ao crescimento exponencial da
nuvem de vortices, promovido pelas sucessivas divisdes, o que foi mostrado no estudo do
tempo de CPU da secdo 5.4. O aumento do custo computacional relacionado a este
crescimento do numero de vortices € combatido pela aplicagdo do algoritmo de

aglomeracéo de Rossi (1997), assim como pela aplicagdo de um parametro de corte (I

corte ):
0 qual estabelece um valor minimo para a intensidade dos vortices, a partir do qual ndo
ocorre mais a divisdo do vortice denominada refinamento espacial.

Os resultados obtidos para as simulacgdes realizadas mostram que o MCNC, acoplado ao
algoritmo de aglomeracdo de Rossi (1997), representa um método de difusdo lagrangeano
bastante efetivo para simulagfes de escoamentos externos, para qualquer faixa de nimero

de Reynolds.
8.4. Conveccao — Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo (MEMA)

A etapa convectiva do Método de Vortices inclui o célculo da velocidade auto-induzida
pela nuvem de voértices, ou seja, o calculo da velocidade induzida por cada vértice sobre
todos os outros. Tal procedimento de calculo possui 0 custo computacional da ordem de
M? onde M é o nimero de vortices presentes na simulacdo. Este trabalho estudou e
implementou o Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo (MEMA), proposto por
Carrier et al. (1988). Este método reduz o custo computacional relacionado a esta etapa

para ordem M, como mostrado na secédo 4.4.1.
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O MEMA realiza a expansao em multipolos agrupando vortices em caixas de tamanhos
diferentes, de acordo com a densidade local dos vortices. Dentro da mesma caixa é
realizado entdo o calculo direto vértice-vértice, ao passo que as interacGes entre caixas
diferentes sé@o efetuadas pela expansdo em multipolos.

Os resultados da utilizacdo do MEMA sé&o apresentados na secdo 5.2, onde foi testado
em distribuicdes uniforme, ndo-uniforme, ndo-uniforme em linha reta, ndo-uniforme em
sendide e em uma esteira de um aerofélio com angulo de ataque 90°. Em todas estas
configuragcbes 0 MEMA mostrou-se extremamente eficaz, reduzindo o custo computacional
para a ordem M. A utilizacdo de esteiras com alta densidade local de vortices faz com que
seja necessario limitar o tamanho das caixas, atuando no parametro numerico que controla
0 nimero maximo de vértices por caixa. Deste modo, garante-se que o tamanho das caixas
seja sempre maior que o raio dos vortices, condicdo necessaria para a aplicacdo da
desingularizagdo no interior das caixas. Em outras palavras, garante-se que vortices que
distam menos que seus raios nao interajam por expansdo em multipolos e sim pelo célculo
direto vortice-vortice com o modelo do vortice de Lamb.

Os resultados apresentados da secdo 5.2 mostram ainda que o aumento do numero
maximo de vortices por caixa insere uma queda momentanea no rendimento do MEMA.
Porém, mantendo-se constante este parametro, a inclinacdo da reta do tempo de CPU volta
a indicar o custo computacional da ordem de M, e o método retoma o desempenho
esperado.

Quanto a eficiéncia, os testes apresentados no capitulo 5 indicam uma fraca
dependéncia com relacdo ao angulo de ataque, ou seja, para angulos de ataque baixos, onde
existe uma concentracdo maior de vortices, o rendimento do MEMA € levemente inferior,
ao passo que, para angulos de ataque mais elevados, o grau de espalhamento dos vortices
faz com que ndo seja necessario aumentar com freqiiéncia 0 nimero maximo de vortices
por caixa, implicando em um rendimento relativamente superior. Este resultado ja era
esperado, uma vez que os testes indicam uma leve dependéncia do desempenho do MEMA
com relacdo a uniformidade das distribuicGes de vortices estudadas.

No que diz respeito a acuracia, o erro quadratico médio foi inferior a 1,0x10™* em
todos os testes realizados com 0 MEMA, tendo como referéncia o célculo direto vortice-

vortice.
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Pode-se concluir que a utilizacdo do MEMA sé traz vantagens para a utilizacdo do

Método de Vortices no estudo de escoamentos externos ao redor de corpos.

8.5. Aglomeracéo

A utilizacdo do MCNC faz com que seja necessario estabelecer estratégias para o
controle do numero de vortices presentes na simulacdo, comumente denominado de
tamanho do problema. O algoritmo de aglomeracdo de Rossi (1997) se prop0e a controlar o
grau de recobrimento existente entre os raios dos vortices, realizando a aglomeracao dos
nucleos em regides onde a taxa de sobreposicdo € excessiva. Como consequiéncia, 0 numero
de vértices passa a ser controlado, o que faz cair o custo computacional da simulacdo como
um todo. Entretanto, o custo computacional do algoritmo de aglomeracgéo de Rossi (1997),
que é da ordem de M?, passa a ser o fator limitante. Deste modo, o presente trabalho propde
como alternativa que o processo de aglomeracdo seja realizado por caixas, utilizando a
divisdo do dominio realizada por ocasido da etapa convectiva do MEMA. Assim, realiza-se
a aglomeracdo em cada grupo de vértices que estd confinado nas caixas definidas no
MEMA. Este procedimento pode ser considerado inédito, uma vez que ndo foi encontrada
na literatura nenhuma referéncia ao mesmo.

O capitulo 5 apresenta os resultados para a aplicacdo do processo de aglomeracéo
direta, ou seja, aquele em que a aglomeracdo € realizada em toda a nuvem, comparando
com os resultados da aplicacdo do processo de aglomeragdo por caixas proposto neste
trabalho. Conclui-se, entdo, que a utilizacdo da aglomeracéo por caixas reduz para a ordem
M o custo computacional envolvido na avaliacdo de esteiras com distribuicdo espacial
uniforme. Para o caso de esteiras com distribui¢cBes ndo-uniformes, a reducdo do custo
computacional é de uma ordem de grandeza, embora seu custo ndo seja necessariamente
reduzido para a ordem M.

Conforme detalhado no capitulo 4, este procedimento ndo causa perda de acuracia na
simulacdo, quando comparado ao processo de aglomeracdo direta, tendo em vista que o
erro envolvido estd limitado espacialmente em cada caixa onde ocorre a aglomeracao.

Deve-se ressaltar também que, do mesmo modo que ndo ha perda de acurécia, ndo ha perda
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na eficiéncia da aglomeracdo, ou seja, ambos 0s procedimentos produzem o mesmo nimero

de aglomeracges, conforme atestam os resultados discutidos no capitulo 5.

8.6. Método de geracdo de vorticidade na parede

Pode-se considerar como uma das principais contribuicbes do modelo numérico
apresentado neste trabalho o processo de geracdo da vorticidade na superficie, o qual é
descrito em detalhes nas secfes 3.8 e 4.4. Este modelo esté intimamente ligado ao modelo
proposto para a imposicdo simultdnea das duas condigfes de contorno de parede,
impenetrabilidade e ndo-escorregamento, como discutido acima. O calculo do raio do
vortice nascente baseia-se na Eq. 3.60, enquanto que a quantidade L de vértices por painel,
assim como a posigdo de nascimento, sdo determinados pela razdo de recobrimento h/c
desejada.

Deste modo, a escolha do valor de h/c deve levar em consideracdo a taxa de
recobrimento desejada, a qual esta ligada intimamente a convergéncia do método. Valores
de h/o menores implicam em um nimero de vortices L maior, e, conseqlientemente, em

um custo computacional mais elevado.

A qualidade dos resultados encontrados para os perfis de velocidade nas simulagdes de
desenvolvimento de camada limite em placa plana, mostrados no capitulo 6, atesta a
capacidade do modelo em questdo para simular de maneira satisfatria e representativa o
processo de geragdo de vorticidade em uma superficie sélida.

Deve-se salientar ainda o fato de que a intensidade da circulagdo dos vortices nascentes
leva em consideracdo a intensidade dos painéis e a circulagdo dos vortices que compdem a
matriz de influéncia. Deste modo, ap6s o calculo do campo de velocidade, os vortices

nascentes devem ter sua circulagéo determinada pela Eq. (4.103).
8.7. Carregamento sobre a superficie

Foram implementadas trés metodologias distintas de célculo dos esforgos sobre a
superficie, de acordo com o apresentado na se¢do 3.9: LEWIS (1991), WU (1981) e

SHINTANI & AKAMATSU (1994). A primeira avalia a equacdo de Navier-Stokes na
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parede, a segunda considera o campo de vorticidade na parede e na esteira do escoamento
como todo, e a terceira parte da Equacdo de Poisson para pressdo, escrita para a pressao
total, expressando a distribuicdo de pressao na superficie em funcdo da vorticidade na
superficie e na esteira.

Os resultados encontrados mostram grande concordancia entre as trés maneiras de
calculo apresentadas, sobretudo entre LEWIS (1991) e WU (1981), conforme pode-se

observar em todas as figuras relativas ao coeficiente de sustentacdo do APENDICE A.
8.8. Resultados para placa plana

O capitulo 6 apresenta e discute ainda os resultados para as simulacdes do escoamento
ao redor de uma placa plana. Os estudos desenvolvidos permitem avaliar, primeiramente, as

tendéncias de convergéncia da simulagdo com relagdo aos parametros numéricos « , h/c e

N . Para todos os casos mostrados no capitulo 6, verificou-se a convergéncia da solucdo

qguando se refinam esses parametros. Os resultados sdo obtidos para trés posicdes na placa,

% =0,25, XC =0,50, XC =0,75 e para diversos instantes de tempo. Deste modo, valores

de a mais proximos de 1 apresentam melhores resultados para 0 mesmo instante de tempo
e para a mesma posi¢do na placa, uma vez que o0 MCNC produz um maior refinamento
espacial com « maiores, 0 que € resultado da maior quantidade de divisfes dos vortices.

Do mesmo modo, valores de h/c mais préximos de zero fornecem melhores resultados,

para 0 mesmo instante de tempo e para a mesma posi¢cdo na placa, tendo em vista que a
simulacdo utiliza uma razéo de recobrimento maior dos nucleos dos vortices. Por ultimo,
obtém-se melhores resultados a medida que se aumenta o nimero de painéis N, para a
mesma posicao na placa e mesmo instante de tempo, o que representa uma melhoria na
discretizagdo da superficie sélida.

Observa-se também que a convergéncia ocorre primeiramente nas regides mais
proximas ao bordo de ataque da placa, uma vez que a espessura da camada limite € menor

nesta regido, podendo ser entdo representada por uma quantidade menor de vortices.
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Os perfis de velocidade encontrados para uma placa plana com 1% de espessura e

Re=1000, a =0.6, h/oc=0.85, N=50 e I, =1,0x10* permitem validar o modelo

corte ™
desenvolvido neste trabalho, em comparacdo com o perfil de Blasius. Os resultados obtidos
para as espessuras de quantidade de movimento e de deslocamento, assim como para o
coeficiente de atrito, mostram muito boa concordancia com as solugdes tedricas
disponiveis. Estes resultados devem ser real¢ados pelo fato de que ndo ha outros resultados
disponiveis na literatura de Método de Vértices que apresentem tamanha coincidéncia com
a solucdo de Blasius. Os resultados obtidos para placa plana de Blasius podem ser

interpretados como resultados de validacdo da modelagem numeérica proposta.

8.9. Resultados para aerofélios

A escolha dos pardmetros numéricos utilizados nas simulac@es com aerofolios teve
como ponto de partida o estudo para placa plana conduzido no capitulo 6. Deste modo, 0
capitulo 7 verifica inicialmente a utilizacdo e a aplicabilidade para aerof6lios, dos valores

de «, h/o e N utilizados para placa plana, o que é feito comparando-se a convergéncia

da distribuicdo de pressdo com dados experimentais existentes na literatura. Os valores
finais dos parametros escolhidos levam em consideracdo a necessidade de se adequa-los de
maneira mais representativa a simulacdo do escoamento ao redor do aerofélio, conforme
pode ser visto na Tabela 7.2.

Os resultados das simulacBes apresentados no capitulo 7 e no APENDICE A atestam a
excelente capacidade do modelo desenvolvido neste trabalho de capturar, de maneira
representativa, os fendbmenos fisicos associados ao escoamento incompressivel ao redor de

um aerofolio. As curvas de C, xa e C, xa apresentadas no capitulo 7, mostram, além de

uma excelente concordancia com os dados experimentais disponiveis, uma melhora
significativa com relacdo aos modelos numéricos anteriormente desenvolvidos e
disponiveis na literatura. Os resultados das simulagdes, quando analisados em detalhe,
ilustram os mecanismos fisicos principais do escoamento externo, a saber: separacdo,
desenvolvimento das instabilidades de Kelvin-Helmholtz, recolamento, desprendimento de
vorticidade, emissdo alternada de vortices e esteira oscilatoria. A turbuléncia na esteira,

caracteristica de escoamentos de altos nimeros de Reynolds é capturada nas suas maiores

220



escalas. Porém, nas menores escalas fica limitada a resolucdo especificada através dos
valores de o para a simulacdo. Basta, porém, refinar este pardmetro que o escoamento
turbulento de esteira é automaticamente calculado por completo. Este caso é equivalente a
Simulacdo Numérica Direta (DNS - “Direct Numerical Simulation™).

Nas simulacdes conduzidas para aerofélios, o0 Método de Vortices aqui proposto tende a
aumentar o custo computacional para angulos de atague mais elevados. Este fato ocorre por
dois motivos.O primeiro é o aumento do nimero de vortices necessarios para cobrir uma
regido rotacional que se estende bastante lateralmente. O segundo é o0 aumento do tempo
fisico (adimensional) de simulacdo, necessario para capturar varios ciclos de oscilacdo da
esteira, resultantes do mecanismo de emissao de vorticidade que forma uma esteira de Von

Karman atras do aerofdlio.

8.10. Sugestdes para trabalhos futuros

O presente trabalho desenvolveu uma modelagem numérica que buscou aprimorar todas
as etapas do Método de Vortices, desde a representacao do corpo, passando pela geracdo da
vorticidade, pelos processos de difusdo e conveccdo dos vortices, até o calculo dos
carregamentos sobre a superficie. Apesar dos avancos apresentados por esta modelagem, o
custo computacional envolvido mostrou-se um fator limitante, mesmo com a utilizacédo do
Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo (MEMA), sobretudo devido a alta
densidade de vortices necessaria para garantir um grau de recobrimento satisfatorio.

Deste modo, diversos pontos devem ser levantados como sugestbes para o

prosseguimento da pesquisa nesta area:

- implementacéo e utilizacdo de programacéo paralela, que pode ser realizada através
do “Message Passing Interface (MPI)”, tendo em vista a necessidade de célculo
direto vortice-vortice no interior das caixas do MEMA. e do célculo direto da
interacdo entre estas caixas, 0 que, para as altas densidades de vdrtices necessarias
para garantir um satisfatorio grau de recobrimento de seus nucleos, reduz a

eficiéncia do MEMA, aumentando o custo computacional do modelo numérico;
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- melhorar a representacdo do campo de vorticidade, através da utilizacdo de fungdes
de base de ordem espacial superior, que se deformem por acdo do campo de

vorticidade local, conforme sugerido por Rossi (2005);

- melhorar a representacdo do campo de vorticidade, através de uma adaptacdo
espacial para os vortices, o que pode ser conseguido pela aplicagdo da técnica de
interpolacdo das fungbes de base radiais, sugerida por Barba et al. (2005a, b), ou
através de técnicas que empregam malhas auxiliares temporarias para o

reposicionamento dos vartices no espago (“remeshing”).

Pode-se afirmar que a primeira sugestdo citada € de capital importancia para a
realizacdo de simulagfes de tempo longo para escoamentos externos sobre corpos. As duas
ultimas sugestdes representam mudangas significativas no modelo aqui proposto e inserem
um salto qualitativo em toda a metodologia lagrangiana incorporada no método de vortices.

No momento, encontram-se ainda em fase de desenvolvimento e teste.

222



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ABBOTT, I. H. & VON DOENHOFF, A., 1959, Theory of wing sections, Dover

Publications, New York.

AKIBARI, M. H., & PRICE, S. J., 2000, “Simulation of the flow over elliptic airfoils
oscillating at large angles of attack”, Journal of Fluids and Structures, 14, pp.757-777.

AKIBARI, M. H., & PRICE, S. J,, 2003, “Simulation of dynamic stall for a NACA
0012 airfoil using a vortex method”, Journal of Fluids and Structures, 17, pp. 855-874.

ANDERSON, J. D., 1991, Fundamentals of Aerodynamics, McGraw-Hill, 2" edition.

AREF, H., 1983, Integrable, *““Chaotic and Turbulent Vortex Motion in two-

dimensional Flows”, Annual Review of Fluid Mechanics, vol. 15, pp. 345-389.

AREF, H. & KAMBE, T., 1988, “Report on the IUTAM symposium: Fundamental
Aspects of Vortex Motion”, Journal of Fluid Mechanics, vol. 190, pp. 571-595.

BARBA, L. A, LEOANARD, A. & ALLEN, C. B., 2005a, “Vortex method with fully
mesh-less implementation for high Reynolds number flow computation”, International
Journal for Numerical Methods in Fluids, 47, pp. 841-848.

BARBA, L. A,, LEOANARD, A. & ALLEN, C. B., 2005b, “Advances in viscous
vortex models-meshless spatial adaption based on radial basis function interpolation”,

International Journal for Numerical Methods in Fluids, 47, pp. 387-421.

BARNES, J. E. & HUT, P., 1986, “A Hierarchical O(N logN) Force-Calculation
Algorithm”, Nature, vol. 324, pp. 446-449.

223



BATCHELOR, F. R. S., 1967, An Introduction to Fluid Dynamics, 1% Edition,
Cambridge University Press, 1970.

BERTAGNOLIO, F., SORENSEN, N., JOHANSEN, J., FUGLSANG, P., 2001, Wind
Turbine Airfoil Catalog, Risoe National Laboratory, Risoe - R - 1280 (EN), Roskilde,

Dinamarca.

BERTIN, J. J. & SMITH, M. L., 1998, Aerodynamics for Engineers, Prentice Hall, 3"

edition.

BHASKARAN, R. & ROTHMAYER, A. P., 1998, “Separation and instabilities in the

viscous flow over airfoil leading edges”, Computers & Fluids, vol. 27, n° 8, pp. 903-921.

BIRCH, D. & LEE, T., Measurement of the boundary layer development on a
oscillating airfoil, Department of Mechanical Engineering, McGill University, Quebec,

Canada.

BLEVINS, R. D., 1984, Applied Fluid Dynamics Handbook, Van Nostrand Reinhold,
Co.

BOUFERROUK, A. & CHERNYSHENKGO, S. I., 2005, “Tykhonov regularization in
discrete vortex methods”, Computers & Fluids, 34, pp. 275-281.

BREBBIA, C. A., TELLES, J. C. F.,, WROBEL, L. C., 1984, Boundary Element
Techniques: Theory and Applications in Engineering, Springer-Verlag, Berlin-
Heidelberg.

CARRIER, J., GREENGARD, L. & ROKHLIN, V., 1988, “A Fast Adaptive Multipole

Algorithm for Particle Simulation”, SIAM Journal of Scientific Statistics and
Computation, v. 9, n. 4, pp. 669-686.

224



CHATTOT, J. J., 2007, “Tower shadow modelization with helicoidal vortex method”,
Computer & Fluids.

COCLE, R., WINCKLEMANS, D. & DAENINCK., GOERIC, 2007, “Combining
vortex-in-cell and parallel fast multipole method for efficient domain decomposition

simulation”, Journal of Computational Physics, ref. YJCPH 1867.

COTTET, G., KOUMUTSAKQOS, P. & SALIHI, M. L. O., 2000, “Vortex Method with
spatially varying cores”, Journal of Computational Physics, 162, pp. 164-185.

CHORIN, A. J., 1973, “Numerical Study of Slightly Viscous Flows”, Jounal of Fluid
Mechanics, vol. 57, pp. 785-796.

CHORIN, A. J. & BERNARD, P. S., 1973, “Discretization of a Vortes Sheet with an
Example of Roll up”, Journal of Computational Physics, vol. 13, pp.423-429.

CLARKE, N. R. & TUTTY, 1994, O. R., “Construction and Validation of a Discrete
Vortex Method for the Two-dimensional Incompressible Navier-Stokes Equations”,
Computers Fluids, vol. 23, n° 6, pp. 751-783.

CRITZOS, C. C.,, HEYSON, H. H. & BOSWINCLE, R. W., 1955, Aerodynamics
characteristics of NACA 0012 airfoil section at angles of attack from 0° to 180°, National

Advisory Committee for Aeronautics, Technical note 3361.

DEVINANT, P., LAVERNE, T. & HUREAU, J., 2002, “Experimental study of wind-
turbine airfoil aerodynamics in high turbulence”, Journal of Wind Engineering and

Industrial Aerodynamics, 90, pp. 689-707.
ELDREDGE, J. D., 2007, “Numerical simulation of fluid dynamics of 2D rigid body

motion with the vortex particle method”, Journal of Computational Physics, 221, pp. 626-
648.

225



FERREIRA, S. B. & FICO, N. G. C. R., Analise de escoamento sobre aerofolios
usando a técnica de volumes finitos, Trabalho de iniciacdo cientifica, Instituto

Tecnoldgico de Aeronautica.

GEISSLER, W., DIETZ, G. & MAI, H., 2005, “Dynamic stall on a supercritical

airfoil”, Aerospace science and technology, vol. 9, pp. 390-399.

GUO, T.,CHEW, Y. T., LUO, S. C. & SU, M. D., 1998, “A new numerical simulation
method of high Reynolds number flow around a cylinder”, Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, 158, pp. 357-366.

GREENGARD, C., 1985, “The core spreading vortex method approximate the wrong
equation”, J. Comp. Phys., 61, pp. 345-348.

GREENGARD, L. & ROKHLIN, V., 1987, “A Fast Algorithm for Particle
Simulations”, Journal of Computational Physics, vol. 73, pp. 325-348.

GREGORY, N. & O’REILLY, C. L., 1973, Low-speed aerodynamics characteristics of
NACA 0012 aerofoil section, including the effects of upper-surface roughness simulating
hoar frost, Reports and memoranda n® 3726, Aeronautical Research Council, London,

England.
HE, F. & SU, T., 1998, “A numerical study of bluff body aerodynamics in high
Reynolds number flow by viscous vortex element method”, Journal of Wind Engineering

and Industrial Aerodynamics, 77 & 78, pp 393-407.

HESS, J. L., 1990, Panel Methods in Computational Fluid Dynamics, Annual Review
of Fluid Mechanics, vol. 22, pp. 255-274.

226



HESS, J. L. & SMITH, A. M. O., 1966, Calculation of Potencial Flow About
Arbitrary Bodies, Progress in Aeronautical Sciences, vol. 3, Pergamon Press, New
York, 138p.

HOERNER, S. F. & BORST, H. V., 1985, Fluid-Dynamic Lift: Practical Information

on Aerodynamic and Hydrodynamic Lift, Hoerner Fluid Dynamics.

IHLER, A. T., 2004, An overview of fast multipole method, 2004.

JONCHERAY, P., 1997, “Aerodynamics of helicopter rotor in hover: the lifting vortex
applied to dihedral tip blades”, Aerospace Science and Technology, n° 1, pp. 17-25.

JUNG, Y. W. & PARK, S. O., 2005, “Vortex-shedding characteristics in the wake of
oscillating airfoil at low Reynolds number”, Journal of Fluid and Structures, 20, pp. 451-
464.

KAMEMOTO, K., 1994, Development of Vortex Methods for Grid-Free Lagrangian
Direct Numerical Simulation, Proceedings of the 3th. JSME-KSME Fluids Engeneering
Conference, July 25-27, Sendai, Japan.

KAMEMOTO, K., 2004, On Contribution of Advanced Vortex Element Methods
Toward Virtual Reality of Unsteady Vortical Flows in the New Generation of CFD, Invited
Lecture - Proceedings of the 10th Brazilian Congress of Thermal Sciences and Engineering,
ENCIT, Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

KAMOUN, B., AFUNGCHUI, D & CHAUVIN, A., 2005, “A wind turbine blade
profile analysis code based on the singularities method”, Renewable Energy, 30, pp. 339-

352.

KARAMCHETTI, K., 1980, Principles of Ideal-Fluid Dynamics, R. E. Krieger
Publishing Co.

227



KATZ, J. & PLOTKIN, A., 2001, Low - Speed Aerodynamics, 2" edition, Cambridge

University Press.

KEMPKA, S. N. & STRICKLAND, J. H., 1993, A method to simulate viscous diffusion
of vorticity by convective transport of vortices at non-solenoildal velocity, Sandia National
Laboratories, Albuquerne, SAND 93-1763.

KOUMOUTSAKOS, P. & LEONARD, A., 1995, “High Resolution Simulations of the
Flow Around an Impulsively Started Cylinder Using Vortex Methods”, Journal of Fluid
Mechanics, vol. 296, pp. 1-38.

KUWAHARA, K. & TAKAMI, H., 1973, “Numerical Studies of two-dimensional
Vortex Motion by a System of Point Vortices”, Journal of Physics Society of Japan, vol.
34, pp. 247-253.

KUO, C. & HSIEH, J. K., 2001, “Unsteady flow structure and vorticity convection over
the airfoil oscillating at high reduced frequency”, Experimental Thermal and Fluid
Science, 24, pp. 117-129.

KIDA, T & NAKAIJIMA, T., 1998, “Core spreading vortex methods in two-
dimensional viscous flow”, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
160, pp. 273-298.

LAN, L., FENG, J., JIAN-REN, F. & KE-FA, S., 2005, “Recent development of vortex
method in incompressible viscous bluff body flows”, Journal of Zhejiang University
Science, 6(A)4, pp. 283-288.

LEWIS, R. 1., 1981, “Surface Vorticity Modeling of Separated Flows for Two-

Dimensional Bluff Bodies of Arbitrary Shape”, Journal of Mechanical Engineering and
Sciences, I. Mech. E., vol. 23, No. 1.

228



LEWIS, R. 1., 1991, Vortex Element Methods for Fluid Dynamic Analysis of

Engineering Systems, Cambridge, Cambridge University Press.

LEWIS, R. I., 1999, Vortex Element Methods, the Most Natural Approach to Flow
Simulation — A Review of Methodology with Applications, Proceedings of 1% International

Conference on Vortex Methods, Kobe, Japao, pp. 1-15.

LEE, S. H. & JIN, D. S., 2002, “Comparisons of two viscous modes for vortex methods
in parallel computation”, JSME International Journal, vol. 45, n° 2, pp. 231-239.

MANSUR, W., PRADANOFF & AZEVEDO, Método dos Elementos de Contorno em

Recursos Hidricos.

McCROSKEY, W. J., 1982, Unsteady Airfoils, Annual Review of Fluid Mechanics,
vol. 14, pp. 285-311.

MARTENSEN, E., 1959, The Calculation of the Pressure Distribution on a Cascade of
thick Airfoils by means of Fredholm Integral Equations of the Second Kind, Aerodynamics
Experimental Station, Gottingen.

MILNE-THOMSON, L. M., 1955, Theoretical Hydrodynamics, MacMillan & Co, NY.

MILNE-THOMSON, L. M.,1958, Theoretical Aerodynamics, Dover Publications, NY.

MORAN, J., 1984, An Introduction to Theoretical and Computational Aerodynamics,
John Wiley & Sons, New York.

MUSTTO, A. A., 2004, Simulacdo Numérica do Escoamento Turbulento em Torno de

um Cilindro Circular via Método de Voértices, Tese de D.Sc., COPPE/UFRJ, Rio de

Janeiro, RJ, Brasil.

229



NIKONOQV, V.V. & SHAKHOV, V.G., 2008, Vorticity Splitting Method for Direct
Numerical Simulation of the Laminar Boundary Layer, 4™ International Conference on
vortex flows and models (ICVFM 2008), 21 a 23 de Abril, Daejeon, Coréia.

OGAMI, Y. & AKAMATSU, T., 1991, “Viscous flow simulation using the discrete
vortex model — The diffusion velocity method”, Computers & Fluids, vol. 19, n°® 3/ 4, pp.
433-441.

OGAMI, Y. & AYANO, Y., 1995, “Flows around a Circular Cylinder Simulated by the
Viscous Vortex Model: the Diffusion Velocity Method”, Computational Fluid Dynamics
Journal, vol. 4, n. 3, (Oct), pp. 383-399.

OJIMA, A. & KAMEMOTO, K., 1999, Numerical Simulation of UnsteadyFlow Around
a Sphere by a Vortex Method for Re Number from 300 to 1000, Proceedings of 1%

International Conference on Vortex Methods, Kobe, Japao.

OJIMA, A. & KAMEMOTO, K., 2001, Numerical Simulation of Unsteady Flow
Through a Horizontal Axis Wind Turbine, Proceedings of the 2" International Conference
on Vortex Methods, ITU Macka Campus, Istanbul, Turquia, pp. 173-180.

PEREIRA, L. A. A,, HIRATA, M. H. & MANZANARES FILHO, N., 2004, “Wake
and aerodynamics in multiple bodies — application to turbomachinery blade rows”, Journal

of wind engineering and industrial aerodynamics, 92, pp. 477-491.
PEREIRA, L. A., 1999, Simula¢do Numérica do Escoamento em Torno de um Corpo de
Forma Arbitraria Utilizando o Método de Vortice Discretos, Tese de M.Sc., EFEI, Itajuba,

MG, Brasil.

PEREIRA, L. A., 2002, Simulagdo Numérica do Escoamento ao Redor de Perfis

Aerodinamicos Montados em Grades Lineares de Turbomaquinas Utilizando o Método de

230



Vértices Discretos com Modelagem Sub-Malha de Turbuléncia, Tese de D.Sc., EFEI,
Itajuba, MG, Brasil.

PEREIRA, L. A, HIRATA, M. H. & MAZANARES, N., 2004, “Wake and
Aerodynamics Loads in Multiple Bodies—Application to Turbomachinery Blade Rows”,

Journal of Wind Engineering and Industrial Aerodynamics, vol. 92, pp. 477-491.

PEREIRA, L. A, RICCI, J. E. R,, HIRATA, M. H. & SILVEIRA NETO, A., 2002,
“Simulation of Vortex-Shedding Flow About a Circular Cylinder with Turbulence
Modelling”, Computational Fluid Dynamics, vol. 11, pp. 315-322.

PEREIRA, L. H., 2005, Anélise do desempenho do Método dos Painéis de ordem
superior para o célculo do escoamento em torno de um aerofélio, Dissertacdo de Mestrado,
COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, R J, Brasil.

PEREIRA, L. H. G. & BODSTEIN, G. C. R., 2004, Método dos Painéis com
Distribui¢des de Singularidade Quadréaticas Aplicados a Escoamentos Bidimensionais
sobre Aerofélios, ENCIT — 10° Congresso Brasileiro de Ciéncias Térmicas, Rio de Janeiro,
RJ, Brasil.

PEREIRA, L. H. G., SILVA, D. F. C. & BODSTEIN, G. C. R., 2004, Estudo Numérico
do Escoamento Potencial em Torno de um Aerof6lio Utilizando o Método dos Painéis,

ENCIT - 10° Congresso Brasileiro de Ciéncias Térmicas, Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

PORTHOUSE, D. T. C. & LEWIS, R. 1., 1981, “Simulation of Viscous Diffusion for
Extension of the Surface Vorticity Method to Boundary and Separated Flows”, Journal of
Mechanical Engineering and Sciences, I. Mech. E., vol. 23, No. 3, pp. 157-167.

PLOUMHANS, P. & WINCKELMANS, G. S., 2000, “Vortex method for high-

resolution simulations of viscous flow past bluff bodies of general geometry”, Journal of
Computational Physics, 165, pp. 354-406.

231



PLOUHAMS, P., WICKELMANS, G. S., SALMON, J. K., LEONARD, A. &
WARREN, M. S., 2002, “Vortex Methods for Direct Numerical Simulation of Three-
Dimensional Bluff Body Flows: Application to the Sphere at Re = 300, 500, and 1000,
Journal of Computational Physics, vol. 178, pp. 427-463.

ROSENHEAD, L., 1931, The Formation of Vortices from a surface of Discontinuity,
Proceedings of Royal Society A, vol. 134, pp. 170-192.

ROSENHEAD, L., 1963, Laminar Boundary Layers, Dover Publications, New York.

ROSSI, L. F., 1996, “Resurrecting core spreading vortex methods: A new scheme that
Is both deterministic and convergent”, SIAM J. Sci. Comp., vol. 17, n® 2, pp. 370-397.

ROSSI, L. F., 1997, “Merging computational elements in vortex simulations”, SIAM J.
Sci. Comput., vol. 18 , n° 4, pp. 1014-1027.

ROSSI, L. F., 2005, “Achieving a high-order convergence rates with deforming basis
functions”, Society for Industrial and Applied Mathematics, vol. 26, n° 3, pp. 885-906.

ROSSI, L. F.,, 2006a, “A comparative study of lagrangian methods using a
axisymmetric and deforming blobs™, Society for Industrial and Applied Mathematics, vol.
27,n°4, pp. 1168-1180.

ROSSI, L. F., 2006b, “Evaluation of the Biot-Savart integral for deformable Elliptical
gaussian vortex elements™, Society for Industrial and Applied Mathematics, vol. 28, n° 4,

pp. 1509-1532.

ROUVREAU, S. & PERAULT, L., 2001, “Two-dimensional viscous vortex flow
around a circular cylinder”, Aerospace Science Technology, 5, pp. 85-94.

232



ROZHDESTVENSKY, K. V. & RYZHOV, V. A., 2003, Aerodynamics of flapping-

wings propulsors, Progress in aerospace sciences, 39, pp. 585-633.

SAFFMAN, P. G., BAKER, G. R., 1979, Vortex Interactions, Annual Review on Fluid
Mechanics, vol. 11, pp. 95-112.

SANTIAGO, V. S. & BODSTEIN, G. C. R., 2006, “Estudo Comparativo de Quatro
Diferentes Métodos de Difusdo Viscosa para Aplicacdo no Método de Vértices”, Paper
CIT06-0429, Anais do Xl Congresso Brasileiro de Engenharia e Ciéncias Termicas -
ENCIT (em CD-ROM), Curitiba, PR, 05 a 08 de dezembro, 2006, pp. 1-12.

SANTIAGO, V. S. & BODSTEIN, G. C. R., 2007, Flat plate boundary layer
simulation using the Vortex Method, paper 1682, 19" International congress of Mechanical

Engineering, Brasilia, DF.

SANTIAGO, V. S,, SILVA, D. F. C & BODSTEIN, G. C. R., 2006, Analise de
Desempenho do Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo Aplicado a Simulag6es
Numéricas Via Método de Vortices, Paper CIT06-0248, Anais do XI Congresso Brasileiro
de Engenharia e Ciéncias Térmicas - ENCIT (em CD-ROM), Curitiba, PR, 05 a 08 de
dezembro, 2006, pp. 1-10.

BODSTEIN, G. C. R. & SANTIAGO, V. S., 2008, Performance of a vortex merging
algorithm using the computational box of the adaptive fast multipole method, Paper 1-5174,
Anais do XII Congresso Brasileiro de Engenharia e Ciéncias Térmicas - ENCIT, Belo
Horizonte, BH, 10 a 14 de Novembro, 2008.

SARKAR, S. & VENKATRAMAN, K., 2005, “Numerical simulation of thrust

generating flow past a pitching airfoil”, Computers & Fluids.

SARPKAYA, T., 1989, “Computational Methods with Vortices — The 1988 Freeman
Scholar Lecture”, Journal of Fluids Engineering, vol.111, pp.5-52.

233



SARPKAYA, T., 1994, “Vortex EIment Methods for Flow Simulation”, Advances in
Applied Mechanics, vol. 31, pp. 113-247.

SCHLINCHTING, H. & GERSTEN, K., 2000, Boundary Layer Theory, Springer-
Verlag, Berlim.

SHAN, H., JIANG, L. & LIU, C., 2005, “Direct Numerical Simulation of flow
separation around NACA 0012 airfoil”, Computer & Fluids, 34, pp. 1096-1114.

SHANKAR, S, & VAN DOMMELEN, L, 1996, “A new diffusion procedure for vortex
methods”, Journal of Computational Physics, 127, pp. 88-109.

SHELDAHL, R. E. & KLIMAS, P. C., 1981, Aerodynamic Characteristics of Seven
Airfoil Sections Through 180 Degrees Angle of Attack for Use in Aerodynamic Analysis of
Vertical Axis Wind Turbines, SAND80-2114, Sandia National Laboratories, Albuquerque,

New Mexico.

SHINTANI, M & AKAMATSU, Y., 1994, “Investigation of Two-Dimensional
Discrete Vortex Method with Viscous Diffusion Model”, Computational Fluid Dynamics

Journal, vol. 3, no. 2, pp. 237-254.

SHIRATO, H. & MATSUMOTO, M., 1997, “Unsteady pressure evaluation on
oscillating bluff body by vortex method”, Journal of Wind Engineering and Industrial
Aerodynamics, 67 & 68, pp. 349-359.

SILVA, D. F. C., 2005, Simulagdo numérica do escoamento ao redor de aerofélios via
meétodo de vortices associado ao método de painéis, Tese de M. Sc., COPPE/UFRJ, Rio de

Janeiro, RJ, Brasil.

SILVA, D. F. C. & BODSTEIN, G. C. R., 2005, Numerical Simulation of Unsteady

Two-Dimensional Incompressible Flows Around Airfoils Using the Vortex Method,

234



Proceedings of the 3rd International Conference on Vortex Flows and Vortex Models
(ICVFM2005), Yokohama, JAPAN, November 21 - 23, pp. 173-178.

SPALART, P. R., 2000, “Strategies for turbulence modelling and simulation”,
International Journal of Heat and Fluid Flow, Vol. 21, pp.252-263.

SPREITER, J. R. & SACKS, A. H., 1951, “The Rolling up of the Trailing Vortex and
its Effect on the Downwash behind Wings”, Journal of Aeronautical Sciences, vol. 18, pp.
21-32.

SRNIVASAN, G. R., EKATERINARIS, J. A. & MACCROSKEY, W. J., 1995,
“Evaluating of turbulence models for unsteady flows of an oscillating airfoil”, Computers
& Fluids, vol. 24, n° 7, pp. 833-861.

STRICKLAND, J. H., GRITZO, L. A., BATY, R. S., HOMICZ, G. F. & BURNS, S. P.,
1999, Fast multipole solvers for three-dimension radiation and fluid flow problems, Third

international workshop on vortex flows and related numerical methods, vol. 7, pp. 408-417.

SUN, M. & SHEIKH, S. R., 1999, “Dynamic stall suppression on a oscillating airfoil
by steady and unsteady tangential blowing”, Aerospace Science and Technology, 6, pp.
355-366.

TAKEDA, K. & TUTTY, O. R,, 1997, A Comparison of Four Viscous Models for the
Discrete Vortex Method, 13 AIAA Compuational Fluid Dynamics Conference,

Snowmass, CO, 29" June — 2" July 1997, section N° CFD-16, Paper N°. 97-1977.

TANG, L., 2008, “Reynolds-Averaged Navier-Stokes Simulation of Low-Reynolds-
Number Airfoil Aerodynamics”, Journal of Aircraft, VVol. 45, n° 3, Maio-Junho de 2008.

TEIXEIRA, I. R.,, SANTIAGO, V.S. & BODSTEIN, G. C. R., 2006 , Modelagem

Numérica do Escoamento Incompressivel Ndo-Permanente ao Redor de um Aerofélio com

235



Ponto de Separagdo Fixo, Anais do IV Congresso Nacional de Engenharia Mecanica -
CONEM, 22 a 25 de Agosto 2006, Recife, PE, Paper 17-545, pp. 1-10, 2006.

THWAITES, B., 1960, Incompressible Aerodynamics, Dover Publications, NY.

VAN DYKE, M., 1975, Perturbation Methods in Fluid Mechanics, The Parabolic

Press, Stanford.

VEZZA, M. & GALBRAITH, R. A. McD., 1985, “A Inviscid Model of Unsteady
Aerofoil Flow with Fixed Upper Surface Separation”, International Journal for
Numerical Methods in Fluids, vol. 5, pp. 577-592.

WALTHER, J. H. & LARSEN A., 1997, “Two dimensional discrete vortex method for
application to bluff body aerodynamics”, Journal of Wind and Industrial Aerodynamics,
67 & 68, pp. 183-193.

WEE, D., GHONIEM, A. F., 2006, “Modified interpolation kernels for treating
diffusion and remeshing in vortex methods”, Journal of Computational Physics, 213, pp.
239-263.

WU, J. C., 1981, “Theory for aerodynamic force and moment in viscous flow”, AIAA
Journal, vol. 19, n° 4, pp.432-441.

YANG, R. J, JENG, C. J. & WU, C. H., 2003, “Computational of high Reynolds
numbers flow by a deterministic vortex method”, Journal of Chinese Society of

Mechanical Engineers, vol. 24, n° 4, pp. 407-416.

YANG, Z., & HU, H., 2008, “Laminar Flow Separation Transition on Low-Reynolds-
Number Airfoil”, Journal of Aircraft, Vol.45, N° 3.

236



YING, L., BIROS, G & ZORIN, D., 2003, A kernel-independent adaptive fast multipole
algorithm in two and three dimensions, Courant Institute of Mathematical Sciences, New

York University, New York.

XU, C., 1998, Surface Vorticity Modeling of Flow Around Airfoils, Computational
Mechanics, vol. 21, pp.526-532.

XU, C., 1999, “A Vortex Method for Separated Flow Around an Airfoil with a
Detached Spoiler”, Computational Mechanics, vol. 23, pp.271-278.

ZHAO, L., TSUKAMOTO, H., 2007, “Hybrid vortex method for high Reynolds
number flow around three-dimensional complex boundary”, Computer & Fluids, 36, pp.
1113-1223.

ZHU, B. & KAMEMOTO, K., 2003, “A lagrangian vortex method for flows over a
moving bluff bodie”, Computational Fluid Dynamics Journal, vol. 11, n® 4, pp. 363-370.

ZHAOQ, J.,, CHEW, Y. T., LUO, S. C,, PAN, L. S. & WU, J.K., 2007, “Generalized
Transport Vortex Method”, Computer & Fluids, 36, pp. 1081-1091.

ZHAO, L., TSUKAMOTO, H., 2007, “Hybrid vortex method for high Reynolds

number flows around three-dimensional complex boundary”, Computer & Fluids, 36, pp.
1213-1223.

237



COEFICIENTE DE SUSTENTACAQ

=
o
T

4
m

-

=
o

=
T

APENDICE A

RESULTADOS PARA O AEROFOLIO NACA 0012
REYNOLDS = 1,0 x 10° e demais parametros da Tab. 7.2

NACA 0012, REYNOLDS = 1,0 x 10° e ALFA=(0°

[ i5n
] i
X il
[ — — — — LEWNIS (1991) 04 — — — — LEWWIS (1991)
. SHINTANI {1994) o [ SHINTANI (1994)
. WU (1981) A WU (1981)
i o 03H
: o [i

o
i < b
L w 02K
H ] :HI
u [17] [ 11
i Eufn
I TR
L o I
i g °

o] [

o [

-0 E
1 L 1 [ 1 1
1 2 0z 1 2

t
Figura A.1 — Coeficiente de Sustentagdo

Re = 10°, alfa =0°

5_ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
| | ' | | | | ' | |
| | '
| | '
| | '
| | ]

“4____1____F___T ________ [ e e e 1
| | j
| | '
| '
| '
| | '

3—_-_J____L___1 ________ e [ e i )
i 1
| '
| | '
| |
|
|

L ey
[&] |
|
B 1 1
[ | | | | | | ' |
[ | | ' | | | | ' |
! | ! ! | ! | ! !
Bl e e PR TR
! | | j | | | | j |
[ | | ' | | | | ' |
| | ' | | | | ' |
B L | 1 1 1 1 1
| i | T ? . \ ! |
et a
T e T : T T ;
¥ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
| | ' | | | | ' |
| | ' | | | | ' | i
| | ' | | | | ' | |
RN FRREE FRAEE | i i i 1 1 b
1

o 01 02 03 04 05 06 07 08 08
XIic

Figura A3 — Coeficiente de Presséo
Re =10° alfa=0° t =2,5

Figura A.4 — Esteira
Re =10 alfa=0°, t=2,5

t
Figura A.2 — Coeficiente de Arrasto
Re = 10°, alfa =0°

238



THY)

0.0000 01355 02711 09067 0.5422 06778 08133 0.9429 1.0844 1 2200

ME:: =

_I:I'd_élllll_rllllIII_|_-""|'III'II|IIII|IIII

-02s 1] 025 “0a T O0ve 1
Xic

Figura A.5 — Linhas de Corrente e u/U
Re = 10°, alfa=0°, t =25

Figura A.6 — Linhas de Corrente e v/V
Re = 10° alfa =0°, t = 2,5

YORTICIDADE

P

0 025 05 075
Xic

Figura A.7 — Campo de Vorticidade
Re = 10°% alfa=0°, t =25

239



=20

1,0 x 10° e ALFA

NACA 0012, REYNOLDS

I
=2 . S
[ - 172
e=g
“MB h m
S.Iw —
EZz o <
mmm <5}
i o]
| | o
' v N
1 I i ._m I
! o o
| | . .m nla
+— ﬁ_bv
- e 0
O
4= O
L — o
i o " " " " =2
_ _ _ ' o
1 < [ Lo K- a ]
© ! ! ! " 2
l S Doe- Lo e L i Te)
(@)} 1 1 | ' (<} -
y T ! ! ! " o
oot S i o L " ...... ". ..... .“ ...... ". ..n_l.w Il -
0 =+ ™ - o~ | | | i c +
= = = = = o [ S [ DL -
QLSYHHY 330 ILNIIDI430D | : i . &) ﬂ_
. | | i Y=
mmmm-- Fmm——— qmm———- r % &
" " " " SR
=) AR R R 3 o
F 3 _ _ _ ' I S
=8 . < e L. S L o
2= = " ! " : =
TZ3 . T " " " _ <&
et = R Rt T P <
(7] | | | 1
= | S i i : : 5
L5 7 S S R 3
1y 1 D | | : : i
Cl o ] S i i e
r] Ss = T ™ o
! = 0
| I 1 © © do
| - 2%
M —
- o Il
Og
T |
] o
T (441
-
i >
=2
[ PP oy TR R L TE T e e i wadt e BT LL
o 'y] — L = U'y)
3 ) o

Oy¥5YINILSNS 3d ALNIIDIAF0D

240

Figura A.11 — Esteira
Re=10°% alfa=2°, t =25



0.0000 01255 02711 049067 0.5422 06772 0.813232 0.9429 1.02449 1.2200

Il —
+ e

_D'd-:T_I|||||T||I||||I||‘||I|T|||||||

-F—D.Eﬁ 0 02 05 ~ 077 1
Xic

Figura A12- Linhas de Corrente e u/U
Re=10° alfa=2°, t =25

05
XIC
Figura A.13 — Linhas de Corrente e v/V
Re = 10° alfa=2°, t =2,5

YORTICIDADE

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
XIc

Figura A.14 —Campo de Vorticidade
Re =10% alfa=2°, t =25

241



=40

1,0 x 10° e ALFA

NACA 0012, REYNOLDS

| vl A E

SHINTANI {1994)

— — — — LEWIS (1991}
— e — AU {1981)

w0
=

[ SIEEE Il ST e R It

= o™ ™
= =

QOLSYYdY 30 JLN3IDI4300

[}

SHINTANI(1994)

— — — — LEWIS {1991)
——-—-— WU (1981)

2]

uy —

O¥SYINILSNS 30 3LNIIDI4I0D

-0.5

Figura A.16 — Coeficiente de Arrasto

Figura A.15 — Coeficiente de Sustentacédo

Re = 10°, alfa

=4°

=40

Re = 105, alfa

||||||||||||||||||||||||||||||||

|||||||||||||||||||||||||||||||

||||||||||||||||||||||||||||||||

Ape—--
-4 _—___
aFk---
7 --

o |
(%]

Figura A.17 — Coeticiente de Pressao

)

=2

, t

Re = 10°, alfa =4°

Figura A.18 — Esteira

Re = 10°, alfa

42,t=25

242



Ty

00000 0.1355 0.2711 049067 0545 06778 08133 0.94239 1.0244 1.2200

04
03[

_D'd:-|ll||||||||4|||I||||I|1||Ir|||

-0.25 0 025 0a 07" 17
XIc

Figura A.19 — Linhas de Corrente e u/U
Re = 10°% alfa=4°, t =25

v

0501 10100 0 0300

Xic
Figura A.20 — Linhas de Corrente e v/V
Re =10°% alfa=4°, t =25

YORTICIDADE

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
Xic

Figura A.21 — Campo de Vorticidade
Re =10°% alfa=4° t =25

243



NACA 0012, REYNOLDS = 1,0 x 10° e ALFA=6°

SHINTANI {1994)

— — — — LEWIS (1991)
— e~ AU {1981)

_|_._|_._|._1_._|_._|_._|_._|._|_._|.H._| L
OLSYHYY 3A IINTIDI4300 _
T
- |
3R
-z ]
e
EEZ- e
LZE
| _ T
| | ]
P
| | n
| T e i el e ke ke bl =) oy
(o] uy — ]

O¥OYINILSNS 30 3LNIIDI4I0D

Figura A.23 — Coeficiente de Arrasto

Figura A.22 — Coeficiente de Sustentacdo

=Q°

Re = 105, alfa

=@°

Re = 10°, alfa

e
i A,

'

|

'

'

|

|
-1
R

5 p——
ob-
3 - -

o L
[&]

ao

Figura A.24 — Coeficiente de Press

=6°, t=2,5

Re = 105, alfa

Figura A.25 — Esteira

Re = 10° alfa=6° t =25

244



u/J

0.0000 0.1355 0.2711 09067 0.5422 056775 0.8133 0.9459 1.0844_l2_2IEI_D

] TR PSR I  N [NN T TA  T n n

=0 025 05 075 |

Xic

Figura A.26 — Linhas de Corrente e u/U
Re = 10° alfa=6°, t =2,5

YiC

05
XIC
Figura A.27 — Linhas de Corrente e v/V
Re = 10°% alfa=6° t =2,5

YORTICIDADE

0 0.25 0.5 0.75 1
Xic

Figura A.28 — Campo de Vorticidade
Re = 10° alfa=6°, t =2,5

1.25

245



NACA 0012, REYNOLDS = 1,0 x 10° e ALFA=8°

T
-5
&= 1
2Eg |
=2
EZz e
=z
'EE:
1 | T
| | ]
| |
| | n
| eiatirall e B 1, ,
wy = ™ ~ — ™~
QLSYHHY 33 LN 430D
F
-3 ]
52
2Eg ]
=2
£2< e
I
msm
1 | T
| | ]
| |
| | i
Bl T 1
[} ['n} o
=

OY¥SYINILSNS 30 ALNIIDIAF0D

t

=80

Figura A.30 — Coeficiente de Arrasto
Re = 10°, alfa

ao

=8°

Figura A.29 — Coeficiente de Sustentag
Re = 10° alfa

|||||||||||||||||||||||||||||||

T R,

||||||||||||||||||||||||||||||||

T R,

||||||||||||||||||||||||||||||||

ap---
-4 -—___
aF---
2F---

o |
[

Figura A.31 — Coeficiente de Pressdo

8, t=25

=10° alfa

Re

Figura A.32 — Esteira

Re = 10°, alfa

8, t=25

246



u/u

256 02711 09067 05422 06778 0.8133 0.9480 1.0844 1.2200
3 - ——

[}

0000 0.4

I

e = N s R

[

1 1 1
o o0 o
[

o
hl L L

Figura A.33 — Linhas de Corrente e u/U
Re = 10°% alfa=8°, t =25

Xic
Figura A.34 — Linhas de Corrente e v/\V
Re = 10° alfa=8°, t =2,5

YORTICIDADE

a 0.25 ] 075 1
Xic

Figura A.35 — Campo de Vorticidade
Re =10°% alfa=8°, t =25

247



=10°

NACA 0012, REYNOLDS = 1,0 x 10° e ALFA

g T ]
=2 o
(=] — \/ﬁ.
m.mm i 1
=2 e
Sz - 3 A
w T B
- Sm .ﬂ
1 | B
P o
. T -
I I -
(. B 1
X3
o
~n i
(.
P
- -~
"
—
o
e T
>
-
o .
[ i S S L1 .
o = = 2] - = = [
0lS¥HdY¥ 3d 3LN3I014300
=
-2 J
5%
223 ;
=
gz~ 4~
==
HFE
| | b
| | ]
| |
| | ]
Bl T
o o o
by =

Figura A.37 — Coeficiente de Arrasto

Figura A.36 — Coeficiente de Sustentacédo

Re = 10°, alfa

=10°

=10°

Re = 105, alfa

1 i i i
' '

1 1 1 1
1 ' ' '
1=-=--=- [ A------ -
' ' '

1 1 1 1
1 1 1 1
I ————— B -
' ' '

1 1 1 1
1 1 1 1
[ Lo N L
' ' 1 '
' ' ' '
1 1 1 1
1 ! ' !
[ [ [ B
' ' ' '
1 1 1 1
1 ' ' '
1= =--=- - A------ -
' ' ' '
1 1 1 1
1 1 1 1
e - R -
' '

1 1 1 1
1 1 1 1
[ Lo N L
' '

1 1 1 1
1 1 1 1
[ Lo ___ (I
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
||||||||||||||||||||||||||||||||
1 1 1 1
1 1 1 1
! | ! |
L 1 — 1 1
[y} =t o [}

o
[

Figura A.38 — Coeficiente de Pressdo

=10°, t=2,5

Re = 10°, alfa

Figura A.39 — Esteira

Re = 105, alfa

100, t=25

248



u/J

0.0000 0.1355 0.2711 049067 0.5422 05775 0.8133 0.9459 1.0344 1.2200
———

T
04—

F ]
03 =‘
02 # _
01 ' :
A ;
N S =
oIE —
02 : _
03 :
-0-4;m. .

025 ] 0.25 xmﬂ.ﬁ =075 - 1

Figura A.40 — Linhas de Corrente e u/U
Re = 10°% alfa=10°, t = 2,5

u} 05
XiC
Figura A.41 — Linhas de Corrente e v/\V
Re = 10°, alfa=10°, t = 2,5

YORTICIDADE

1.25

0.75 1

0 0.25 0.4
Xic

Figura A.42 — Campo de Vorticidade
Re = 10°% alfa=10°, t = 2,5

249



NACA 0012, REYNOLDS = 1,0 x 10° e ALFA=12°

=

]9 .

g%

223 ¥ 1

we @ -

mm.l ’ I~

I
LT E 2 |
o &
_ -
Fld > |
N —

e &

Fld ) i
il i S L
o -+ o o4 — [=} — o
= I o o b p p

0LlS¥ddY 3ad JLNIIDI4300
=3

]9

5% T

223 |

mmw

== e
I

msm

| _ T

byt i

Lyt

Clod i
| o T Tl e | o T R — 1
(] o () U'y)

o

0¥ I¥INILSNS 30 FLNIIDI4I0D

Figura A.44 — Coeficiente de Arrasto

Figura A.43 — Coeficiente de Sustentacao

=12°

Re = 10°, alfa

=12°

Re = 10°, alfa

e
i A,
e

R
-1

'

|

'

'

|

|
-1

_—
.
3f--
.

o L
[&]

Figura A.45 — Coeficiente de Pressdo

,t=25

=12°

Re = 10°, alfa

Figura A.46 — Esteira

Re = 10°, alfa

12°,t=2,5

250



YiC

uJ

0,000 013255 02711 049067 05422 06778 0.8133 0.9430 1.0844 1.2200

A
E
L

04
03
02
0.
T
-0
-02
-03

-04

-0.25 0 025

Xic

Figura A.47 — Linhas de Corrente e u/U
Re=10% alfa=12°, t =2,5

05
XIc

Figura A.48 — Linhas de Corrente e v/V
Re =10°% alfa=12°, t =2,5

YORTICIDADE

0 0.25 0.5 075 1

Figura A.49 — Campo de Vorticidade
Re =10°% alfa=12°, t =25

251



COEFICIENTE DE SUSTENTACAQ

NACA 0012, REYNOLDS = 1,0 x 10° e ALFA=14°

21- D.S

1 — — — — LEWS {1901) 4

A SHINTANI(1994)

e WU (1981) 04 — — — — LEWIS (1991)
15 [ A [} . SHINTANI (1994)
“r | A WU (1981)

L < 03l

i o

I E | |

L ]

L } : Lok
; hii | J"I“\I i it i) E‘-i ‘,Irl”] 1
Al | 'I

05 Em )'IH F” ht* { f |

[ G f k i

[ i of

0 8

[ -0.1
s ....I....IE....;....;....IS....EIS....IT....é....gl’... 02 ....: "'5”"|3'"';"";""é””;""é""g‘,"'

t t
Figura A.50 — Coeficiente de Sustentagao Figura A.51 — Coeficiente de Arrasto
Re = 10°, alfa =14° Re = 10°, alfa =14°

CcP

001 02 03 04 05 05 07 O 0.9
Xic

Figura A.53 — Coeficiente de Presséo
Re = 10°, alfa=14°, t =2,5

Figura A.52 — Esteira
Re = 10° alfa=14° t =2,5

252



u/U

0.0000 0.43255 0.2711 049067 0.5422 06773 0.8133 0.0429 11,0844 1.2200
S

D4E

05
Xic

Figura A.54 — Linhas de Corrente e u/U
Re = 10°, alfa=14°, t =25

Figura A.55 — Linhas de Corrente e v/\V
Re = 10°, alfa =14°, t = 2,5

YORTICIDADE

0 0.25 0.5 0.75 1
Xic

Figura A.56 — Campo de Vorticidade
Re = 10°, alfa=14°, t =2,5

1.25

253



COEFICIENTE DE SUSTENTAGAD

[
i

=
n

\
=
n

o
T

NACA 0012, REYNOLDS = 1,0 x 10° e ALFA=16°

T 05
[ !
I
- 04
i o
A o
s : ] |'].x""-" yoaf 'Il'-l T I]j 0 1 g 03
i ot k"‘f'fﬂ.’fl:*. RO AL bl | 14
L XY R TR e 0 02
i Eos
w
N — — — — LEWIS (1991) 2
[ SHINTANI (1994) w
- T WU (1981) g - — — — LEWIS (1981)
[ 01 SHINTANI (1994)
——————— WU (1981)
NN WA AANETANIS INEEINANE AATANATIS INATETAE A, v b by b by b b
2 3 4 5 5 02 0 2 3 4 5 5
t t
Figura A.57 — Coeficiente de Sustentacdo Figura A.58 — Coeficiente de Arrasto
Re = 10°, alfa =16° Re = 10°, alfa =16°

cP

o 01 02 03 04 05 06 07 0O 0.9
Xic

Figura A.60 — Coeficiente de Presséo
Re =10° alfa=16°, t =2,5

Figura A.59 — Esteira
Re = 10°, alfa =16°, t = 2,5

254



u/U

0.0000 0.1356 02711 049067 05452 06778 0.8133 0.9439 1.023449 1.:2200

04
k)
F
02F =
0.1
o
5 0
01
0z
0T
04

025 0.5

a

Figura A.61 — Linhas de Corrente e u/U
Re = 10° alfa =16°, t = 2,5

Xic
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Re = 10* alfa=16°, t =2,5
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APENDICE C

DETERMINACAO DOS PARAMETROS NUMERICOS

A escala convectiva do movimento dos vértices (4s™) deve ter como referéncia a escala
geométrica do comprimento dos painéis 4¢*. Assim, é fisicamente razoavel supor que

As" ~UAt" sejada ordem de 4¢. Logo, A" ~ As™ ~UAt", 0 que permite escrever

Y

C C

(C.1)

onde U e ¢ sdo respectivamente o escoamento incidente e 0 comprimento caracteristico do

corpo. Assim, adimensionalmente,
At=kAl (C.2)

onde k<1 garante que o deslocamento méaximo do vértice seja igual ou menor que o
tamanho do painel A/.

A escolha do nimero de vértices na geracdo L em fungdo da distancia entre os vortices
h e do raio do vortice o, conforme secdo 4.4, controla o grau de recobrimento no
nascimento, porém, ao longo da simulagdo, o processo de avango convectivo pode
prejudicar a intersecdo inicial dos nucleos dos vortices e prejudicar a convergéncia dos

resultados. Por esta razdo deve-se impor i = At, 0 que juntamente com a Eq. (C.2) levaa
h=kAl, (C.3)
no entanto, o processo de geragdo define 7 =A//L . Logo a Eq. (C.3) permite escrever

1

k=2 (C.4)
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Para um corpo com comprimento caracteristico ¢, pode-se supor que seu perimetro seja
da ordem de 2¢. Assim, 0 numero de painéis do corpo pode ser estimado por N = 2c/M* ,

0 que permite escrever

N=2 (C.5)
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