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Este trabalho tem como objetivo apresentar uma abordagem computacional para
estudar escoamentos bifasicos utilizando simulagao numérica direta. Os escoamentos
sao modelados pelas equacoes de Navier-Stokes bidimensionais incompressiveis, que
sao aproximadas pelo Método dos Elementos Finitos. Utilizam-se o método de Ga-
lerkin para discretizar as equagoes no dominio espacial e o método semi-Lagrangeano
para discretizar a derivada material no dominio espago-temporal. Uma malha tri-
angular estatica nao estruturada é definida em toda a extensao do dominio espacial.
Para satisfazer a condicao de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi, foram empregados os
elementos mini e quadréatico, com os campos de pressao e velocidade sendo calcula-
dos em diferentes conjuntos de noés da malha triangular. A interface é modelada por
uma malha unidimensional mével e adaptativa, segundo um método de acompanha-
mento da interface, no qual os pontos conectados que a compoem sao movidos com a
velocidade imposta pela malha triangular estatica. A tensao interfacial é calculada
a partir da curvatura da interface e do gradiente de uma funcao de Heaviside, sendo
posteriormente incluida nas equacgoes de Navier-Stokes como uma for¢a de corpo.
Para garantir a estabilidade da simulagao, uma transicao suave entre as proprieda-
des dos fluidos é definida na regiao da interface. Além disso, é proposto um modelo
de coalescéncia no qual duas bolhas se fundem em uma tnica quando a distancia
entre elas atinge um valor minimo baseado no nivel de refinamento da malha. Véarios
escoamentos de referéncia — como a gota oscilante, a bolha em ascensao e a instabi-
lidade de Rayleigh-Taylor — foram simulados para validar a metodologia proposta, e
seus resultados mostraram uma substancial compatibilidade com solugoes analiticas
e resultados relatados na literatura. Portanto, a abordagem apresentada ¢é validada

como um método acurado para a descricao de escoamentos bifasicos.
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This work aims to present a computational approach to study two-phase flows
using direct numerical simulation. The flows are modeled by the two-dimensional
incompressible Navier-Stokes equations, which are approximated using the Finite
Element Method. The Galerkin formulation is employed to discretize the Navier-
Stokes equations in the spatial domain, while the semi-Lagrangian method is used to
discretize the material derivative in the spatio-temporal domain. A static unstruc-
tured triangular mesh is defined in the entire spatial domain. In order to satisfy
the Ladyzhenskaya—Babuska—-Brezzi condition, the mini and the quadratic elements
are used, with pressure and velocity fields being calculated on different sets of the
triangular mesh nodes. The interface is modeled using an adaptive moving one-
dimensional mesh, according to an interface-tracking method, in which connected
marker points are moved with the imposed velocity of the static triangular mesh.
The interfacial tension is calculated using the interface curvature and a Heaviside
function gradient, and then included in the Navier-Stokes equations as a body force.
To ensure simulation stability, a smooth transition between fluid properties is de-
fined in the interface region. A coalescence modeling approach is proposed, whereby
two bubbles merge into a single one when the distance between them decreases to a
minimum threshold based on the mesh refinement level. Several benchmark tests —
such as the oscillating droplet, the rising bubble and the Rayleigh-Taylor instability
— have been conducted to validate the proposed approach, and the obtained results
have demonstrated substantial agreement with analytical solutions and results re-
ported in literature. Based on this strong agreement with theory, experimental data
and reference results, the presented approach is validated as an accurate method for

describing diverse two-phase flow phenomena.
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Capitulo 1

Introducao

Os escoamentos bifésicos sao fendmenos extremamente complexos que estao pre-
sentes em uma ampla gama de ocorréncias no nosso cotidiano, que englobam desde
processos industriais até fendmenos naturais e biologicos. A atmosfera, o petroleo,
a corrente sanguinea — todos esses sistemas envolvem mais de uma fase, o que torna
os escoamentos bifasicos amplamente estudados em diversas areas da engenharia —
como a engenharia mecanica, a engenharia nuclear e a engenharia de petréleo — e
da ciéncia — como a quimica, a medicina e a meteorologia.

Sua complexidade decorre das dinamicas interagoes entre as fases, principalmente
em sistemas envolvendo mais de um fluido — que sao o foco deste trabalho —, nos
quais as fronteiras entre as fases sao moéveis e as possiveis formas de interagao entre
elas ocasionam uma grande variedade de fenémenos. Muitos desses fendmenos,
como a coalescéncia e a quebra de bolhas, ainda sao problemas em aberto, que
podem envolver efeitos a nivel molecular que até a atualidade nao sao completamente
conhecidos. A Figura [I.1] exibe fotografias da evolugao da coalescéncia de duas

bolhas em um experimento com um sistema ar-glicerina.
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Figura 1.1: Evolugao da coalescéncia de duas bolhas. Adaptado de FENG et al. [1].



A depender das condi¢bes do escoamento — como a vazao massica, a proporc¢ao
entre as fases e a densidade e a viscosidade dos fluidos envolvidos —, diversas distri-
buigoes caracteristicas das geometrias das fases podem ser formadas, como mostra
a Figura Essas distribuicoes, denominadas padroes de escoamento, nao apenas
representam disting¢oes visuais, como também exercem influéncia direta sobre muitas
de suas propriedades, como os gradientes de pressao relacionados & perda de carga

e os coeficientes de troca de calor.
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Figura 1.2: Padroes de escoamentos bifasicos em dutos verticais, capturados por
QIAO et al. |2] em experimentos com sistemas ar-agua.

Em escoamentos com bolhas, a fase gasosa se encontra distribuida de maneira
dispersa ao longo da fase liquida continua, na forma de pequenas bolhas; em escoa-
mentos com golfadas, a fase gasosa se concentra em bolhas de tamanho expressivo,
denominadas bolhas de Taylor, com diametro levemente inferior ao do duto, e os
efeitos das paredes sobre sua dindmica tornam-se mais relevantes; em escoamentos
batidos, a elevada velocidade leva a quebra das golfadas, levando a uma distribuigao
caodtica do fluido, cuja interface nao é claramente definida; e em escoamentos anula-
res, a fase gasosa torna-se continua e ocupa o centro do escoamento, enquanto um
filme liquido se forma nas paredes do duto. Assim, nota-se que fenémenos comple-
tamente distintos estao presentes em cada tipo de escoamento bifésico, e, portanto,
sua correta modelagem mostra-se essencial para sua aplicacao na engenharia.

Fundamentado na importancia desse tema para a compreensao dos fenomenos
da natureza e para o aprimoramento dos processos industriais e da propria atividade
humana, o presente trabalho tem como objetivo apresentar um método computacio-

nal baseado em simula¢ao numérica direta para o estudo dos escoamentos bifasicos.



Para fins de organizacao, o contetido deste trabalho se divide da seguinte forma:

e Capitulo 1: Introducao;

Capitulo 2: Revisao Bibliografica;

Capitulo 3: Metodologia;

Capitulo 4: Validacao e Resultados;

Capitulo 5: Conclusao.

O Capitulo 1 é constituido pela presente introdugao ao tema e ao trabalho,
contendo os principais aspectos de sua organizacao.

No Capitulo 2, é apresentada uma revisao bibliografica, dividida em trés temas
de interesse. Inicialmente, trata-se dos escoamentos bifasicos e de alguns aspectos
relacionados a sua simulagao computacional, expondo nao apenas uma introducgao
especifica ao tema mas, principalmente, uma motivacao para a propria elaboragao
deste trabalho. Um segundo tema abordado sao as diferentes formas de represen-
tagao da interface entre os fluidos, devido ao fato de a descrigao da interface ser
um dos pontos mais criticos para se obter uma acurada modelagem de um escoa-
mento bifasico. Por fim, expoe-se uma revisao bibliografica com um viés histérico
sobre o método semi-Lagrangeano, pelo fato de este ser a principal particularidade
da metodologia proposta com relagao a maior parte dos demais estudos presentes
na literatura sobre o tema. A revisao dos assuntos supracitados permite apurar
as diversas possiveis abordagens para a modelagem de um escoamento bifasico, e
a analise de suas vantagens e desvantagens possibilita uma sele¢ao criteriosa das
técnicas a serem contempladas na metodologia proposta neste trabalho.

Entao, no Capitulo 3, expoe-se a metodologia proposta para a simulagao de es-
coamentos bifasicos. Em resumo, os escoamentos sao modelados pelas equagoes de
Navier-Stokes bidimensionais incompressiveis, que sao aproximadas pelo Método dos
Elementos Finitos. O método de Galerkin é utilizado para discretizar as equagoes
no dominio espacial, e o método semi-Lagrangeano ¢ utilizado para discretizar a
derivada material no dominio espago-temporal. Utiliza-se uma abordagem do tipo
one-fluid, por meio da qual o dominio ocupado pelas duas fases do escoamento é
descrito por um tnico conjunto de equacoes. Uma malha triangular estatica nao
estruturada é definida em toda a extensao do dominio espacial, e uma malha uni-
dimensional mével e adaptativa é definida na interface entre os fluidos. Os pontos
que compoem a malha da interface sao movidos com a velocidade imposta pela ma-
lha triangular, segundo uma abordagem denominada acompanhamento da interface

ou, em sua nomenclatura mais usual, interface-tracking. Além disso, para avaliar



a aplicabilidade da metodologia para descrever a ocorréncia de escoamentos com
mudancas topologicas, é proposto um modelo de coalescéncia no qual duas bolhas
se fundem em uma tnica quando a distancia entre elas atinge um valor minimo ba-
seado no nivel de refinamento da malha. A metodologia proposta foi implementada
em um codigo na linguagem Python, descrito por meio de um pseudocodigo ao final
desse capitulo.

O Capitulo 4 expoe os resultados das simulagoes que foram efetuadas a partir do
cddigo implementado, com o intuito de validar a metodologia. Além dos resultados,
expoem-se para cada caso todos os dados de entrada do escoamento, os principais
parametros das malhas utilizadas e a duragao de cada simulacao, a fim de permi-
tir uma facil reproducao e verificacao por pares de todos os resultados disponiveis
neste trabalho. Inicialmente, foram simulados o escoamento entre placas planas e
o escoamento em uma cavidade, com o intuito de validar a aplicacao da metodolo-
gia a escoamentos monofésicos e, portanto, mais simples. Em seguida, validou-se a
metodologia para escoamentos bifasicos de interesse, a destacar: a bolha estatica, a
gota oscilante, a bolha em ascensao e a instabilidade de Rayleigh-Taylor. Por fim,
para validar também a abordagem proposta para a descricao do fenémeno da coales-
céncia bem como para verificar a aplicabilidade da metodologia a escoamentos que
envolvem mudangas topologicas, simulou-se a coalescéncia de duas bolhas inicial-
mente circulares e de duas bolhas de Taylor. Os resultados obtidos para as referidas
simulagoes mostraram uma substancial compatibilidade com solugoes analiticas e
com resultados de simulacoes e experimentos relatados na literatura, corroborando
a validade da metodologia para a descricao dos escoamentos bifésicos. Além dos
casos simulados para validagao, algumas simulagoes de interesse foram executadas
a fim de investigar a influéncia de determinados parametros sobre os resultados dos
escoamentos, e as conclusoes obtidas a partir dessas analises também constam nesse
capitulo.

Por fim, o Capitulo 5 contém as conclusoes globais obtidas com o desenvolvi-

mento desta dissertacao e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Neste capitulo, expoe-se uma revisao bibliografica sobre os escoamentos biféasicos
e alguns dos principais aspectos relacionados a sua simulagao computacional. Sua
funcao é apresentar o tema de forma especifica, mostrando e analisando as diversas
possiveis abordagens a serem seguidas, de modo a elucidar as escolhas realizadas na
elaboragao da metodologia proposta neste trabalho.

Para fins de organizagao, este capitulo esta subdividido em trés secoes, que

tratam de cada um dos principais temas que foram revisados:

e a simulagao de escoamentos bifasicos;
e a representagao da interface;

e ¢ 0 método semi-Lagrangeano.

2.1 Simulacao de Escoamentos Bifasicos

Os escoamentos multifasicos estao presentes em uma variedade de fendémenos da
natureza e de aplicacOes industriais. A atmosfera, as ondas do mar, a circulagao
sanguinea e diversos outros escoamentos presentes no nosso cotidiano sao caracte-
rizados pela presenca de mais de uma fase. Na industria, a atual conjuntura nao é
diferente. Sistemas de arrefecimento com fluidos em mudanga de fase sao utiliza-
dos em uma vasta gama de aplicagoes, que vao desde componentes eletronicos até
usinas nucleares. A queima de combustiveis liquidos, também essencial para parte
relevante das atividades humanas, geralmente é precedida por sua atomizacao em
goticulas, para a formacao de uma mistura ar-combustivel com maior superficie de
contato. A extracao de petrdleo envolve o escoamento simultaneo de o6leo, gas e

agua, além de eventuais particulas solidas.



Enfim, como constatado por TRYGGVASON et al. [4], nao seria exagero afirmar
que praticamente todas as aplicagoes industriais de fluidos na atualidade envolvem
escoamentos com mais de uma fase. Dessa afirmacgao, pode-se derivar que o desen-
volvimento de métodos para o estudo e a simulagao de escoamentos multifasicos e,
em particular, de escoamentos bifasicos — que consiste no escopo deste trabalho —,
tem grande relevancia nao apenas para a compreensao e a previsao dos fendmenos
da natureza, como também para o aprimoramento da atividade industrial.

Uma possivel abordagem para a simulacao de escoamentos bifasicos é a descricao
das fases do escoamento de forma independente, por meio de um conjunto de equa-
¢oes para cada uma delas, além de um conjunto de equagoes para acoplamento das
fases que garanta a consisténcia fisica da simulacao. Essa abordagem é usualmente
denominada two-fluid. Uma alternativa a essa descri¢ao é a modelagem denominada
one-fluid, pela qual se escreve um tnico conjunto de equagoes para descrever todo o
dominio ocupado pelas diferentes fases. O fluido tratado como tnico, entretanto, é
descrito com uma abrupta variacao de propriedades na regiao da interface, de modo
a se assimilar ao caso real com diferentes fases. Nesta abordagem, diferentemente
da descricao two-fluid, nao ha a necessidade de um conjunto de equagoes de acopla-
mento entre as fases. Todavia, torna-se necessaria a inclusao da tensao interfacial
como uma for¢a localizada na regiao da interface.

YE et al. [5] executaram uma anélise comparativa entre as referidas formulagoes,
aplicadas a simulacao de uma gota em equilibrio estatico. Foi verificado que a formu-
lagao one-fluid requer um menor custo computacional, mas, em contrapartida, pode
levar a geracao de velocidades espirias na regiao da interface que comprometam a
acuracia dos resultados da simulacdo. RAJKOTWALA et al. [6] também realizaram
um estudo comparativo entre as formulagoes one-fluid e two-fluid, aplicadas a pro-
blemas relacionados & mudanca de fase, como o crescimento de uma bolha imersa em
liquido supersaturado. Também foi constatado que a abordagem one-fluid possuia
algumas desvantagens, como uma menor acuricia, uma menor taxa de convergéncia
e o surgimento de flutuagoes no campo de velocidade. Ainda assim, verificou-se
que ambas as formulagoes levaram a uma elevada concordancia dos resultados dos
problemas investigados com solugoes analiticas e experimentais.

Por prescindir de um conjunto de equagoes para acoplamento entre as fases e
requerer um menor custo computacional, a formulacao one-fluid cumpriu um im-
portante papel na simulacao de escoamentos bifasicos em diferentes areas do conhe-
cimento. TRUJILLO [7] observa que, a partir da década de 1990 e especialmente
da ultima década, a formulacao one-fluid passou a ser utilizada para a modelagem
de escoamentos envolvendo fenémenos mais complexos, em particular a mudanca de
fase. Ele verifica que as formulac¢oes one-fluid usualmente aplicadas sao inconsisten-

tes fisicamente para a descri¢ao desse fenémeno e propoe uma formulagao one-fluid



generalizada capaz de descrevé-lo de forma mais precisa, respeitando tanto as pro-
priedades da interface como as do fluido em mudanca de fase. Ainda que com
ressalvas, TRUJILLO [7] verifica que um modelo de fluido tnico é capaz de fornecer
bons resultados mesmo para fendmenos complexos como a mudanca de fase.

Por aliar uma adequada representacao dos fenémenos bifésicos a um reduzido
custo computacional, a formulagao one-fluid foi escolhida para compor a metodolo-

gia proposta neste trabalho.

2.2 Representacao da Interface

Um dos pontos mais criticos para uma acurada modelagem de um escoamento
bifasico com uma formulacao one-fluid é a descricao da interface entre os fluidos.

Essa descrigao pode ser feita com base em diferentes métodos, que, de acordo
com a classificagao utilizada por UNVERDI e TRYGGVASON |[8] podem ser divi-
didos em dois grupos majoritarios: os métodos de captura da interface (interface-
capturing), nos quais a interface é definida implicitamente, por meio de uma fungao
que é advectada com o escoamento; e os métodos de acompanhamento da interface
(interface-tracking), nos quais a interface é definida explicitamente por um conjunto
de pontos.

Os principais métodos de captura da interface sao o volume-of-fluid e o level-set.
No volume-of-fluid (VOF), proposto por HIRT e NICHOLS [9], a interface é defi-
nida por uma funcao marcadora, que assume valores entre 0 e 1 em cada elemento
da malha, de acordo com a fracao do elemento que esta ocupada por um fluido de
referéncia. Portanto, os elementos que apresentam o valor da funcao igual a 1 se
encontram integralmente na regiao do fluido de referéncia, os elementos com valor da
funcao igual a 0 se encontram integralmente no outro fluido e, por fim, os elementos
com valor da fungao entre 0 e 1 se encontram na regiao da interface. Assim, pode-se
observar que, nesse método, nao ha uma definicao explicita e precisa da interface,
mas apenas uma indicacao de sua localizagao, o que prejudica os calculos de sua cur-
vatura e da tensao interfacial, limitando a precisao do método para determinados
escoamentos. Em compensacao, a auséncia de definicao explicita da interface tam-
bém pode ser percebida de forma positiva, visto que, para escoamentos com grande
quantidade de variacoes topologicas — como a coalescéncia e a separacao de bolhas
e de gotas —, nao ha a necessidade de lidar diretamente com esses fenémenos ao
longo da simulacao, mas unicamente de interpreté-los a partir da fungao marcadora,
que se altera automaticamente a cada iteragao. Além disso, verifica-se que o VOF
proporciona uma adequada conservacao da massa de cada fluido.

Para aplicagoes mais especificas, diversas modificacoes foram propostas ao VOF



para melhorar seu desempenho. Para escoamentos em microcanais, por exemplo,
SOH et al. [10] observaram que o método VOF tradicional levava ao surgimento
de velocidades espurias e a formagao prematura de gotas, reduzindo a acuracia das
simulagoes. Apresentaram, entao, um método VOF modificado, baseado em diversas
operacoes de suavizagao aplicadas no calculo da curvatura da interface, com o qual
os resultados das simulacoes se aproximaram das observacoes experimentais. KIM
et al. [I1], por sua vez, propuseram um método VOF modificado para reduzir sua
difusao numérica, sendo capaz de preservar cantos vivos na interface em malhas nao
estruturadas arbitrarias.

No level-set (LS), proposto por SUSSMAN et al. [12], a interface também é
definida por uma funcao marcadora. Neste caso, entretanto, utiliza-se uma fungao
distancia, que possui valores positivos na regiao ocupada por um fluido e negativos
na regiao ocupada pelo outro fluido. A interface, portanto, é definida como a regiao
cujo valor da funcao marcadora é nulo. Assim como no VOF, a interface se move
por meio da adveccao da fungao marcadora com o escoamento. O LS, entretanto, é
caracterizado por atributos opostos ao VOF: uma acurada computacao da curvatura
da interface e da tensao interfacial; e problemas na conservagao da massa de cada
um dos fluidos.

Para garantir uma melhor conservacao da massa, também foram propostas mo-
dificacoes ao método LS tradicional. Em vez de utilizar uma funcao distancia que
assume valores positivos e negativos, OLSSON e KREISS [13| utilizaram como fun-
¢ao marcadora uma Heaviside suavizada, que assume valores entre 0 e 1, com a
regiao da interface sendo definida pelo valor da funcao de 0,5. A aplicacao desse
método a simulacao de escoamentos monofasicos e bifasicos envolvendo fluidos nao-
Newtonianos, por AMANTI et al. [14], levou a resultados compativeis com os encon-
trados na literatura.

Os métodos de captura da interface, todavia, nao se limitam aos dois supraci-
tados, sendo comuns a implantacao de variagoes em seus algoritmos e, inclusive, a
combinagao entre eles. NICHITA et al. [I5] desenvolveram um método hibrido, no
qual o LS é utilizado para o calculo da curvatura da interface e o VOF é utilizado
para a captura da interface em si, com o acoplamento entre os métodos sendo ga-
rantido pela resolugao de uma equacao ao final de cada iteracao. A performance da
simulagao do escoamento de bolhas em ascensao com o método hibrido foi superior
a dos métodos de forma isolada.

Por sua vez, os métodos de acompanhamento da interface sao caracterizados pela
definicao da interface por um conjunto explicito de pontos, que sao advectados sobre
a malha que discretiza o dominio, na qual sao resolvidas as equacoes que governam
o escoamento. Esse tipo de método foi primeiramente implementado em 1969 por

DALY [I6] para a simulagao da instabilidade de Rayleigh-Taylor e, desde entao, é



aplicado para a simulacao de uma grande variedade de escoamentos bifasicos. As
particularidades de cada simulacao levam a métodos bastante distintos entre si.
Todavia, para todos os casos, TRYGGVASON et al. [4] elencam alguns pontos de

atencao a serem considerados, a destacar:

e A estrutura de dados para representar a interface, que inclui nao apenas as
posicoes de seus pontos mas também a conectividade entre eles e pode de-
terminar o sucesso ou fracasso da simulagao, principalmente em escoamentos

tridimensionais;

e A necessidade de atualizacao da malha da interface, de modo a manter uma
boa representacao dessa regiao mesmo com sua deformacao ao longo do esco-

amento;

e A forma de interacao entre a interface e a malha na qual as equagoes gover-

nantes do escoamento sao resolvidas;

e As mudangas de topologia, como a coalescéncia e a quebra de bolhas e de

gotas, que precisam ser incluidas explicitamente.

Em resumo, os métodos de acompanhamento e de captura da interface sao abor-
dagens com caracteristicas distintas, e a melhor escolha entre eles depende dos obje-
tivos a que uma simulacao se propoe. Os métodos de acompanhamento da interface
proporcionam uma acurada representacao da interface; entretanto, requerem a in-
clusao artificial de eventuais mudangas topologicas no escoamento. Os métodos de
captura da interface, por sua vez, garantem a ocorréncia automética das mudangas
topologicas; no entanto, ocasionam uma menor acuracia na geometria da interface,
além de adicionarem uma equacao a formulacao do problema. Para os fins deste
trabalho, o enfoque em uma acurada representacao da interface é prioritario e, por-

tanto, a metodologia proposta envolve um método de acompanhamento da interface.

2.3 Meétodo Semi-Lagrangeano

Classicamente, duas distintas abordagens sao utilizadas para descrever um sis-
tema de particulas: a Euleriana e a Lagrangeana.

Considerando ¢(x, t) como um escalar passivo a ser advectado por um campo de
velocidade u(x,t), temos que esse fenomeno pode ser descrito de forma Euleriana
por (2.1)). Nessa interpretagao, os pontos espaciais permanecem estaticos, e o valor
do campo escalar ¢, a cada instante de tempo e para cada posicao no espacgo, é

definido pela particula que 14 se encontra.
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A interpretacao Lagrangeana, por sua vez, considera o movimento dos pontos
espaciais em conjunto com as particulas. Seja uma particula P, localizada na posigao
Xp e associada ao campo escalar de valor ¢,. Nesse caso puramente advectivo,
temos que o valor do campo ¢, na propria particula é invariavel, conforme (2.2)),

com a variagao do campo ¢ no espago ocorrendo apenas devido & movimentacao das
particulas, conforme ({2.3]).

% 0 (2.2)
% — u(xy, 1) (2.3)

Apesar de retratarem um mesmo fato fisico, as duas intepretacoes levam a dife-
rentes implementagoes numéricas e, consequentemente, a diferentes resultados para
uma simulagao.

O método semi-Lagrangeano combina as caracteristicas de uma interpretacao
Euleriana com as de uma interpretacao Lagrangeana. Embora o campo escalar
seja definido com relagao a pontos espaciais fixos, considera-se um movimento de
particula para definir uma virtual posicao desses pontos no instante anterior, a cada
instante de tempo, conforme o algoritmo descrito a seguir.

Seja x; a posi¢ao dos nés de uma malha no instante ¢t + At e xq a posi¢ao virtual

desses nos no instante imediatamente anterior ¢. Estima-se x4 por meio de (2.4)).

t+A¢
Xd = Xj — / up(7) dr (2.4)
¢

O campo escalar ¢(xq, t), entdo desconhecido, é definido por meio de uma in-
terpolagao no conhecido campo ¢(x;, t). Por fim, considera-se o campo escalar
o(x5, t + At) como igual ao ¢(xgq, t), permitindo o avango temporal da simulagao.

PAOLI et al. [I7] observam que as questoes em aberto do método semi-
Lagrangeano sao a integracao para obtencao de x4 e a interpolagao para obten-
¢ao de ¢(xgq, t), que, a depender do método numérico escolhido, levam a diferentes

resultados para uma simulagao.
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Embora amplamente utilizado na atualidade, a concepgao matematica do método
semi-Lagrangeano ¢ datada de meados do século XX. Em 1945, STARR [I§] veri-
ficou que, para escoamentos atmosféricos e oceénicos, a heterogeneidade do fluido
— comumente estratificado horizontalmente — dificulta a utilizagao de abordagens
puramente Eulerianas ou Lagrangeanas. No referido artigo, é proposta a substitui-
¢ao de uma das coordenadas espaciais de um sistema Euleriano por uma variavel
independente na forma Lagrangeana, nas equacoes de movimento do fluido. Apesar
de distinta da formulagao apresentada neste trabalho, o artigo ja aponta as limi-
tagoes das abordagens classicas, que levaram ao futuro predominio da formulagao
semi-Lagrangeana no campo da meteorologia.

Em 1959, o método semi-Lagrangeano foi descrito por WIIN-NIELSEN [19] e,
em 1963, SAWYER [20] o sintetizou de forma bastante similar a utilizada neste
trabalho, ainda que para uma formulacao corrente-vorticidade. Em ambos os casos,
a aplicacao do método semi-Lagrangeano estava focada no a&mbito da meteorologia,
para a previsao do tempo por meio da simulacao de escoamentos atmosféricos.

A notoéria relevancia do método semi-Lagrangeano no campo da meteorologia se
deve a duas de suas principais caracteristicas: a incondicional estabilidade e a possi-
bilidade de uso de passos temporais elevados. Em 1981, ROBERT [21] verificou que
as simulagoes com um método semi-Lagrangeano, se comparadas com o método Eu-
leriano, admitiam passos temporais de quatro a seis vezes maiores para a obtencao
de resultados igualmente acurados. Um ano depois, ROBERT [22] conseguiu incre-
mentar ainda mais o passo temporal utilizado, atingindo um valor 25 vezes superior
ao do método Euleriano, por meio da combinacao do método semi-Lagrangeano
para o tratamento da advecgao com um esquema de integracao semi-implicito para
tratar as oscilacoes nos resultados causadas pela gravidade. Para esse modelo, sua
conclusao foi que, apesar de ser necessaria uma maior quantidade de calculos por
iteracao, o passo temporal consideravelmente superior era suficiente para tornar seu
uso vantajoso.

Uma posterior analise de PUDYKIEWICZ e STANIFORTH [23] ainda provou
que o método supracitado era superior a outras formulagoes semi-Lagrangeanas até
entao desenvolvidas, caracterizando-o como promissor para aplicacao nao apenas em
problemas de previsao do tempo mas também de poluicao atmosférica e em outros
problemas meteorologicos. Nessa andlise, ao contrario da abordagem original de
ROBERT [22] - que havia utilizado o Método das Diferengas Finitas para a solugao
do sistema linear —, foi utilizado o Método dos Elementos Finitos, aproximando-se
ainda mais da metodologia proposta neste trabalho.

Desde entao, com o método semi-Lagrangeano ja consolidado, principalmente no
ambito da meteorologia, diversas variagoes foram propostas, a fim de tornar os mo-

delos ainda mais acurados em casos especificos. Por exemplo, RITCHIE [24] propos
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uma formulacao semi-Lagrangeana que eliminava a necessidade de interpolacao, por
meio da decomposicao do vetor da virtual trajetoria pregressa de um né da malha
em dois vetores: um que atinja o n6é da malha mais proximo e um residual. A ad-
vecgao pelo primeiro vetor é feita por uma abordagem puramente Lagrangeana, sem
necessidade de interpolagao, visto que se chegou a um né exato da malha; e a advec-
¢ao pelo vetor residual é feita por um método Euleriano, modificado para garantir
sua estabilidade quando necessario. O modelo proposto foi aplicado as equacoes de
aguas rasas e uma comparagao com as formulagoes tradicionais indicou uma redugao
do tempo de execucao da simulacao, sem perda de acuricia.

Apesar de consolidado no ambito da meteorologia, a utilizagao do método semi-
Lagrangeano para a simulagao numérica direta das equagoes de Navier-Stokes nao
era tao frequente e cresceu gradativamente. Em 1990, MADAY et al. [25] aplicaram
métodos semi-Lagrangeanos de primeira, segunda e terceira ordem a escoamentos
modelados pelas equagoes de Navier-Stokes incompressiveis. Em 1994, BOUKIR
et al. |26] compararam um método semi-Lagrangeano de primeira ordem e um de
segunda ordem para avaliar um escoamento em regime permanente de um vortice
em uma cavidade e um problema transiente de convecgao natural, concluindo que
a acuracia dos resultados obtidos pelo método de segunda ordem era superior, sem
um acréscimo significativo de custo computacional. Em 2000, PHILLIPS e PHIL-
LIPS [27] validaram a aplicacdo do método semi-Lagrangeano a simula¢do de um
escoamento ao redor de um cilindro, com nimero de Reynolds variando entre 1 e
50, comparando os resultados obtidos com uma simulacao de referéncia.

Com o passar dos anos, a complexidade dos escoamentos simulados aumen-
tou. Em 2015, CELLEDONTI et al. [28] propuseram uma classe de métodos semi-
Lagrangeanos baseados em discretizacoes de ordem mais elevada, com o uso do
Método dos Elementos Espectrais para a discretizacao espacial e de integradores
exponenciais para a evolucao temporal da simulacao. Os métodos propostos foram
utilizados para a simulacao de escoamentos com elevado ntimero de Reynolds, e a
comparagao dos resultados obtidos com a abordagem Euleriana tradicional tam-
bém mostrou um melhor desempenho, permitindo o uso de passos temporais mais
elevados.

Em 2021, WILDE et al. [29] apresentaram um modelo baseado no método semi-
Lagrangeano de alta ordem e na equacao de Lattice Boltzmann, aplicado para a
analise de turbuléncia em escoamentos compressiveis tridimensionais. Assim como
nos casos supracitados, permitiu-se que as simulacoes fossem executadas com passos
temporais mais elevados do que os dos métodos tradicionais, em até duas ordens de
grandeza, de modo que a escolha do passo temporal para a analise da turbuléncia
pudesse ser feita com base no fendmeno fisico, e nao mais com base nas limitagoes

impostas pela discretizacao espacial do dominio do problema.
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Em 2022, ANJOS et al. [30] propuseram uma abordagem baseada no método
semi-Lagrangeano de segunda ordem, em conjunto com o Método dos Elementos
Finitos e com a formulagao Lagrangeana-Euleriana Arbitraria, para a simulagao de
escoamentos bidimensionais axissimétricos. A abordagem proposta foi comparada
com o método semi-Lagrangeano de primeira ordem em diferentes atributos, como
a conservacao da massa, a trajetoria das bolhas e seu formato terminal, por meio
da simulacao de diversos escoamentos de referéncia. O desempenho obtido para
ambas as metodologias, em alguns aspectos, foi similar. Todavia, constatou-se que
o método semi-Lagrangeano de segunda ordem ¢ menos afetado por efeitos negativos
de amortecimento do que o método de primeira ordem, sendo capaz, portanto, de
representar flutuacoes nos formatos das bolhas com maior precisao.

Baseado na aplica¢ao do método semi-Lagrangeano para uma grande diversidade
de simulagoes de variados graus de complexidade nos tempos atuais, este trabalho
se propoe a apresentar a utilizagao dessa abordagem em uma metodologia de acom-

panhamento da interface para a simulacao de escoamentos bifésicos.
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Capitulo 3
Metodologia

Neste capitulo, serd exposta a metodologia que este trabalho propoe para a
simulagao de escoamentos bifésicos.
Para fins de organizagao, este capitulo esta subdividido em seis secoes, que tra-

tam de cada um dos pontos centrais da metodologia proposta:

e as equagoes governantes;

o Método dos Elementos Finitos;

e a representagao da interface;

a formulagao e a resolucao do problema;
e 0 pos-processamento da interface;

e ¢ sua implementagao computacional.

3.1 Equacoes Governantes

Nesta segao, serao apresentadas as duas equagoes governantes dos escoamentos
que foram simulados — a equacao de conservacao da massa e a equagao de conservagao
da quantidade de movimento —, bem como seu processo de adimensionalizagao e as

condicoes iniciais e de contorno que foram consideradas para sua simulagao.

3.1.1 Conservacao da Massa

Seja V um volume de controle atravessado pelo escoamento de um fluido de

massa especifica p e velocidade v. Nesse caso, a equagao integral de conservagao da

massa ¢ dada por (3.1]).
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/V [%+V~(/)V)] AV =0 (3.1)

Particularmente, (3.1)) é valida para um volume de controle diferencial, de ta-

manho dV. Dessa forma, obtém-se a equagao diferencial de conservacao da massa,
dada por (3.2).

dp
o TV (pv)=0 (3.2)

Dada a hipotese de incompressibilidade do fluido, pode-se afirmar que a den-
sidade é constante em cada uma das fases, tornando nulo o termo %f. Com essa
simplificagao, o principio da conservagao da massa atinge a forma de (3.3)).

pV-v=0 (3.3)

Como a densidade é nao nula em cada uma das fases, a equagao de conservagao
da massa, sob a hipdtese de incompressibilidade dos fluidos, se reduz a (3.4)).

3.1.2 Conservacao da Quantidade de Movimento

Para o mesmo volume de controle V, o principio de conservacao da quantidade
de movimento em sua forma integral ¢ dado por (3.5)), onde as trés ultimas parcelas
da equagao representam as forcas de superficie, as forcas gravitacionais e as forcas

de tensao superficial, respectivamente.

/‘/8((/9);) dv:_/vv'(PVV)dVJF/VV-[aij}dV

+/ png+/ fav (3.5)
v v

Considerando um volume de controle diferencial e as hipoteses de que o fluido
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é incompressivel e newtoniano — isto é, sua deformacao angular é diretamente pro-
porcional a sua tensao de cisalhamento —, obtém-se a forma diferencial da equagao
de conservacao de quantidade de movimento, dada por (3.6)).

9]
p[a—;’—i-v-VV]:—Vp+V-[,LL(Vv+VVT)]+pg+f (3.6)

Em escoamentos bifasicos, a forca de tensao superficial, f, é uma forca que age
sobre a interface entre os fluidos e, portanto, é usualmente denominada tensao in-
terfacial. Conforme o modelo proposto por UNVERDI e TRYGGVASON [§], ela
pode ser definida como , onde o é o coeficiente de tensao interfacial entre os
fluidos, k é a curvatura local da interface, 0 é a funcao delta de Dirac centrada na
interface e n é o vetor normal a interface. Devido & presenca da funcao delta de
Dirac, obtém-se um valor nao nulo para f apenas na regiao da interface, conforme

desejado.

f=0kdn (3.7)

De modo similar, a forca de tensao interfacial pode ser modelada conforme .
Nesse caso, define-se uma funcao de Heaviside, cujo valor é unitério na regiao ocu-
pada por um fluido e nulo na regiao ocupada pelo outro. Assim, a forca de tensao
interfacial permanece localizada apenas na interface, sendo esta caracterizada nao
mais pelo valor nao nulo da funcao delta de Dirac, mas pelo gradiente nao nulo da

funcao de Heaviside.

f=—-0kxkVH (3.8)

O modelo caracterizado por (3.8 sera aplicado no decorrer deste trabalho. Por
simplicidade de notagao, a equagao (i3.6]), com o termo f explicito, serd utilizada ao

longo da exposi¢ao da metodologia.

3.1.3 Equacgoes Adimensionais de Navier-Stokes

As equagoes (3.4]) e (3.6 representam, respectivamente, a conserva¢ao da massa
e a conservacao da quantidade de movimento em um escoamento incompressivel de

um fluido newtoniano, sendo denominadas equacoes de Navier-Stokes.
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Antes de prosseguir para o Método dos Elementos Finitos, entretanto, realizou-se
a adimensionalizacao dessas equagoes. As equacOes dimensionais podem ser resol-
vidas similarmente, também sendo adequadas para a simulagao dos escoamentos
apresentados no Capitulo 4 deste trabalho. No entanto, a presenca dos ntmeros
adimensionais propicia uma compreensao mais clara a respeito da fisica do escoa-
mento e da influéncia dos diversos parametros nos resultados obtidos.

Por esse motivo, cada grandeza presente nas equacoes foi escrita como o pro-
duto entre um valor dimensional de referéncia e uma nova grandeza adimensional,
com um asterisco sobrescrito. Para escoamentos com uma velocidade caracteristica

conhecida, as grandezas sao adimensionalizadas conforme as equagoes a seguir:

L

x=Lx" t=—1t" = po U? p*
i p=poU"p
v=UvV" p=pop po=pio p*
% _ 00 s

Por consequéncia, os operadores diferenciais também presentes nas equagoes fo-

ram escritos como:

0
ot

1, 0
V=7V 7 =

~ S

Substituindo as grandezas e parametros adimensionais em (3.4)), obtém-se (3.9)).

— Vv =0 (3.9)

Simplificando (3.9), obtém-se a forma adimensional da equacdo de conservagao

da massa, dada por (3.10]).

Vvt =0 (3.10)

Analogamente, substituindo as grandezas e parametros adimensionais em ({3.6]),

obtém-se (3.11]).

o [T Gt VY =R
U * * ko k k% * * O *
ﬁQV.m(vV+vVﬁhwwu%g+ﬁf (3.11)
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Multiplicando (3.11) por —£—, obtém-se (3.12)).

0 U2»

ov* Ho T

* *.v* *] — _v* * v*. * v* * v* *

o |G vV P Ve (VY )
L

0 f* (3.12)

0o
po L U?
Nessa formulacao, estao presentes trés parametros adimensionais, cujas defini¢oes
estao expostas a seguir:
Numero de Reynolds

O namero de Reynolds (Re) representa a razao entre as forgas inerciais e as
forgas viscosas em um escoamento, sendo definido por (3.13]).

(3.13)

Numero de Froude

O namero de Froude (F'r) representa a razao entre as forgas inerciais e a forga

gravitacional em um escoamento, sendo definido por (3.14)).

Fr=——u (3.14)

Numero de Weber

O numero de Weber (IWe) representa a razao entre as forgas inerciais e as forgas
de tensao interfacial em um escoamento, sendo definido por (3.15)).

_POLU2
=

We (3.15)

Substituindo os nimeros de Reynolds, Froude e Weber em (3.12) e removendo

os asteriscos por simplicidade de notacao, obtém-se a formulagao final da equagao
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de conservacao da quantidade de movimento para escoamentos com uma velocidade

caracteristica conhecida, dada por ([3.16]).

1

Vo lu (Vv + Vv + e

f (3.16)

ov 1
p[ — pg+

E‘FV-VV :—Vp+Re

2

Para alguns escoamentos, entretanto, inexiste uma velocidade de referéncia, e se
utiliza um outro modo de adimensionalizacao. Para o escoamento de uma bolha em
ascensao descrito no Capitulo 4 deste trabalho, por exemplo, nao héa a imposicao de
uma velocidade sobre o sistema, sendo esta uma decorréncia da acao da gravidade.
Portanto, nesse caso, os comprimentos sao adimensionalizados pelo fator D e as
velocidades pelo fator /g D, onde D é o diametro de referéncia da bolha. Assim, a
equacao adimensional de conservacao da quantidade de movimento assume a forma

de (3:17).

a *
o |G v V] = s L v (v )
00
g —2 (317
re po D? go ( )

Nessa formulagao, estao presentes dois novos parametros adimensionais, cujas

defini¢oes estao expostas a seguir.

Numero de Galileu

O numero de Galileu (Ga) representa a razao entre as forgas de empuxo e as

forgas viscosas em um escoamento, sendo definido por (3.18)).

_ Py D? go

Ga
It

(3.18)

Numero de Eotvos

O ntmero de E6tvos (Eo) representa a razao entre as forgas de empuxo e as

forgas de tensdo interfacial em um escoamento, sendo definido por (3.19)).

_ Po D? g,
00

Eo (3.19)
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Substituindo os nameros de Galileu e E6tvos em ([3.17)) e removendo os asteriscos
por simplicidade de notagao, obtém-se a formulagao final da equacao adimensional

de conservagao da quantidade de movimento para escoamentos sem uma velocidade

de referéncia, dada por (3.20)).

1

f (320
o (3.20)

ov B 1 T
p[E+V~VV} ——Vp—l—mv-[,u(Vv—l—Vv N+pg+

3.1.4 Condigoes Iniciais e de Contorno

Tao importantes quanto as equacgoes diferenciais, que definem de forma genérica
um escoamento, sao as condigoes iniciais e de contorno, que o particularizam e
permitem a sua simulagao.

De forma geral, neste trabalho, foram consideradas como condigoes iniciais os
campos de pressao e de velocidade inicialmente nulos. Por sua vez, diversas condigoes
de contorno foram utilizadas, de modo a representar as particularidades de cada

escoamento, a destacar:

e Condi¢ao de nao deslizamento: impoe-se o valor nulo para as componentes
horizontal e vertical da velocidade, nos pontos adjacentes a um contorno que

represente uma parede estatica;

e (Condicao de simetria: impoe-se o valor nulo para a componente normal da
velocidade e permite-se que o fluido se mova tangencialmente, nos pontos
adjacentes a um contorno do dominio cujo carater simétrico seja previamente

conhecido;

e Condi¢ao de velocidade prescrita: impoem-se valores para as componentes
horizontal e vertical da velocidade, nos pontos adjacentes a um contorno do
dominio cuja velocidade seja conhecida — em geral, utiliza-se um perfil de

velocidade prescrito no contorno de entrada (inflow) de um escoamento;

o Condigcao de pressao prescrita: impoe-se um valor para a pressao, nos pontos
adjacentes a um contorno do dominio que tenha sua pressao conhecida ou que
servird de referéncia para o calculo da pressao nos demais pontos — em geral,

utiliza-se p = 0 no contorno de saida (outflow) de um escoamento;

e Condicao de parede em movimento: impoe-se o valor nulo para a componente
normal da velocidade e um valor nao nulo para a componente tangencial da
velocidade, nos pontos adjacentes a um contorno que represente uma parede

que se move, de modo que nao haja movimento relativo entre esta e o fluido.
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3.2 Método dos Elementos Finitos

Nesta secao, serao descritos os procedimentos relacionados a utilizacao do Mé-
todo dos Elementos Finitos, a destacar: a obtencao da formulagao variacional das
equagoes governantes; a discretizagao espacial do dominio pelo método de Galerkin;

e a discretizacao espaco-temporal das equacgoes com o método semi-Lagrangeano.

3.2.1 Formulagao Variacional

Na secao anterior, obteve-se a formulacao diferencial das equacoes de Navier-
Stokes. Para a aplicacao do Método dos Elementos Finitos, todavia, é necesséaria a
obtencao da formulagao variacional dessas equacoes, tal qual descrito por DONEA
e HUERTA [31].

O processo de obtengao da formulagao variacional seré desenvolvido a partir das
equacoes de Navier-Stokes dadas por e . Entretanto, o procedimento é

analogo para a formulagao com os numeros de Galileu e E6tvos exposta anterior-

mente.
ov 1 T 1
p[a—i-v-Vv ——VP+EV'[#(VV+VV )]+F—r2pg—l—mf(3.21)
V.v=0 (3.22)

Para essa formulagao, serao considerados um dominio de validade dado por I' =
I’y U T, e as condicoes de contorno dadas por e (3.:24). A primeira caracteriza
uma condicao de velocidade prescrita na fronteira I'y, enquanto a segunda trata de
uma condicao de velocidade tangencial e tensao normal nulas na fronteira I'y. Essas
duas formulagoes generalizadas abarcam os tipos de condi¢ao de contorno utilizados

ao longo deste trabalho, elencados na se¢ao anterior.

v =vr, em [’ (3.23)

vi=0 e 0,,=0, em Iy (3.24)

Seja L2(2) o espago das fungdes quadraticamente integréaveis sobre o dominio €2,
dado por ((3.25]).

21



£2(Q):{U:Q—>R,/902d§2<oo} (3.25)

Sejam também o espago de Sobolev H!'(Q), dado por (3.26), e seu analogo
HY(Q)" para vetores n-dimensionais, dado pelo produto cartesiano entre n espa-
cos H(Q), conforme (3.27)).

HU(Q) = { vE Lo(Q): o € La(Q), i=1,2,.n } (3.26)

HI(Q)" = { v = (v, 09, .00, 0,) 10 € HYQ), i =1,2,...,n } (3.27)

Sejam, ainda, os subespagos Vy.(€2) e P,.(£2) definidos por (3.28) e , onde

I'; e 'y sao os contornos de velocidade e pressao, respectivamente.

Vo () = { veHY ()" :v=vpem I, } (3.28)

Pr(@ = {peH(@) :p=prom D, } (3.20)

A formulacao variacional das equacoes de Navier-Stokes é obtida por meio da

multiplicac¢ao de (3.21)) e (3.22)) pelas fungdes peso w e ¢, como exposto em ((3.30) e
B331).

ov 1 T
/Q{p [E+V-Vv]+Vp—EV-[,u(Vv+VV ]

1 1

/{v-v} ¢ d2 =0 (3.31)
Q
Pela distributividade do produto interno, (3.30) torna-se (3.32)).
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/Q{p [g—‘t’+v-vv]}-wd9+/g{vp}-wdﬂ
—/Q{iV{,u(Vv—irVVT)]}-WdQ—/Q{%pg}-wdﬂ

—/Q{%f}-wdﬁz() (3.32)

Utilizando a defini¢ao de derivada material, o termo advectivo de (3.32]) pode

ser reescrito conforme (3.33]).

ov Dv
i ) W dQ = = wdQ .
/Qp[at—kv VV} w d Qth wd (3.33)

Aplicando o Teorema de Green, a integral do termo difusivo de (3.32)) pode ser

reescrita como (3.34)).

/V-[u(Vv+VvT)]-WdQ:

— / p (Vv +Vvh) : vw!] dQ + / n-[p(Vv+ Vvl w]dl (3.34)

Ademais, pode-se afirmar que a integral no contorno I' presente em (|3.34]) é nula,
pois pode ser desmembrada em uma soma de duas integrais nulas: uma na fronteira
I'1, na qual w = 0, e outra na fronteira I's, na qual a nulidade deriva da prépria
condicao de contorno.

De forma similar, aplicando o Teorema de Green, o termo de pressao pode ser

reescrito como ((3.35)).

/Vp-wdQ:—/pV-WdQ—i—/pw-ndF (3.35)
Q Q r

Pode-se afirmar que a integral no contorno I' presente em ({3.35)) também é nula,
pois igualmente pode ser desmembrada em uma soma de duas integrais nulas: uma
na fronteira I'y, na qual w = 0, e outra na fronteira I'y, na qual p = 0.

Assim, temos que a formulacao variacional das equagoes de Navier-Stokes é dada

por (38) @39,
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D
p—V-WdQ—/pV-WdQ
Q

o Dt
1 . . 1
— : 0— cw dQ
+Re Qu[(Vv—l—Vv) Vw']d 72 ng wd
1
- — f-wdQ2=0 (3.36
e [ (3.36)
/(V-V)ngzO (3.37)
Q

O problema consiste em encontrar as solugoes v(x,t) € Vy.(Q2) e p(x,t) € P, ()

que satisfacam (3.36)) e (3.37)) para todo w € Vy(£2) e para todo ¢ € Py(1Q).

3.2.2 Meétodo de Galerkin

Seja uma discretizagao do dominio €2 em uma malha nao estruturada com NFE
elementos triangulares, NV noés de velocidade e N P n6s de pressao, tal qual exposta

na Figura 3.1}

€2

Figura 3.1: Discretizagao de um dominio em elementos triangulares.

O método de Galerkin consiste em aproximar as variaveis continuas do problema

em variaveis discretas no espago, por meio das aproximagoes (3.38)), (3.39) e (3.40)).

Os termos N; e P; sao denominados fungoes de interpolagao e sao utilizados para
construir os campos de velocidade e de pressao, respectivamente, a partir dos valores
desses campos nos nés da malha. As fungoes de forma sao dependentes do tipo de
elemento que compoe a malha, e alguns de seus exemplos estao expostos na proxima

subsecao.
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NV

Ve(%, £) & Y No(x) v, n(t) (3.38)

n=1

vy (%, t) &~ Z Ni(x) vy n(t) (3.39)

NP

p(x, t) = > Pu(x) pu(t) (3.40)

r=1

As demais variaveis continuas do problema também sao discretizadas espacial-
mente. Os termos de tensao interfacial e de gravidade sao aproximados a partir de
seus valores nos nos de velocidade, conforme (3.41)), (3.42), (3.43) e (3.44).

Z N (X) Ganl (3.41)

Z N (X) gy.nl (3.42)

Z Np(X) fon (3.43)

Z N (x) fyonl (3.44)

Por fim, para a discretizacao da densidade e da viscosidade do fluido, sao calcula-
dos os valores médios dessas propriedades em cada elemento da malha, p® e ¢, Para

isso, sao considerados os valores dessas propriedades nos trés vértices do triangulo,

como exposto em (3.45)) e (3.46)).

1

PP =5 (P + o+ p5) (3.45)
e 1 e e e

pe= g (Hi g+ ) (3.46)
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Assim, os campos de densidade e viscosidade podem ser discretizados espacial-
mente, a partir de seus valores médios em cada elemento, conforme (3.47)) e (3.48)).

p(x, t) ~ Z pe(x, t) (3.47)

pu(x, t) ~ Z pé(x, t) (3.48)

Considerando as equagoes de Navier-Stokes (3.36)) e (3.37)) em um dominio bidi-
mensional, onde v = (v, vy), 8 = (gus 9y), £ = (f2, fy) € W = (wy, wy), e substi-

tuindo as variaveis continuas pelas variaveis discretizadas obtidas acima, obtém-se

(3-49), (3.50) e (3.51)). As funcoes peso w, e w, foram substituidas pelas funcoes

de interpolagao N,,(x), m = 1,2,..., NV, visto que as equagoes de conservagao de
quantidade de movimento sao avaliadas nos noés de velocidade. A funcao peso g
foi substituida pelas fungdes de interpolagao P.(x), r = 1,2,..., NP, visto que a

equacao de conservacao da massa ¢ avaliada nos nés de pressao.

NE NV Du NE NP ON
Zl/ﬂezlpe D”;’"NmNndQ—Zl/ezla—;”PrprdQ
NV

NE
1 . (ON,, ON, ON,, ON, ON,, ON,
+§ z; / Z . (835 ox Van + oy 0Oy Varn + or Ox Vo,

ON,, N, RSy
o G e ) 40 g 3 [ 300 N Mo g0
e=1 n=1

1 NE NV
—— > [ D Nu Ny fand2=0
We e=1 /e n=1
(3.49)
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NE NV Do NE NP T
¢ — 2% N,, N, dQ) — / — P p, dQ
; /e nzzl Y ; e ; oy b
NE NV
1 . (ON,, ON, ON,, ON, ON,, ON,
+§ ; /e z::l’u ((% ox Uyn + oy Oy Uun + Joxr 0Oy Vo,
ON,, ON, 1 & g
— s ) dQ — — ¢ Ny Ny gy dQ2
+8y oy Yo, ) FTQ;/E;p Iy,
L NV
T
e=1 n=1
(3.50)
NE NP
ON, ON,
L U+ vy | P dQ) = 3.51
/e <8xv’+3yvy’) 0 ( )

Restringindo as fungdes de interpolagao a cada elemento, as equagoes (3.49)),

(13.50) e (3.51]) convertem-se em (3.52)), (3.53)) e (3.54)).

NE /
e=1 Qe

Du, NE/ ONE
¢ Z5I NENEdQ — L P, py, d)
o gy [ Gn

i?jee = i,kEe
NE
1 . (ONg ON7 ONg ON7 ONg ONY
+§ Z / Z (895 ox Vaj F Jdy 0Oy Va,j ¥ or or %

ONg ON{ 1 =
— ) dQ) — — ¢ NP Nt g, ; dS)
+(9y ox Uy’j) FT’?;/QE Z Pt B g

i,jEe
1 NE
e X [ X NN e de =0
e=1 ,]E€e

(3.52)
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NE D
Z/ S o U“NeNedQ Z/ —Pkpde
e=1 Qe i,k Ee

L,jEe
NE
1 . (ON¢ ON¢ ONE ON? ONf ON*
+E ; /e MZEG a <8x ox Vyi Jdy 0Oy Uy T or Jy Vg
aNie aNJE e e e
oy oy vy’j) FT‘2Z/ ”ZG:GPNN‘%JCZQ
Z / > NNSfy;d2=0
e=1 € L,jEe
(3.53)
3N8 aN;
Z / > — Uys) Py dQ =0 (3.54)
¢ Jkee Yy
As equagoes (3.52)), (3.53) e (3.54) podem ser escritas na forma do sistema
de equagoes (3.55)), onde v, = [ag’l,...,av’géw]j’, vy = [ag@’l,...,%%]:r, < =
[v:l?,b"'avx,NV]Ta Vy = [Uy,ly“'?Uy,NV}T? P = [pla"'vaP]T7 gx = [g:v,17---7gw,NV]T;

T

8y = [gy,b -"agy,NV]Ta fx = [f:c,la --'7f:r:,NV]T € fy = [fy,la ---vfy,NV] .

( . 1 1 1
Mp,xvx‘i‘ﬁ[(2wa+Kyy)Vx+nyVy]_G:vp_WMp,mgx_%fox:O

. 1 1 1
Mp,yvy*‘ﬁ[nyvx+(Kacm+2Kyy)Vy]_Gyp_ﬁMp,ygy_mMyfy:0

\Dm Vx +Dy vy =0
(3.55)

As matrizes globais M, ,, M, ,, My, My, K.y, Kyy, Kuy, Kyo, Go, Gy, Dy e D,y

sao definidas pelas seguintes equacgoes:

Mp,x - Ax(m;) Mp,y - Ay(m;) MZ - AUU(me) My - Ay(me)

Koy = As(kg,) yy = ‘Ay(k;y) Koy = A$(k;y) Kyp = Ay(kgjx)

Ga: = Ax(g;) Gy = Ay(gg) Dx = Ax(d;‘) Dy = Ay(d;)
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3 e e e e e
As matrizes mj, m°, ki, ky, , ki,

elementos, dadas pelas equagdes a seguir, e os operadores A, e A, sdo operadores

Kyes 955 gy dy € dj, sao submatrizes dos

de montagem das matrizes globais a partir dessas submatrizes, com base na relagao
entre os indices presente em ([3.52)), (3.53)) e (3.54]).

me, ;= / p NN A9 mi; = | Np N do
ON¢ ON¥ ON¢ ON¢
ke o e( 1 j)dQ ke :/ e( 7 J)dQ
T / M \Tor Tor e, 1 Qe a dy Oy
ON¢ ON¥ ON¢ ON¢
ke = e( % ]>dQ ke :/ e< 1 ])dQ
Y /Q a dy Ox v AN y
e aNie e e aN’ie e
gz,ik’:/e or Pk dS2 gy,ik:/ge ay Pk: dS2
e _ aNJE P¢ dO e _ aNJe P¢ dO
wki = | r k vki T o ay Ok

Portanto, de forma mais compacta, o sistema de equagoes (3.55) pode
. . D Dv D Dv
ser escrito como 1) onde v = [z | eVl ZWNVITC gy =

Dt ° Dt Dt Dt
[Uas,l’ -'-7U1‘,NV7vy,17 ‘“7Uy,NV]T7 P = [ph "'7pNP]T7 g = [gm,h "‘7gl‘,NV7gy,17 "'7gy,NV]T
ef=1[for, o fonv, fy1, s fy,Nv]T--
M, v + ! K G L M L Mf=0
—_— 'V —_ _—— _—— =
* ¥ Re Pz M 8T
(3.56)
Dv=0
No sistema, M,, M, K, G e D sao dadas pelas matrizes a seguir:
M,, 0
M, = [ P ] (3.57)
0 Mp,y 2NV x 2NV
M, 0
= [ ] (3.58)
0 M, 2NV x 2NV
2K, + K K,
K — [ t Ry v ] (3.59)
Ky Koz + 2Ky, 2NV x 2NV
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_Gx

G = (3.60)
_Gy 2NV x NP

D= ] 3.61
_Dx Dy NP x 2NV ( )

3.2.3 Elementos de Malha

A discretizagao do dominio descrita na subse¢ao anterior admite uma grande di-
versidade de elementos de malha. Esses podem diferir em sua geometria — triangular,
retangular etc. — e na ordem de suas funcoes de forma — linear, quadratica, cibica,
entre outras —, que sao utilizadas para a interpolacao das variaveis do problema.

Neste trabalho, optou-se pela utilizagao de elementos triangulares. A escolha
dos espacos de aproximacao, entretanto, nao pode ser totalmente arbitraria. Como
a escolha do elemento define simultaneamente as funcoes de forma para velocidade
e pressao, que sao variaveis acopladas nas equacoes de Navier-Stokes, o problema
discreto pode se tornar instavel a depender do elemento escolhido.

A condicao de Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi é a condicao mais utilizada para
garantir a estabilidade das formulagoes discretizadas de Navier-Stokes. Apesar de
nao ser uma condi¢ao necessaria, ela é suficiente para garantir a solu¢ao tnica para
o problema de ponto de sela presente na formulacao desenvolvida.

Existem métodos que permitem a utilizagao de elementos que nao cumprem a
condi¢ao de Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi e que, ainda assim, levam a formulagoes
estaveis do problema, como o método das penalidades apresentado por HEINRICH
e VIONNET [32], que substitui a equacao de conservagao da massa por V-v = —£,
e o método de compressibilidade artificial proposto por DECARIA et al. [33]. To-
davia, neste trabalho, para permitir a utilizacao da formulacao de Galerkin tal qual
exposta na subsegao anterior, serao utilizados dois tipos de elementos triangulares
que seguem a condi¢cao de Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi: o elemento mini e o
elemento quadratico. Esses elementos serao apresentados a seguir; entretanto, an-
teriormente, é necessaria a exposicao do sistema de coordenadas baricéntricas, no

qual serd baseada a definicao das fungoes de forma dos elementos.

Coordenadas Baricéntricas

Seja P um ponto conhecido, localizado no interior de um triangulo cujos vértices
sdo os pontos 1, 2 e 3, também conhecidos, como mostrado na Figura [3.2] Sejam

também as areas A;, Ay e As, definidas conforme a figura.
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Figura 3.2: Coordenadas baricéntricas de um elemento triangular.

A posicao do ponto P pode ser trivialmente expressa a partir das coordenadas
globais x e y. Todavia, para a metodologia que sera descrita ao longo deste tra-
balho, faz-se interessante o uso das coordenadas locais L,, Lo e L3, denominadas

coordenadas baricéntricas e definidas a partir das equagoes a seguir.

st Ay Az
Ll—q LQ—Z LS—I

A relagao entre o sistema de coordenadas baricéntricas (Ly, Lo, L3) e o sistema

de coordenadas global (z, y) ¢ dada por (3.62)) e (3.63)).

r = L1 T+ Lg To + Lg T3 (362)

y=Liyi+Loya+ L3 ys (3.63)

Além disso, é trivial a obtengao de uma terceira equagao, dada por (3.64)).

A1+A2+A3:A:>L1+L2+L3:1 (364)

Assim, os valores das coordenadas baricéntricas Ly, Ly e L3 em funcao das co-
ordenadas globais = e y pode ser obtido por meio da solu¢ao do sistema linear dado
por (3.65)).
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1 1 1 L, 1
T Ty wx3| |Lo| = | (3.65)
i Y2 Y3 L Y

A area do elemento triangular pode ser obtida a partir do calculo do determinante

da matriz do sistema linear, como exposto em (|3.66|).

) 1 1 1
A= 5 Ty T T3 (366>
Y1 Y2 Y3

A partir da defini¢ao do sistema de coordenadas baricéntricas, podem ser defini-

dos os elementos mini e quadratico, que serao utilizados ao longo deste trabalho.

Elemento Mini

O elemento mini, exposto na Figura3.3} é o elemento triangular mais simples que
satisfaz a condicao de Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi. Ele consiste em um elemento
triangular de quatro pontos: os trés vértices do triangulo e seu centroide. Nesse
elemento, a pressao ¢ linear e calculada sobre os vértices, enquanto a velocidade é

uma fungao cubica incompleta calculada sobre todos os quatro pontos.

3 o Pontos de pressio

® Pontos de velocidade

1 2

Figura 3.3: Elemento mini.

Suas fungoes de forma sao dadas pelas equagoes a seguir:
Ny=L1—9Ly Ly L3 Ny =L3—9L; Ly L3

Ny =1Ly —9Ly Ly Ly Ny =27L; Ly Ls
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Elemento Quadratico

O elemento quadratico, exposto na Figura |3.4] é outro elemento que satisfaz a
condicao de Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi. Ele consiste em um elemento trian-
gular de seis pontos: os trés vértices do triangulo e os trés pontos médios de suas
arestas. Nesse elemento, a pressao é linear e calculada sobre os vértices, enquanto a

velocidade é uma funcao quadratica calculada sobre todos os seis pontos.

O Pontos de pressao

® Pontos de velocidade

Figura 3.4: Elemento quadratico.

Suas funcoes de forma sao dadas pelas equagoes a seguir:

N1:L1(2L1—1) N4:L1L2
No=1Ly(2Ly—1) Ns = Ly Ls
Ny =1L3(2Ls—1) Ng = Ly Ls

Embora a utilizagao de elementos de mais alta ordem também seja possivel de
acordo com a condi¢ao de Ladyzhenskaya—Babuska—Brezzi, o acréscimo de custo
computacional proveniente do maior niimero de pontos por elemento nao costuma
compensar o aumento de precisao da simulacao. Por isso, este trabalho abordara

exclusivamente os elementos triangulares mini e quadratico.

3.2.4 Método Semi-Lagrangeano

Apos a aplicagao do método de Galerkin, foram obtidas equagoes discretas es-
pacialmente, porém continuas no tempo. Para a simulagao numérica do problema,
portanto, resta discretizar a derivada material presente em sua formulagao, de modo
a obter equagoes discretas tanto no espago como no tempo. Neste trabalho, tal dis-

cretizagao seré realizada por meio do método semi-Lagrangeano.
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Sejam x; a posicao de um n6é da malha e x4 a virtual posicao de partida no

instante n de uma particula de fluido que atingiu a posicao x; no instante n + 1.
p+1
1

do fluido no ponto x4 no instante n. O método semi-Lagrangeano consiste em

Sejam v;"" a velocidade do fluido no ponto x; no instante n + 1 e v a velocidade

aproximar a derivada material da velocidade conforme ([3.67)).

(3.67)

Utilizando essa aproximacao, temos que a formulacao diferencial das equacgoes
de Navier-Stokes passa a ser dada por (3.68) e (3.69), onde v} passa a representar
a velocidade na virtual posicao de partida no instante anterior de todos os nés da

malha.

v+l _yn 1
p ( d) — _vpn—i-l =+ E V- {VJ [VVn+1 + (an-i-l)T}}
1 1

+ng +W€f (368)

V-v*t =0 (3.69)

Consequentemente, a forma matricial da formulagao variacional das equagoes de
Navier-Stokes passa a ser dada por (3.70)).

M

p

vl —yn 1 1 1
D § —K n+1_G n+1__M n__anZO
( At )+Re v p Fr? »8 We

D vl =0
(3.70)

Para o calculo de v§, ¢ necessario anteriormente calcular a posi¢ao xj, por meio

de uma estimativa da posigao pregressa dos nés da malha, dada por (3.71)).

x5 = xPt - v At (3.71)

A Figura [3.5 mostra as duas possiveis situagdes que podem ocorrer ao fim desse
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célculo, para cada um dos nos x; da malha: (1) o ponto xq permanecer no interior

do dominio €2; ou (2) o ponto x4 sair do dominio §2.

X4

$

()

Figura 3.5: Método semi-Lagrangeano.

No segundo caso, que ocorre principalmente nas regioes de inflow, a obtencao de
vq € trivial. Verifica-se em qual contorno do dominio {2 se encontra o ponto xq, €
define-se vq como a velocidade referente a essa condi¢ao de contorno.

Para o caso no qual o ponto x4 permanece no interior do malha, é necessério
definir trés algoritmos para possibilitar o calculo de vq4: o algoritmo para verificar
se um ponto se encontra no interior de um elemento; o algoritmo de procura do
elemento que contém o ponto Xq; e o algoritmo de interpolacao de vq a partir das
velocidades conhecidas nos nos desse elemento. Esses procedimentos estao descritos

a seguir.

Algoritmo para verificar se x4 estd no interior de um elemento

Sejam um ponto x4 e um elemento cujos vértices sao os nos xj, X € x3. Os
angulos #,, 05 e 05 sao definidos conforme a Figura [3.6] resultando nas equagoes
(3.72)), (3.73) e (3.74).

X X2 X

X3 X3 X3
N X4 X4 X1

Figura 3.6: Definicao dos angulos 6, 65 e 03.
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|(xa —%1) X (x3 —%1)|

sin(0y) = (3.72)
[Xa — X1 [x3 — X1

sty = [ 2 ) 8.7

sin(0y) = 104 —X8) X (xa ~ Xs) (3.74)

|Xd - X3| X2 — X

Sejam s1, $o € s3 respectivamente definidos conforme (3.75)), (3.76) e (3.77)), de

modo que sgn(fy) = sgn(sy1), sgn(fa) = sgn(ss) e sgn(f3) = sgn(s3), onde sgn é
a funcao sinal. Assim, para verificar se o ponto xq se encontra no interior de um

elemento, calculam-se apenas os valores de s, $o € s3.

s1=|(xa — X1) X (x3 —x1)| = sgn(bh) = sgn(s1) (3.75)
Sy = |(xa — X2) X (X1 — X2)| = sgn(f2) = sgn(sq) (3.76)
s3 = |(xa — X3) X (X2 — X3)| = sgn(f3) = sgn(ss) (3.77)

O ponto se encontra no interior do elemento se e somente se s, Sy € s3 tiverem o
mesmo sinal, isto é, se todos os trés valores forem positivos ou se todos os trés valores
forem negativos. Para evitar erros numeéricos, entretanto, o critério de verificagao
pode ser abrandado, com a decisao sobre se um ponto se encontra no interior do
elemento dada pela variavel booleana I, exposta em , para um valor de § ordens
de grandeza inferior ao comprimento caracteristico do problema. Para as simulagoes
contidas neste trabalho, entretanto, nao houve a necessidade de abrandamento do

critério, sendo considerado um valor nulo para o parametro .

I= ((31 > 8 A (52> —0) A(ss > —5)) v ((51 < 8)A (59 < 8)A(s3 < 5)) (3.78)
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Algoritmo de procura do elemento que contém x4

Ao inicio de uma simulacdo, realiza-se o mapeamento da malha, que consiste
em registrar, para cada elemento, o elemento que se encontra no lado oposto de
cada um de seus vértices. Essa informagao serd relevante para o desenvolvimento
do algoritmo de procura dos elementos onde se encontram os pontos xq do método
semi-Lagrangeano.

Para uma dada iteracao, considera-se como elemento de partida, para cada um
dos pontos x4, 0 elemento onde este foi encontrado na iteracao anterior, com excegao
da primeira iteracao, na qual a lista de elementos de partida é um dado de entrada
da simulacao.

Primeiramente, com o algoritmo descrito no item anterior, verifica-se se o ponto
esta dentro desse elemento. Em caso positivo, encerra-se a busca. Em caso negativo,
calcula-se o vértice desse elemento mais distante de xq e move-se para o elemento
oposto a esse vértice — informacgao que foi obtida no mapeamento da malha —, que
estard mais proximo de xq. Esse procedimento é repetido até que o elemento que
contém Xg4 seja encontrado.

A Figura mostra o caminho percorrido (do elemento cinza mais claro para o
mais escuro) para encontrar o elemento que contém um ponto xq arbitrario a partir

de um elemento também arbitrario, com o uso do algoritmo descrito.

Figura 3.7: Tlustracao do algoritmo de procura do elemento que contém xg4.

Algoritmo de calculo da velocidade vq

Seja Xq um ponto interno a um elemento, descoberto a partir do algoritmo
descrito acima. Sejam N; as funcoes de forma do elemento, definidas anteriormente

neste capitulo em fun¢ao de suas coordenadas baricéntricas.
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A velocidade vq é dada pela combinacao linear das velocidades nos nos do ele-
mento, como exposto em (3.79)), onde n é o ntimero de nés no elemento — n = 4 para

o elemento mini e n = 6 para o elemento quadratico.

Va = Z Ni vi (3.79)
im1

A fim de reduzir o custo computacional das simulagoes, o calculo de vq conforme
o algoritmo descrito nao precisa ser efetuado em todos os nés da malha. Neste
trabalho, calculou-se vq a partir do algoritmo apenas nos nos de pressao da malha,
com os valores de vq nos demais pontos sendo calculados a partir desse resultado.

No elemento mini, o tinico ponto que fica pendente é o centroide, cuja velocidade
vq ¢ definida como a média aritmética das velocidades dos trés vértices do elemento,
que foram calculadas segundo o algoritmo descrito. No elemento quadratico, os trés
pontos pendentes sao os centros das arestas e, para cada uma delas, a velocidade vq

¢ definida como a média aritméticas das velocidades dos vértices que a compoem.

3.2.5 Passo Temporal

Apesar de o método semi-Lagrangeano ser incondicionalmente estavel, ainda
devem ser consideradas restrigbes para o passo temporal, At, a ser utilizado nas
simulagoes. Isso porque o método semi-Lagrangeano foi utilizado unicamente para
a modelagem do termo advectivo, permanecendo validas as demais restrigoes refe-
rentes ao tratamento dos demais termos da equagao.

BRACKBILL et al. [34] calcularam que, para uma malha estruturada, o passo
temporal deve seguir a restricao dada por , onde Ax é a distancia entre dois
no6s de pressao da malha, p é a média aritmética entre as densidades dos dois fluidos
presentes no escoamento e o é o coeficiente de tensao interfacial entre os fluidos.
Caso essa restricao nao seja seguida, a propagacao de ondas capilares na regiao da

interface entre os fluidos torna a simulagao instavel.

p Ax3

At <
2w o

(3.80)

No presente trabalho, as malhas utilizadas sao nao estruturadas, o que impede

o calculo tedrico de um passo temporal maximo para a simulacao. Portanto, a

equacao (3.80]) foi adaptada para (3.81)), onde d,.s € o comprimento médio de aresta
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dos elementos da malha, de modo a permitir o célculo de um passo temporal maximo

de referéncia, ainda que inexato.

dre 3
At < /”QT; (3.81)

As simulagoes expostas no capitulo a seguir foram executadas com um passo
temporal inferior ao maximo calculado por meio de (3.81]).

3.3 Representacao da Interface

Neste trabalho, o modelo utilizado para a representacao da interface ¢ denomi-
nado acompanhamento da interface ou, em sua nomenclatura mais usual, interface-
tracking. Nessa abordagem, a interface é definida explicitamente, por meio de um
conjunto sequencial de pontos. Esses pontos sao independentes da malha fixa que
discretiza o dominio e sao movimentados sobre ela com o passar das iteragoes.

O posicionamento da interface é de extrema relevancia para o equacionamento
do problema bifasico, por interferir diretamente em dois de seus elementos: as pro-
priedades de densidade e viscosidade de cada um dos noés da malha fixa, que sao
atribuidas de acordo com sua posicao com relacao a interface; e o termo f de tensao
interfacial, que é calculado com base na curvatura da interface e também distribuido
para a malha fixa. Esses dois procedimentos serao descritos nas subsec¢oes a seguir,

na qual também se discutira o refinamento da interface a ser utilizado.

3.3.1 Atribuicao das Propriedades

Para a atribuicao das propriedades de densidade e viscosidade aos nés da malha
fixa, define-se uma regiao do dominio §2;,, interior ao poligono definido pelos pontos

da interface, e uma regiao €2,,, exterior a esse poligono, como exposto na Figura

B.8
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(2

Figura 3.8: Subdivisao do dominio em duas fases.

Para escoamentos com maiores quantidades de bolhas ou gotas, o procedimento
é analogo, sendo definida uma interface — e, consequentemente, um poligono — para
representar cada uma dessas estruturas. Nesse caso, as regioes interiores a esses
poligonos serao denominadas €2;,, enquanto a regiao exterior a todos os poligonos
serd denominada €2,,:.

Aos nos pertencentes a cada uma das regioes serao associadas as propriedades de
um fluido. Para isso, inicialmente, costumava-se definir uma fun¢ao de Heaviside H,
que possui valor unitario na regiao €2;, e valor nulo na regiao €2,,;, de modo que as

propriedades de densidade e viscosidade fossem definidas conforme (3.82)) e ([3.83)).

p = pin H~+ pous (1 —H) (3.82)

ft = tin H 4 plowr (1 — H) (3.83)

Todavia, com esse modelo de representacao, a variacao brusca de propriedades
na regiao da interface ocasionava dificuldades e erros numéricos nas simulagoes.
Para contornar esse problema, SUSSMAN e SMEREKA [35] propuseram um modelo
suavizado, dado pela fungao H.(¢), onde ¢ é metade da espessura da regiao da
interface e ¢ é a distancia de um ponto a interface. A fungao H.(¢) esta exposta em
(13.84)).
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0 se ¢ < —€

H(¢) = L [1 + ¢ + 1 sen(w) se —e< ¢p<e (3.84)
2 € m €
1 se ¢ > €

Assim, a densidade e a viscosidade de cada n6 da malha fixa foram calculadas a

partir de (3.85) e (3.86]), respectivamente.

p(@) = pin He(¢) + pout (1 — He(9)) (3.85)

p(9) = pin He(9) + pour (1 — He(9)) (3.86)

Com essa formulacao, a suavizagao da variacao das propriedades na regiao da
interface pode ser tao grande quanto se queira, a depender da escolha do parametro
€. Para as simulagoes contidas neste trabalho, buscou-se relacionar o parametro e
com a malha fixa que discretiza o dominio, por meio da definicao do parametro h,
denominado razao de espessura da regiao da interface. Este é definido como a razao
entre o parametro € e o comprimento médio de aresta dos elementos da malha fixa,
dyef, como exposto em . Uma anélise paramétrica a respeito dessa variavel é
apresentada no préximo capitulo, onde se verifica que a escolha de h esta associada
a um trade-off entre acuracia (para baixos valores de h) e estabilidade (para altos

valores de h) das simulagdes.

(3.87)

3.3.2 Calculo de Curvatura

O célculo de curvatura da interface é outro procedimento de grande importéancia
para o resultado da simulagao, visto que é base para o célculo da tensao interfacial,
que serd exposto na subsecao a seguir.

Sejam os pontos 1, 2 e 3 presentes na interface de forma sequencial, conforme a
Figura[3.9] O célculo da curvatura no ponto 2 é feito a partir dos vetores tangentes

—t1 e to, que o ligam, respectivamente, aos pontos 1 e 3.
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-t o7

Figura 3.9: Ilustracao do calculo de curvatura da interface.

A curvatura é calculada por meio de (3.88), onde As ¢ a distancia euclidiana

entre os pontos 1 e 3.

L9ttty
T 0s As

K1

(3.88)

3.3.3 Modelagem da Tensao Interfacial

Para a modelagem da tensao interfacial, distribui-se a curvatura calculada em
cada ponto da interface para a malha fixa, de modo que ela possa interferir nas
equacgoes governantes do escoamento. Essa distribuigao é feita por meio da associa-
¢ao de um valor de curvatura a cada um dos nos da malha fixa, sendo esse valor o
do ponto da interface mais proximo daquele né.

Em seguida, na posse da curvatura x e da fungao de Heaviside suavizada H, para
cada um dos nés da malha fixa, pode-se estender a formulagao da tensao interfacial
de UNVERDI e TRYGGVASON [§] conforme (3.89).

f=0krkdn=—-0r VH, (3.89)

Por meio do mesmo procedimento utilizado para encontrar a formulagao varia-
cional das equacoes de Navier-Stokes na forma adimensional, encontram-se (3.90) e
(3.91), onde G, e G, s@o as matrizes do operador gradiente definidas na Segao 3.2.

fy =k Gy H, (3.91)
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3.3.4 Refinamento da Interface

Apesar de a interface e a malha fixa estarem desacopladas na metodologia pro-
posta, a compatibilidade entre elas é de extrema relevancia para o sucesso da simu-
lagao. Isso porque, a cada iteragao, verifica-se uma influéncia da interface sobre a
malha fixa — nas etapas de distribuicao das propriedades dos fluidos e de modela-
gem da tensao interfacial — e, posteriormente, uma influéncia da malha fixa sobre a
interface, durante sua movimentacao.

Nota-se que uma interface com um niimero excessivamente baixo de pontos leva
a problemas na definicao de sua geometria, que culmina em falhas na distribuigao
das propriedades nas regides de fronteira entre os fluidos, bem como em erros no
calculo da tensao interfacial, que, na metodologia proposta, é modelada de forma
puramente geométrica.

Por sua vez, uma interface com uma quantidade excessiva de pontos também
pode ser problematica. Neste caso, durante a etapa de distribuicao da curvatura
da interface para a malha fixa, alguns de seus pontos podem nao ser associados a
nenhum noé e, portanto, nao exercer influéncia sobre o escoamento. Esse fendmeno,
quando repetido por diversas iteracoes, pode levar a um actimulo de erro na posicao
do ponto da interface. Quando, em uma futura iteracao, esse ponto for novamente
associado a algum elemento da malha fixa, o erro acumulado de sua curvatura pode
ser tamanho que a simulagao se torne instével, comprometendo o seu resultado.

Por isso, nesta metodologia, considera-se o comprimento médio de aresta dos
elementos da malha fixa como a distancia ideal entre pontos da interface. Essa
informacao foi utilizada tanto para a definicdo da geometria inicial da interface
em cada escoamento simulado, bem como para o desenvolvimento do algoritmo de

remalhamento da interface, descrito na Segao 3.5.

3.4 Formulacao e Resolucao do Problema

A formulacao matematica do problema consiste em um sistema linear, desenvol-
vido com base em todas as consideragoes anteriormente apresentadas neste capitulo.
A solucao do sistema linear fornecera os campos de velocidade e pressao em todo o
dominio do problema. Na abordagem de acompanhamento da interface (interface-
tracking) utilizada, a resolugdo do problema inclui também a movimentacao da
interface, que é desacoplada da malha que discretiza o dominio.

Nesta secao, serao descritos os procedimentos para a definicao do sistema linear

e sua resolucao, bem como para a movimentacao da interface.
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3.4.1 Definicao do Sistema Linear

Na posse de todas as variaveis presentes no equacionamento do problema, define-
se o sistema linear Ax = b, no qual o vetor b se baseia nas variaveis do escoamento

no instante n e o vetor x é composto pelos campos de velocidade e pressao no
instante n + 1, como mostra ((3.92)).

r 1 1 1 7

— M, + — K — K -G, | [vet1]
At p+Re 1 Re 12 Vx
1 1 1 ni1| _
— K — M, 4+ — Ky —G,| |V =
Re % At p+Re 22 Y v
L D"E Dy 0_ _pn+1_
P e r e
Vd. x N 1x X
AL e VaxT o 2 0B
1 1 1
wp Mo va + g bt e My |
L 0 =

Assim, a evolugao temporal do escoamento é obtida mediante a resolucao do

sistema linear por consecutivas vezes.

3.4.2 Imposicao das Condigoes de Contorno

Antes de resolver o sistema linear definido em (3.92)), entretanto, devem ser
impostas as condigoes de contorno de velocidade e de pressao. Para um escoamento
modelado pelo sistema linear Ax = b discretizado por uma malha com NN noés
de velocidade, a imposicao da condicao de contorno da componente horizontal da
velocidade no i-ésimo n6é da malha é feita por meio da transformacao da linha i
da matriz A no vetor unitario &; e da linha i do vetor b no valor da condicao
de contorno da velocidade horizontal nesse né, v, r;. Dessa forma, conforme ,

obtém-se trivialmente a componente horizontal da velocidade no i-ésimo n6 da malha
n+1

no instante n + 1, v;; ", com valor igual a condigao de contorno nesse no.
Analogamente, para a imposicao da condi¢ao de contorno da componente vertical
da velocidade no i-ésimo n6 da malha, efetua-se a mesma operacao na linha ¢ + NN
da matriz A, conforme . Por sua vez, para a imposi¢ao da condigao de contorno
de pressao no i-ésimo n6 da malha, realiza-se essa operacao na linha ¢ + 2NN da

matriz A, conforme ((3.95]).
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A o n+1 __

€ X=UVUpri = V,; = VUrry (393)
~ . n+l __

Ci+tNN "X = Uy — Uy = UyTy (394)

8iionn X =pri = P =pry (3.95)

Por fim, para a imposi¢ao de uma condigao de simetria para determinada variavel
no i-ésimo n6é da malha, basta manter inalterada a linha do sistema linear que a
representa — isto é, a linha ¢ para a velocidade horizontal, a linha ¢ + NN para a

velocidade vertical e a linha ¢ + 2N N para a pressao.

3.4.3 Resolucao do Sistema Linear

Na posse do sistema linear com as condigoes de contorno impostas, esse é re-
solvido por meio do solver spsolve, que esta contido na biblioteca de computagao
cientifica Scipy. Seu algoritmo consiste em um método direto para a resolugao de
sistemas lineares, baseado em decomposicao LU, e é especialmente eficiente para
sistemas com matrizes esparsas, como o do problema em questao.

Aplicado o solver, sao obtidos os campos de velocidade e pressao no instante n-+1

como solucao do sistema linear.

3.4.4 Movimentagao da Interface

A movimentacao da interface é feita por meio da associacdo dos campos de

n+1 +1

velocidade v}

e vy obtidos com a resolugao do sistema linear aos seus pontos,
com o uso de algoritmos previamente descritos nesta metodologia. Primeiramente,
para cada um dos pontos da interface, verifica-se em qual elemento da malha fixa ele
esta contido, por meio do algoritmo ilustrado na Figura[3.7 Em seguida, define-se a
velocidade v; de um ponto da interface como uma combinagao linear das velocidades
dos noés do elemento da malha fixa no qual ele esta contido, tal qual exposto em
(13.79).

A velocidade v; poderia ser diretamente utilizada para movimentar a interface.
Entretanto, efetuando esse procedimento, verifica-se que os pontos da interface ten-
dem a se aglomerar em determinadas regides. Isso pode ser probleméatico nao ape-
nas quando o espacamento entre dois pontos adjacentes fica elevado — o que piora

a resolucao da representacao nessa regiao da interface — mas também quando essa
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distancia se torna muito reduzida — o que pode levar a erros numéricos no calculo
de curvatura e a problemas em sua distribui¢cao para a malha fixa.

A Figura ilustra essa tendéncia de perda de qualidade na representacao da
interface com o passar de um escoamento, por meio das configuracoes inicial e final
da interface em uma simulacao de uma bolha em ascensao sob agao da gravidade, na
qual nao se efetuou nenhuma medida de mitigagao desse fendémeno. Verifica-se que
os pontos se comportam como se apresentassem uma espécie de inércia, tendendo a

se aglomerar na regiao da interface oposta a direcao de seu movimento.

[ ] [ ]
[ ] [ ]
° ° ° °
[ ] [ ]
o o ° °
[ ] [ ('Y (Y
[ ] [ ]
o o ° °
° ° ° °
[ J [ ] ) )
[ ] [ ]
.. .. : :
®e o® % o*
oo 000000000000000000000°
(a) Configuragao inicial. (b) Configuragao final.

Figura 3.10: Exemplo de configuragoes inicial e final da interface na simulagao de
uma bolha em ascensao.

Para evitar esse fendmeno, a velocidade v; é decomposta em duas componentes:
Vi n, Dormal a interface, e v; ¢, tangente a interface. Essa decomposicao ¢é feita por
meio da projecao de v; no vetor of, presente na Figura [3.9] para cada um dos pontos
da interface.

Entao, considera-se apenas a componente normal v; , da velocidade de cada

ponto da interface para a sua movimentagao, conforme (|3.96|).

xP = xP o+ vi‘;ql At (3.96)

1

3.5 Po6s-Processamento da Interface

Apobs a movimentacao da interface, sua nova configuragao é submetida ao proce-

dimento de remalhamento e, eventualmente, a mudancas topologicas. Dessa forma,
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define-se completamente o sistema bifésico, isto é, os campos de velocidade e pres-
sao em toda a extensao do dominio e a posi¢ao dos pontos da interface, no instante
n + 1. Possibilita-se, assim, o reinicio da execucgao de toda a metodologia descrita,
caso haja interesse de simular o escoamento em instantes posteriores.

Os algoritmos de remalhamento e de mudancas topologicas da interface serao

descritos nesta secao.

3.5.1 Remalhamento da Interface

Ainda que se tenha desconsiderado a componente tangencial da velocidade para
a movimentacao da interface, a tendéncia de aglomeracao de seus pontos permanece,
ainda que com uma velocidade reduzida. Por isso, mecanismos de remalhamento
da interface com o passar das iteragoes foram avaliados, com o intuito de contornar
esse fendémeno.

O algoritmo implementado nesta metodologia consiste em definir uma distancia
minima aceitavel d,,;, e uma distdncia maxima aceitavel d,,., entre cada par de
pontos adjacentes da interface. Neste trabalho, essas distancias foram definidas em

funcao do comprimento médio de aresta dos elementos da malha fixa, d,.r, conforme

(3-97) e (3.98).

dre

iy = —<L (3.97)
2

Amae = 2 dref (398)

Apobs a movimentacao da interface em cada iteracao da simulagao, calcula-se
a distancia entre cada par de pontos adjacentes. Sejam A(x4, ya) € B(xp, yp)
dois pontos consecutivos da interface, separados por uma distancia d. Executa-se o

seguinte procedimento:
e Se d < din, remove-se o ponto B da interface;

, %), no centro geométrico entre

e Se d > d,,.., adiciona-se o ponto (%

os pontos A e B.

A Figura ilustra a configuragao da problematica interface da Figura [3.10]
apos a execucao do algoritmo de remalhamento descrito acima. Os pontos de co-
loracao vermelha representam os pontos que foram adicionados, enquanto os de

coloragao cinza representam aqueles que foram removidos.
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Figura 3.11: Configuragao da interface apos o remalhamento.

Tem-se como resultado do remalhamento uma interface na qual todo par de pon-
tos adjacentes esta separado por uma distancia d tal que d,; < d < dpee- Com
isso, garante-se um espagamento entre pontos da interface suficientemente homoge-
neo e compativel com a malha fixa que discretiza o dominio, evitando os problemas

descritos na se¢ao anterior.

3.5.2 Mudangas Topoloégicas

No contexto dos escoamentos bifasicos, dois principais tipos de mudancas to-
pologicas sao observados: a separagao de uma bolha, resultando em duas ou mais
bolhas menores; e a coalescéncia de duas ou mais bolhas, resultando em uma bolha
maior. Analogamente, esses mesmos fendémenos também ocorrem para gotas, e a
modelagem proposta também ¢é aplicavel para esse caso.

Escoamentos que envolvem coalescéncia e separagao de bolhas ou gotas, usu-
almente, sao modelados por métodos de captura da interface, nos quais nao ha a
necessidade de lidar diretamente com esses fenomenos ao longo da simulagao. Por
isso, a literatura relacionada a mudancas topologicas em simulacoes de escoamen-
tos bifasicos é consideravelmente mais numerosa para esses métodos do que para
métodos de acompanhamento da interface, que compoem esta metodologia. Neste
trabalho, portanto, propoe-se um modelo puramente geométrico para descrever o
fenomeno da coalescéncia.

Quando duas bolhas se aproximam, forma-se uma camada limite entre suas in-
terfaces, que, para ser descrita adequadamente na atual metodologia, requereria a
presenga de alguns elementos da malha fixa nessa regiao. No caso de a distancia
entre as bolhas ser inferior a um elemento, por exemplo, pode-se dizer que as bolhas
estariam tao proximas que a metodologia descrita até o momento nao seria mais
suficiente para descrever os fendémenos que ocorrem nessa regiao do escoamento.

Por isso, esta metodologia propoe que, quando a distancia minima entre as in-

terfaces de duas bolhas torna-se inferior a distancia d,,;, — isto é, metade do com-
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primento médio de aresta dos elementos da malha fixa —, essas interfaces se fundem,
resultando em uma bolha maior. Os pontos de uma bolha que estejam a uma dis-
tancia inferior a 2 d,,;, da outra bolha sao excluidos, e os demais passam a integrar
uma unica interface. A Figura |3.12 ilustra o algoritmo de coalescéncia descrito,

com os pontos de coloracao cinza representando os pontos da interface que foram

removidos.
[ ] [ ] [ ]
.. .. ..
[ ] [ ) [ )
. . .
[ ] [ ) [ )
° ° o Jo0%0,
o. '. ® ° o.
¢ eeoee’ ¢ oo ® *e .o
[ ] [ ]
[ [ ]
.. ..
[ ] . . . . . R ° [ ]
a) Configuracao inicial. b) Configuracao final.
(a) gurag gurag

Figura 3.12: Exemplo de configuracoes inicial e final da interface no processo de
coalescéncia de duas bolhas.

Vale ressaltar que a metodologia puramente geométrica proposta para a descrigao
do fenémeno da coalescéncia é uma simplificacao da realidade. A coalescéncia é um
problema em aberto e os mecanismos relacionados a esse fendémeno sao extremamente
mais complexos, podendo envolver efeitos a nivel molecular que até a atualidade nao
sao completamente conhecidos. O objetivo deste trabalho é propor uma descrigao
simplificada desse fendmeno, que nao necessariamente esteja correta na totalidade
de seus aspectos fisicos, mas que seja suficientemente acurada para a descricao de
escoamentos a nivel de engenharia, como sera demonstrado no proximo capitulo.

Vale destacar ainda que, por mais que a ocorréncia da coalescéncia seja uma
escolha arbitraria na metodologia proposta, tudo que ocorre anteriormente a coa-
lescéncia e tudo que ocorre posteriormente a coalescéncia em um escoamento esta
fundamentado fisicamente nesta metodologia, que sera amplamente validada no se-
guinte capitulo. Portanto, ainda que o modelo proposto para a coalescéncia nao
seja robusto em seus fundamentos fisicos, a metodologia em questao ainda pode ser
considerada valida para descrever os escoamentos que a envolvem, ressalvando-se o

instante exato da ocorréncia do fenémeno.
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3.6 Implementacao Computacional

Por fim, a metodologia definida nas se¢oes anteriores foi implementada em um co6-
digo na linguagem Python, com o auxilio das seguintes bibliotecas de c6digo aberto,

dentre outras:

e Meshio, para a leitura da malha;
e Numpy, para a manipulacao das matrizes e vetores;
e Scipy, para a resolucao do sistema linear;

e Matplotlib, para a visualizacao dos resultados.

As malhas utilizadas para a discretizacao espacial dos dominios de cada escoa-
mento foram geradas a partir do software Gmsh [36].

O algoritmo executado para as simulagoes pode ser visualizado no pseudocodigo
a seguir, que referencia os procedimentos descritos ao longo da exposicao da meto-
dologia neste capitulo. Nesse pseudocodigo, t é uma variavel que marca o instante
de cada iteragao, ty e t.,q representam respectivamente os instantes inicial e final
da simulacao, e as demais variaveis foram nomeadas conforme anteriormente neste

capitulo.
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begin

definigao das propriedades dos fluidos (pin, Pout, tin, Hout)

defini¢ao dos nimeros adimensionais (Re, We, Fr)
definicao do passo temporal

definicao da razao de espessura da regiao da interface
importacao da malha fixa

mapeamento da malha fixa

criacao dos vetores v, v, e p

identificacao dos nos de contorno

definicao das condi¢oes de contorno

imposigao das condigoes de contorno

criacao da malha da interface entre os fluidos
calculo das matrizes gz, g;, d3, d

montagem das matrizes globais permanentes (G, D)
adimensionalizagao das variaveis

t 1o

salvamento dos resultados

while t < t.,4 do
calculo da curvatura da interface

atribuicao das propriedades aos nés das malha fixa
calculo das matrizes m®, m, kg, ki, k%, Ky,
montagem das matrizes globais mutéveis (M,, K)
calculo da tensao interfacial

método semi-Lagrangeano (céalculo de z4 e vy)
definicao do sistema linear

imposicao das condi¢oes de contorno

resolucao do sistema linear

movimentagao da interface

remalhamento da interface

mudancas topologicas

t—t+ At

salvamento dos resultados
end
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Capitulo 4
Validacao e Resultados

Neste capitulo, serao apresentados os resultados obtidos com a aplicacao da
metodologia proposta em um conjunto de simulacoes de interesse.

Todas as simulagoes foram efetuadas em um servidor Dell R650, com 128 GB de
memoéria RAM e um processador Intel Xeon Gold 6348 com 28 ntcleos e frequéncia
de 2,60 GHz. Cada simulacao foi executada em um nicleo do processador, que
executou o codigo em linguagem Python descrito na Secao 3.6.

As simulagoes foram divididas em dois grupos: os escoamentos monofasicos e os
escoamentos bifésicos. Os resultados obtidos para as simulagoes desses dois grupos
estao expostos, respectivamente, nas secoes a seguir.

Os escoamentos foram simulados com malhas de elementos mini e com malhas
de elementos quadréticos, mantendo constante a quantidade de elementos — e, como
consequéncia, conferindo uma maior quantidade de graus de liberdade as malhas de
elementos quadraticos. Os resultados para as diferentes malhas foram comparados
em termos de acuracia, nos casos em que havia um resultado de referéncia, e de

duragao da simulagao.

4.1 Escoamentos Monofasicos

Primeiramente, a metodologia proposta neste trabalho foi aplicada para a si-
mulagao de dois escoamentos monofasicos de interesse: o escoamento entre placas
planas e o escoamento em uma cavidade.

No caso monofasico, a equagao de conservacao da quantidade de movimento,
dada por , nao possui o termo Vv?. Portanto, a matriz K da formulacao
do problema, dada por , se reduz a . Os demais itens da metodologia
descrita no capitulo anterior foram mantidos inalterados, a exce¢ao dos métodos
que envolvem a interface entre os fluidos — neste caso, inexistente —, que nao foram

executados.
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Para fins de validagao da metodologia, o resultado da simulacao do escoamento
entre placas planas foi comparado com a solugao analitica desse fendmeno. Por
sua vez, os resultados das simulagoes do escoamento em uma cavidade foram com-
parados com resultados numéricos relatados na literatura. A compatibilidade dos
resultados encontrados com os resultados de referéncia corroborou a validade da
metodologia proposta quando aplicada a escoamentos monofasicos, possibilitando o

prosseguimento da validagao para os escoamentos bifasicos.

4.1.1 Escoamento entre Placas Planas

O escoamento entre placas planas consiste em um escoamento através de um
canal bidimensional, formado na regiao entre duas placas planas infinitas. Para este
escoamento, foi considerado um canal de largura unitaria e razao de aspecto igual a
5. Nas fronteiras esquerda e direita do dominio, foram impostas, respectivamente,
as condigoes de contorno de entrada de fluido — com um perfil uniforme de velo-
cidade horizontal igual a 1 — e de pressao prescrita nula. Nas fronteiras inferior e
superior, foram impostas condi¢oes de contorno de nao deslizamento. A geometria

do escoamento, bem como as condi¢oes de contorno, estao representadas na Figura

A1l

Ve =0
vy =0
Vp-n=20
Vyp = Vi, n=0
L=1 vy, =0 vy =0 Vv, -n=0
Vp-n=0 vy, =0 p=0
Vp-n=0
5L

Figura 4.1: Geometria e condigoes de contorno do escoamento entre placas planas.

Para a simulacao deste escoamento, aplicou-se o parametro Re = 1. Ademais,
foram utilizadas duas malhas triangulares: uma malha com 5196 elementos mini e

7915 nods; e uma malha com 5196 elementos quadraticos e 10633 nos.
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O escoamento foi simulado por 100 iteracoes, com passo temporal At = 0,01. A
duracao de cada simulagao estd exposta na Tabela Verifica-se que o elemento
utilizado tem uma forte influéncia sobre a duragao da simulagao, com o elemento
quadratico exigindo um tempo significativamente superior. Isso se deve a maior
quantidade de nés em sua malha e, principalmente, a necessidade de calcular nu-
mericamente as matrizes dos elementos — o que, para algumas delas, se faz a cada
iteracao. Para os elementos mini, por sua vez, essas matrizes podem ser calculadas

analiticamente, o que requer um custo computacional substancialmente inferior.

Tabela 4.1: Duracao das simulagoes do escoamento entre placas planas.

Duragao
Elemento Total Por Iteracao
Mini 5 min 36 s 3,36 s
Quadratico 22 min 59 s 13,79 s

Os campos de velocidade horizontal e velocidade vertical em regime permanente
obtidos na simulacao com a malha de elementos quadraticos — praticamente iguais

aos da simulagao com a malha de elementos mini — estao expostos na Figura [4.2

1.50
1.13
0.75

0.38

0.00

(a) Velocidade horizontal.

0.38
‘ 0.19

0.00

’ -0.19

-0.38

(b) Velocidade vertical.

Figura 4.2: Campos de velocidade horizontal e vertical obtidos na simulagao do
escoamento entre placas planas com a malha de elementos quadraticos.

O escoamento entre placas planas, devido a sua simplicidade, admite solugao
analitica para as equages de Navier-Stokes, dada por (4.2]).
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6

ve(y) = T3 Y (L—y) (4.2)

A fim de validar os resultados obtidos por meio das simulacoes, foram compara-
dos seus perfis de velocidade horizontal completamente desenvolvidos com a solugao
analitica do escoamento, dada por (4.2). Essa comparacao esta exposta na Figura
4.0l

1.0 - - - Método Proposto (Mini)

—— Método Proposto (Quadratico)
= Analitico

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1
Vx

Figura 4.3: Comparagao entre os perfis de velocidade horizontal obtidos nas simu-
lagoes do escoamento entre placas planas e o perfil analitico.

A fim de quantificar a correspondéncia dos perfis de velocidade obtidos nas si-
mulagoes com o perfil analitico, utilizou-se como métrica de erro a norma Ly da
diferenca entre os perfis, dada por . Nessa equacao, v; é a velocidade no ponto
i do perfil obtido por meio da simulacao, enquanto 7; é a velocidade de referéncia

nesse mesmo ponto, calculada analiticamente.

n

Iv=vll,= |7 3 (u-m) (4.3)

=1

Os erros calculados para cada uma das simulacoes do escoamento entre placas
planas estao expostos na Tabela [4.2]
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Tabela 4.2: Erros das simulagoes do escoamento entre placas planas.

v ="l
Mini Quadratico

8,31 x 1074 4,61 x 10713

Ambos os valores de erro encontrados sao bastante reduzidos, se comparados as
magnitudes das velocidades do escoamento em questao, o que corrobora a validade
da metodologia proposta. Além disso, conforme esperado, obteve-se um erro ordens
de grandeza inferior para a malha de elementos quadraticos, o que indica a maior
acuracia da simulagao para esse tipo de elemento em comparacao com o elemento

mini, dadas malhas com o mesmo nimero de elementos.

4.1.2 Escoamento em uma Cavidade

Este tipico problema consiste no escoamento em uma cavidade quadrada, que
é induzido pelo movimento horizontal de sua parede superior. Para sua simulagao,
considerou-se uma cavidade quadrada com largura unitaria. Foram impostas uma
condi¢ao de parede em movimento com velocidade unitéria para a fronteira superior
do dominio e condigoes de nao deslizamento para as fronteiras esquerda, inferior e
direita. Além disso, impds-se uma condicao de pressao prescrita nula para o vértice
inferior direito da malha. A Figura [£.4] mostra a geometria do escoamento, bem

como as condigoes de contorno impostas.

Ve =1
vy =0
Vp-n=20
v, =0 v, =0
L=1 vy =0 Uy =
Vp-n=20 Vp-n=20
Ve =0
vy =
Vp-n=20
o p=0
L=1

Figura 4.4: Geometria e condig¢oes de contorno do escoamento em uma cavidade.
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Este escoamento foi simulado para trés distintos nimeros de Reynolds (Re = 10,
Re = 100 e Re = 1000) e os resultados foram comparados com os publicados por
MARCHI et al. [37], gerados por meio de simulagoes com o Método dos Volumes
Finitos. Para a simulagao deste escoamento, foram utilizadas duas malhas triangu-
lares: uma malha com 21464 elementos mini e 32398 nos; e uma malha com 21464

elementos quadraticos e 43331 nos. Os resultados obtidos estao expostos a seguir.

Caso 1: Re = 10

O escoamento em uma cavidade com Re = 10 foi simulado por 300 iteragoes, com
passo temporal At = 0,01. A duragao de cada simulacao estd exposta na Tabela
4.0l

Tabela 4.3: Duracao das simulagoes do escoamento em uma cavidade com Re = 10.

Duracgao
Elemento Total Por Iteragao
Mini 54 min 10,80 s

Quadratico 3 h 51 min 46,20 s

Os campos de velocidade horizontal e vertical em regime permanente obtidos
na simulacao com a malha de elementos quadraticos, bem como a comparagao dos
perfis de velocidade horizontal em y = 0,5 e vertical em z = 0,5 com os resultados

de referéncia para ambos os tipos de elemento, estao expostos nas Figuras [4.5] [1.6]

e 7

1.00 0.37
0.80 0.24
0.60 0.11
0.40 -0.01
0.20 -0.14
-0.01 -0.27
-0.21 -0.40

a) Velocidade horizontal. (b) Velocidade vertical.

Figura 4.5: Campos de velocidade horizontal e vertical obtidos na simulagao do
escoamento em uma cavidade com a malha de elementos quadréticos e Re = 10.
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1.0r - -- Método Proposto (Mini)
—— Método Proposto (Quadratico)
= MARCHI et al.

0.8

Figura 4.6: Comparagao entre os perfis de velocidade horizontal em y = 0,5 obtidos
nas simulagoes e o resultado de referéncia, para o escoamento em uma cavidade com

Re = 10.

- - - Método Proposto (Mini)
—— Método Proposto (Quadratico)
s MARCHI et al.

0.15¢

0.10}
0.05}

> 0.00}
—0.05}
—0.10}

—0.15¢

—020' L L L 1 1 I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 4.7: Comparacgao entre os perfis de velocidade vertical em x = 0,5 obtidos
nas simulagoes e o resultado de referéncia, para o escoamento em uma cavidade com

Re = 10.
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Caso 2: Re = 100

O escoamento em uma cavidade com Re = 100 foi simulado por 2500 iteragoes,
com passo temporal At = 0,01. A duracao de cada simulacao esta exposta na
Tabela 4.4

Tabela 4.4: Duragao das simulagoes do escoamento em uma cavidade com Re = 100.

Duragao
Elemento Total Por Iteracao
Mini 5 h 32 min 7,97 s

Quadréatico 28 h 20 min 40,80 s

Os campos de velocidade horizontal e vertical em regime permanente obtidos
na simulacao com a malha de elementos quadraticos, bem como a comparagao dos
perfis de velocidade horizontal em y = 0,5 e vertical em x = 0,5 com os resultados
de referéncia para ambos os tipos de elemento, estao expostos nas Figuras
e [4.10)

1.00 0.32
0.79 0.18
0.59 0.04
0.38 -0.10
0.17 -0.24
-0.03 -0.38
-0.24 -0.53

a) Velocidade horizontal. (b) Velocidade vertical.

Figura 4.8: Campos de velocidade horizontal e vertical obtidos na simulagao do
escoamento em uma cavidade com a malha de elementos quadraticos e Re = 100.
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1.0r - -- Método Proposto (Mini)
—— Método Proposto (Quadratico)
= MARCHI et al.

0.8

Figura 4.9: Comparagao entre os perfis de velocidade horizontal em y = 0,5 obtidos
nas simulagoes e o resultado de referéncia, para o escoamento em uma cavidade com

Re = 100.

0.2

0.0

-0.1}

- - - Método Proposto (Mini)

v — Método Proposto (Quadratico)
s MARCHI et al.
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 4.10: Comparacao entre os perfis de velocidade vertical em = = 0,5 obtidos
nas simulagoes e o resultado de referéncia, para o escoamento em uma cavidade com

Re = 100.
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Caso 3: Re = 1000

O escoamento em uma cavidade com Re = 1000 foi simulado por 10000 iteracoes,

com passo temporal At = 0,01. A duragao de cada simulagao esta exposta na Tabela

Tabela 4.5: Duragao das simulagoes do escoamento em uma cavidade com Re =
1000.

Duracao

Elemento Total Por Iteracgao
Mini 17 h 59 min 6,47 s
Quadratico 111 h 29 min 40,13 s

Os campos de velocidade horizontal e vertical em regime permanente obtidos
na simulacao com a malha de elementos quadraticos, bem como a comparacao dos
perfis de velocidade horizontal em y = 0,5 e vertical em z = 0,5 com os resultados

de referéncia para ambos os tipos de elemento, estao expostos nas Figuras [4.11] [1.12]

e 13

1.00 0.36
0.77 0.19
0.54 0.02
0.32 -0.15
0.09 -0.31
-0.14 -0.48
-0.37 -0.65

a) Velocidade horizontal. (b) Velocidade vertical.

Figura 4.11: Campos de velocidade horizontal e vertical obtidos na simulagao do
escoamento em uma cavidade com a malha de elementos quadréticos e Re = 1000.
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1.0r - -- Método Proposto (Mini)
—— Método Proposto (Quadratico)
= MARCHI et al.

0.8

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.12: Comparacao entre os perfis de velocidade horizontal em y = 0, 5 obtidos
nas simulagoes e o resultado de referéncia, para o escoamento em uma cavidade com

Re = 1000.

0.4f
== --- Método Proposto (Mini)
—— Método Proposto (Quadratico)
0.2l s MARCHI et al.

0.0

Vy

—0.2}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 4.13: Comparacao entre os perfis de velocidade vertical em x = 0,5 obtidos
nas simulagoes e o resultado de referéncia, para o escoamento em uma cavidade com

Re = 1000.

Novamente, para quantificar a correspondéncia dos perfis de velocidade obtidos
nas simulagdes com os perfis de referéncia, obtidos por MARCHI et al. [37], calculou-
se a norma Ly da diferenca entre os perfis. A Tabela[4.6|mostra os valores calculados

para cada simulagao realizada.
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Tabela 4.6: Erros das simulagoes do escoamento em uma cavidade.

v =¥l
Re Mini Quadratico
10 2,44 x 1073 8,26 x 1074
100 5,95 x 1072 2,10 x 1073
1000 5,65 x 1072 1,63 x 1072

Novamente, foram obtidos valores de erro bastante reduzidos frente as magni-
tudes das velocidades do escoamento em questao, o que indica uma alta acurécia
da metodologia proposta para a obtencao dos resultados de referéncia. Verifica-se,
entretanto, um crescimento do erro com o aumento do nimero de Reynolds. Nas
Figuras e [4.13] referentes as simulagoes com nimero de Reynolds igual a 1000,
pode-se visualizar, principalmente para a malha com elementos mini, que os maxi-
mos e minimos dos resultados de referéncia nao sao atingidos pela simulagao, o que
evidencia o fendmeno de difusao intrinseco ao método implementado. Tal fenomeno
é desprezivel para nimeros de Reynolds moderados, mas se torna significativo em
simulagoes com numero de Reynolds mais elevados. Para as simulagoes em ques-
tao, ainda que perceptivel, a difusao é pouco significativa, nao comprometendo a
conformidade de seus resultados com os de referéncia.

A respeito das duragoes das simulagoes, apresentadas nas Tabelas [4.3] [£.4] e
4.5 verifica-se um pequeno decréscimo com o aumento do nimero de Reynolds.
Todavia, o principal fator que influencia o tempo de simulagao permanece sendo o
tipo de elemento utilizado, com a duragao das simulagoes com a malha de elementos
quadraticos superando em até 520% a das simulacoes com a malha de elementos
mini, no caso com Re = 1000. Mais uma vez, isso se deve a maior quantidade de
noés e, principalmente, a maior quantidade de calculos efetuados por iteracao em

decorréncia do célculo numeérico das matrizes dos elementos.

4.2 Escoamentos Bifasicos

Uma vez validada a metodologia para escoamentos monofésicos, continuou-se
o processo de validagao, desta vez para escoamentos bifasicos — que consistem no
escopo deste trabalho.

Inicialmente, simulou-se uma bolha estatica, e a compatibilidade dos resultados
com a solugao analitica desse problema indicou um adequado acoplamento entre o
campo de pressao e a tensao superficial na metodologia proposta.

Em seguida, simulou-se o escoamento da gota oscilante, e a conformidade entre

a frequéncia de oscilacao da gota obtida na simulagao e seu resultado analitico
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também corroborou a validade da metodologia. A fim de avaliar a influéncia da
espessura da regiao da interface sobre a simulacao do escoamento, realizou-se um
estudo paramétrico, também exposto neste capitulo.

Prosseguiu-se com a simulacao de escoamentos de maior complexidade, como
a bolha em ascensao e a instabilidade de Rayleigh-Taylor. Em ambos os casos,
os resultados das simulagoes se mostraram compativeis com resultados numéricos
relatados na literatura, demonstrando uma adequada modelagem das forcas de gra-
vidade e indicando um bom desempenho da metodologia mesmo para escoamentos
com deformagoes significativas na interface entre os fluidos.

Por fim, simularam-se casos de coalescéncia de duas bolhas inicialmente circu-
lares e de duas bolhas de Taylor. Para o primeiro caso, ratificou-se a validade da
metodologia a partir da similaridade dos resultados da simulacao com experimen-
tos de referéncia. Com as bolhas de Taylor, verificou-se que o efeito das paredes
sobre sua dindmica nao ¢ um impeditivo para a simulacao do escoamento e para
a descricao das mudancas topologicas. Mais uma vez, estudos paramétricos foram
efetuados, a fim de avaliar a influéncia dos ntimeros de Galileu e E6tvos sobre o
fenomeno da coalescéncia.

Todos as simulagoes supracitadas, bem como as conclusoes tomadas a partir de

seus resultados, serao descritas detalhadamente nas subsegoes a seguir.

4.2.1 Bolha Estatica

Uma simulagao inicial para a validacao do codigo para escoamentos bifasicos foi
o problema da bolha estatica. Neste caso, considera-se uma bolha de um fluido
imersa em outro fluido, sem a acao da gravidade, conforme a geometria exposta na
Figura [£.14] Nas fronteiras inferior, esquerda e direita do dominio, foram impos-
tas condigoes de contorno de nao deslizamento, enquanto na fronteira superior, foi

imposta uma condicao de pressao prescrita nula.
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Qout

4D

4D

Figura 4.14: Geometria inicial do problema da bolha estatica.

A bolha, inicialmente parada e na auséncia de forcas externas, tende a perma-
necer parada, com seu formato circular mantido pela acao da tensao interfacial. A

Equacao de Navier-Stokes, na auséncia dos elementos associados a velocidade, se

reduz a (4.4)).

Vp=—f=—+xkdn (4.4)

Portanto, o resultado esperado é um perfil de pressao uniforme no interior da
bolha, com valor exposto em (4.5)), onde R é o raio da bolha, dada a imposigao de

uma pressao de referéncia nula na regiao exterior a bolha.

'_1f_/£_ 1
Pin = e ' T We T We R

(4.5)

Este escoamento foi simulado com We = 10 e R = 0, 5, sendo esperada, portanto,
uma pressao uniforme p = 0, 2 no interior da bolha. Foram considerados também o
parametro Re = 100 e as seguintes propriedades para os fluidos: p;, = 0,01 e p;,, =
0,5 para o fluido interno, € pyu: = 1 € poue = 1 para o fluido externo. Vale ressaltar
que as estritas definicoes dos nimeros de Reynolds, Weber, Galileu e E6tvios nao se
aplicam a este escoamento, que nao possui uma velocidade caracteristica nem sofre
a agao da gravidade; entretanto, por simplicidade, a razao entre as forcas inerciais e
as forcas viscosas e a razao entre as forcas inerciais e as forcas de tensao interfacial
envolvidas no escoamento — que sa@o o que realmente importa para caracteriza-lo —

foram denominadas, respectivamente, niimero de Reynolds e niumero de Weber.
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Para a simulacao deste escoamento, foram utilizadas duas malhas triangulares:
uma malha com 47566 elementos mini e 71618 nés; e uma malha com 47566 elemen-
tos quadraticos e 95669 nos. Para a representacao da bolha, definiu-se inicialmente
uma malha com 112 pontos, a fim de compatibilizar o refinamento da interface com
o da malha fixa. Por fim, definiu-se uma razao de espessura da regiao da interface
igual a 1.

O escoamento foi simulado por 1000 iteragoes, com passo temporal At = 0,005.
A duracao de cada simulacdo esta exposta na Tabela na qual novamente se

verifica uma significativa influéncia do tipo de elemento que compoe a malha.

Tabela 4.7: Duracao das simulagoes do problema da bolha estatica.

Duragao
Elemento Total Por Iteracao
Mini 08 h 52 min 31,92 s

Quadratico 25 h 03 min 90,18 s

O campo de pressao obtido ao final da simulagao com elementos quadraticos —
praticamente igual ao da simulagao com elementos mini — estd exposto na Figura
Vale destacar que a regiao de transicao de coloracao nas proximidades da
interface da bolha retrata a suavizacao do perfil de pressao, que, apesar de nao
prevista no modelo tedrico, era esperada para o resultado da simulacao, visto que é
decorrente da utilizacao da funcao de Heaviside suavizada para a representacao da

interface.

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00

Figura 4.15: Campo de pressao obtido ao final da simulagao do problema da bolha
estatica com a malha de elementos quadraticos.
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A fim de validar os resultados das simulagdes, compararam-se os perfis horizon-
tais de pressao que passam pelo centro da bolha obtidos nas simula¢oes com o perfil
analitico. O resultado para a simulagao com elementos mini esté exposto na Figura
[4.16] e o resultado para a simulagao com elementos quadraticos esta exposto na Fi-
gura Novamente, pode-se notar a suavizacao do perfil de pressao que, apesar
de nao prevista no calculo analitico, é compativel com a formulacao aplicada para

a simulacao, na qual a suavizacao da interface foi imposta artificialmente.

0.25

—— Método Proposto (Mini)
- — Analitico
0.20f I—————W'
| 1
I
015}
Q
0.10f
0.05}
I
I l
! 1
0.00
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0

Figura 4.16: Comparacao entre o perfil horizontal de pressao obtido ao final da
simulacao e o perfil analitico, para o problema da bolha estatica com a malha de
elementos mini.

67



0.25
—— Método Proposto (Quadratico)
- — Analitico

0.20} I_——————W'
| 1

0.15F
0.10

0.05F

0.00

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
X

Figura 4.17: Comparacao entre o perfil horizontal de pressao obtido ao final da
simulagao e o perfil analitico, para o problema da bolha estatica com a malha de
elementos quadraticos.

A Tabela[f.8 mostra a comparagao da pressao interna obtida ao final da simulagao
com seu resultado analitico, mostrando elevada compatibilidade entre a metodologia
aplicada e a teoria. Cabe ainda ressaltar que a pequena discrepancia com relagao ao
resultado de referéncia se deve ao ntimero finito de pontos que descreve a interface,
conferindo-lhe um aspecto poligonal que, na formulagao aplicada, nao sera capaz de

representar fielmente o formato circular da bolha do modelo tedrico.

Tabela 4.8: Pressoes internas e erros obtidos nas simula¢oes do problema da bolha
estatica.

Elemento Pressao Interna Erro
Mini 0,200079 0,039%
Quadratico 0,200079 0,039%

Apesar da simplicidade da simulagao, este caso permitiu validar o acoplamento
entre o campo de pressao e a tensao interfacial na metodologia proposta, para ambos
os tipos de elemento utilizados, permitindo o avanco para simula¢oes com grau de

complexidade mais elevado.

4.2.2 Gota Oscilante

O problema da gota oscilante é bastante similar ao da bolha estatica. Neste caso,

também se considera um fluido inicialmente parado e imerso em outro fluido sem
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acao da gravidade, e se impoem as mesmas condi¢oes de contorno — pressao prescrita
nula na fronteira superior do dominio e nao deslizamento nas demais fronteiras. Uma
diferenca com relagao ao caso anterior é que o fluido interno tem densidade maior do
que o externo. A principal diferenca, no entanto, consiste no fato de que a geometria

inicial da gota ¢ eliptica, e nao circular, como mostra a Figura [4.18]

Qout

4D

4D

Figura 4.18: Geometria inicial do escoamento da gota oscilante (com a excentrici-
dade da elipse acentuada, para fins de ilustracao).

Na simulacao anterior, corroborando a teoria, verificou-se que o estado de equi-
librio da gota sob agao da tensao interfacial seria circular. Portanto, para esta si-
mulagao, devido a perturbacao inicial caracterizada pela geometria eliptica da gota,
espera-se que a tensao interfacial leve a um movimento de reducao da excentricidade
da elipse, que, associado ao amortecimento causado pela viscosidade, provocara um
movimento de oscilador harmoénico amortecido.

Este escoamento foi simulado com uma gota de diametro D = 1, com uma
perturbacao horizontal inicial de 0,01. Os parametros definidos para o escoamento
foram Re = 100 e We = 10, e, para os fluidos, foram consideradas as seguintes
propriedades: p;, = 1 e pu;, = 1 para o fluido interno, e pour = 0,001 € oy = 0,01
para o fluido externo. Assim como na subsecao anterior, apesar de as defini¢goes
rigorosas dos numeros de Reynolds e Weber nao se aplicarem a este caso, definigoes
mais abrangentes desses parametros foram empregadas para representar, respectiva-
mente, a razao entre as forcas inerciais e as forgas viscosas e a razao entre as forcas
inerciais e as forcas de tensao interfacial envolvidas no escoamento. Ademais, foram
utilizadas as mesmas malhas triangulares da simulagao anterior: uma malha com

47566 elementos mini e 71618 nos; e uma malha com 47566 elementos quadraticos
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e 95669 nos. Para a representacao da gota, definiu-se inicialmente uma malha com
112 pontos, a fim de compatibilizar o refinamento da interface com o da malha fixa.

Por fim, foram consideradas cinco diferentes razoes de espessura da regiao da
interface, representadas pelo parametro h, de modo a possibilitar uma anélise da
influéncia desse parametro nos resultados da simulagao. Os valores considerados
para h foram 0, 1, 3, 5 e 10. Na simula¢ao com a espessura nula, nao ha nenhuma
suavizacao da interface, e a transicao das propriedades entre as fases do fluido é
brusca. Quanto maior esse parametro, maior a suavizacao efetuada, que confere
uma maior estabilidade & simulagao, apesar da maior artificialidade das condigoes
impostas ao problema.

O escoamento foi simulado por 1600 iteragoes, com passo temporal At = 0, 005.
A duracao de cada simulagao esté exposta na Tabela 4.9 Nota-se que a espessura
da regiao da interface nao exerce influéncia relevante sobre o tempo de simulagao,
ao contrario do tipo de elemento, que, por interferir na quantidade de nés da malha
e na quantidade de calculos realizados a cada iteracao, afeta significativamente a

sua duracao.

Tabela 4.9: Duracao das simulagoes do escoamento da gota oscilante.

Duracgao
Total Por Iteracao
h Mini Quadratico Mini Quadratico
0 22 h 35 min 52 h 40 min 50,81 s 118,50 s
1 22 h 36 min 52 h 13 min 50,85 s 117,49 s
3 23 h 03 min 51 h 42 min 51,86 s 116,32 s
5 22 h 41 min 52 h 05 min 51,04 s 117,19 s
10 22 h 40 min 51 h 33 min 51,00 s 115,99 s

A Figura [4.19| expoe o campo de velocidade horizontal ao longo da simulacao
efetuada com a malha de elementos quadréticos e com razao de espessura da regiao
da interface igual a 1. Nessa figura, é perceptivel que a tendéncia inicial da gota
é a reducao de seu comprimento horizontal, devido & acao da tensao interfacial,
que age no sentido de atingir o estado de equilibrio da gota, dado por seu formato
circular. Esse movimento, no entanto, é amortecido pela viscosidade do fluido, que,
em conjunto com os demais parametros do escoamento, constituem uma condigao
de subamortecimento. A gota, portanto, assume o movimento de um oscilador
harmonico amortecido, que pode ser notado devido & inversao das cores vermelha e

azul a cada periodo da oscilagao e a redugao da intensidade dessas cores com o passar
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das iteracoes — fendémenos que podem ser observados, por exemplo, no conjunto das
subfiguras (b), (e), (h) e (k).

) t=0,00 ) t=0,05 (c) t=0,10

)t=0,15 )t=0,20 (f)t=0,25

) t=0,30 )t=0,35 (i) t = 0,40

)t=0,45 ) t=0,50 () t=0,55

Figura 4.19: Campo de velocidade horizontal ao longo da simulacao do escoamento
da gota oscilante com a malha de elementos quadraticos e h = 1.

A evolucao do comprimento horizontal da gota ao longo das simulacoes com

razao de espessura da regiao da interface igual a 0, 1, 3, 5 e 10 esta exposta, respec-

tivamente, nas Figuras [4.20] [4.21], {.22] [4.23] e [4.24]
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- - - Método Proposto (Mini)
1010 —— Método Proposto (Quadratico)
1.005
0 1.000-
0.995
0.990

Figura 4.20: Evolugao do comprimento horizontal da gota oscilante ao longo da
simula¢ao com h = 0.

- - - Método Proposto (Mini)
1010+ —— Método Proposto (Quadratico)
1.005
0 1.000-
0.995+
0.990

Figura 4.21: Evolucao do comprimento horizontal da gota oscilante ao longo da
simulagao com h = 1.
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- - - Método Proposto (Mini)
1010 —— Método Proposto (Quadratico)
1.005
0 1.000-
0.995
0.990

Figura 4.22: Evolucao do comprimento horizontal da gota oscilante ao longo da
simula¢ao com h = 3.

- - - Método Proposto (Mini)
1010+ —— Método Proposto (Quadratico)
1.005
0 1.000-
0.995+
0.990

Figura 4.23: Evolucao do comprimento horizontal da gota oscilante ao longo da
simulacao com h = 5.
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- - - Método Proposto (Mini)

1010 —— Método Proposto (Quadratico)

1.005

0 1.000

0.995 -

0.990 -

Figura 4.24: Evolucao do comprimento horizontal da gota oscilante ao longo da
simulagao com h = 10.

A partir das figuras acima, pode-se verificar qualitativamente que o comporta-
mento de oscilador harmoénico amortecido foi obtido para todas as espessuras da
regiao da interface consideradas. A fim de validar a metodologia proposta, seguiu-se
com uma validagao quantitativa, baseada na frequéncia de oscilagao da gota obtida
em cada simulagao.

Essa frequéncia foi calculada analiticamente por STRUTT [38| e sua teoria foi
estendida por FYFE et al. [39], para a consideragao dos efeitos associados ao fluido
externo. A frequéncia de oscilagao, de acordo com essa teoria, pode ser calculada
por , onde n é o modo de oscilagao, o é a tensao interfacial, p;, é a densidade
do fluido da gota, p,.: ¢ a densidade do fluido externo e R ¢é o raio de referéncia da

gota.

B (n3—mn)o
o \/(Pm + pout) R (46)

Aplicando os parametros da simulagao para o calculo do menor modo de os-
cilagdo, representado por n = 2, obtém-se uma frequéncia de oscilagao analitica
w = 2,1898.

A Tabela [£.10] expoe as frequéncias obtidas para cada uma das simulagoes exe-
cutadas, cujos resultados foram previamente expostos nas Figuras [£.20] [4.21] 4.22]
e[d.24] Esses valores foram comparados com a frequéncia analitica calculada,

por meio de uma meétrica de erro relativo.
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Tabela 4.10: Frequéncias de oscilacao e erros obtidos nas simulacoes do escoamento
da gota oscilante, com diferentes tipos de elemento e razoes de espessura da regiao
da interface.

Mini Quadratico

w Erro w Erro
2,1557 —1,56% 2,1539 —1,64%
2,1542 —1,63% 21543 —1,62%
2,1450 —2,05% 21471 —1,95%
2,1266 —2,88% 2,1299 —2,73%
10 2,0497 —6,40% 2,0540 —6,20%

T W o~ oz

Para fins de visualizagdo dos resultados da tabela, a Figura mostra um
grafico cujo eixo horizontal é a razao de espessura da regiao da interface utilizada

na simulacao e cujo eixo vertical é a frequéncia de oscilagao.

2.30
- = - Método Proposto (Mini)

—s=— Método Proposto (Quadratico)
2.25¢ Analitico

2.20r-

3 2.15

0 1 3 5 10
h

Figura 4.25: Frequéncias de oscilacao obtidas na simulacao do escoamento da gota
oscilante, com diferentes tipos de elemento e razoes de espessura da regiao da inter-
face.

Verifica-se por meio do grafico que, com o aumento da espessura da regiao da
interface, ha uma tendéncia decrescente da frequéncia da oscila¢ao, distanciando-se
cada vez mais do valor de referéncia. O erro obtido se mostra aproximadamente
estéavel até a razao de espessura da regiao da interface igual a 1 e, para valores

superiores, o erro tem uma trajetoria crescente.
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Tal resultado pode ser explicado pelo fato de que a suavizacao da interface é uma
artificialidade numérica sem fundamento na realidade, que é introduzida no modela-
gem do fluido com o tnico intuito de conferir estabilidade a simulagao. Neste caso,
como a oscilacao da gota tem uma baixa amplitude, o nimero de Reynolds do es-
coamento nao é elevado e as malhas e o passo temporal escolhidos estao adequados
para a simulagao, esta ja é suficientemente estéavel. O artificio numérico da suavi-
zacao da interface, portanto, apenas distancia da realidade o modelo utilizado para
o fluido, levando a um maior erro obtido nos resultados da simulagao sem nenhuma
contrapartida positiva.

Nota-se ainda que, de modo geral, a frequéncia de oscilagao obtida nas simulagoes
com a malha de elementos quadraticos foi mais proxima da referéncia do que a obtida
com a malha de elementos mini, conforme esperado. Entretanto, a diferenca obtida
entre esses dois casos foi praticamente insignificante. Esse comportamento pode ser
explicado pelo fato de que se simulou uma amplitude de oscilagao bastante reduzida
em uma malha consideravelmente refinada, o que reduz a magnitude dos efeitos
nao lineares das variaveis do escoamento no interior de cada elemento. Portanto, a
grande vantagem dos elementos quadraticos, que é capturar essas nao linearidades,
torna-se pouco significativa neste caso.

Com base nas conclusoes descritas acima, optou-se por, nas proximas simulagoes,
prosseguir com uma razao de espessura da regiao da interface igual a 1, pelo fato de
esse valor ter demonstrado um bom compromisso entre a estabilidade da simulagao

e a acurécia de seus resultados.

4.2.3 Bolha em Ascensao

Simulou-se também o problema da bolha em ascensao, que se assemelha ao
problema da bolha estatica, com a tnica diferenca na formulagao do problema sendo
a acao da gravidade. Este escoamento foi simulado com uma bolha de didmetro
D = 0,5, em um dominio com largura igual a 1 e altura igual a 2, conforme a
Figura [£.26 Foram impostas uma condigao de contorno de nao deslizamento na
fronteira inferior do dominio, condi¢oes de simetria nas fronteiras esquerda e direita
e uma condicao de pressao prescrita nula na fronteira superior.

O problema da bolha em ascensao foi simulado com dois distintos conjuntos
de propriedades para os fluidos: no primeiro caso, foram considerados os ntmeros
adimensionais Ga"?> = 35 e Fo = 10, o fluido da bolha com densidade pin = 100 e
viscosidade i, = 1 e o fluido externo com densidade p,,; = 1000 e viscosidade iy, =
10; no segundo caso, foram considerados os ntiimeros adimensionais Ga'/? = 35 e
FEo =125, o fluido da bolha com densidade p;, = 1 e viscosidade p;, = 0,1 e o fluido

externo com densidade p,,; = 1000 e viscosidade i, = 10. Para a simulagao deste
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escoamento, em ambos os casos, foram utilizadas duas malhas triangulares: uma
malha com 100664 elementos mini e 151411 noés; e uma malha com 100664 elementos
quadraticos e 202157 nds. Para a representacao da bolha, definiu-se inicialmente
uma malha com 230 pontos, a fim de compatibilizar o refinamento da interface com
o da malha fixa. Por fim, definiu-se uma razao de espessura da regiao da interface

igual a 1.

<;
KQ

Q out

4D

2D

Figura 4.26: Geometria inicial do escoamento da bolha em ascensao.

As meétricas consideradas para a avaliacdo dos resultados foram: a evolucao
da posicao vertical do centroide da bolha ao longo da simulacao; a evolucao da
circularidade da bolha ao longo da simulacao; e a geometria da interface no instante
t = 3. Considerando uma bolha formada pelos pontos (x;, y;), para 0 < i < n,
com area igual a A e perimetro igual a P, temos que a posicao vertical do centroide
da bolha, y., é calculada por (4.7)), enquanto a circularidade, C, ¢ definida como a
razao entre o perimetro do circulo de area equivalente a da bolha, P,, e o perimetro

real da bolha, P, como exposto em (4.§]).

n—1
1
Ye=56a [(yn *0) (#n 0 = %0 4) + ; (Wi + Yir1) (6 Yigr — i yz)] (4.7)
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= (4.8)

Os valores de referéncia para todas essas métricas foram publicados por HY-
SING et al. [40], em artigo que é frequentemente referenciado nas validagoes de
metodologias no ambito dos escoamentos bifésicos. Nele, sao expostos os resulta-
dos das simulacoes de dois escoamentos distintos. Todavia, para cada um deles,
apresentam-se resultados obtidos por meio de diferentes métodos e utilizando dife-
rentes malhas para discretizar o dominio. Para a validacao da metodologia proposta
no atual trabalho, foram utilizados como referéncia os resultados obtidos por meio
do software FreeLIFE com as malhas mais refinadas, que se baseiam no Método
dos Elementos Finitos e em uma abordagem do tipo level-set para representacao da
interface.

Vale ressaltar, ainda, que a publicagdo de HYSING et al. [40] considera as va-
riaveis dimensionais, diferentemente do realizado até entao neste trabalho, no qual
a metodologia aplicada pressupoe uma prévia adimensionalizacao do problema. A
fim de viabilizar a comparacao com os resultados de referéncia em sua forma ori-
ginal, os resultados das simulagoes efetuadas serao expostos também em sua forma

dimensional nos itens a seguir.

Caso 1: Ga’? =35 e Eo =10

O primeiro caso simulado, com um reduzido nimero de E6tvos, caracteriza um
escoamento com grande relevancia da tensao interfacial frente as forcas de empuxo.
Espera-se neste caso, portanto, que a bolha assuma um movimento de ascensao,
devido a sua densidade inferior a do fluido externo, e que atinja um formato préximo
do circular.

O escoamento foi simulado por 7500 iteracoes, com passo temporal At = 0, 0004.
A duracao de cada simulacao esta exposta na Tabela na qual, mais uma vez,

verifica-se uma forte influéncia do elemento utilizado sobre a duracao da simulagao.

Tabela 4.11: Duracdo das simulacdes da bolha em ascensdo com Ga'’/? = 35 e
Eo = 10.
Duracgao
Elemento Total Por Iteracao
Mini 231 h 22 min 111,06 s

Quadratico 499 h 02 min 239,54 s
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A Figura[d.27 expoe a geometria da interface da bolha em diferentes instantes da
simulagao efetuada com a malha de elementos quadréticos. Nessa figura, é percep-
tivel o movimento de ascensao da bolha bem como a deformagao de sua interface,
que atinge formato levemente achatado, com elevada circularidade, devido & grande
relevancia da tensao interfacial no escoamento. Tal resultado confirma qualitativa-
mente o comportamento esperado para o escoamento com base em seus nimeros

adimensionais.
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(a) t=0,0 (b) t =0,2 (c)t=0,4 (d) t=0,6

Figura 4.27: Geometria da interface em diferentes instantes da simulagao da bolha
em ascensao com a malha de elementos quadraticos, Ga'/> = 35 e Eo = 10.
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Uma segunda validacao qualitativa dos resultados foi a andlise comparativa da
geometria da interface no instante ¢ = 3 entre a simulagao com a malha de elementos
mini, a simulagao com a malha de elementos quadréaticos e o resultado de referéncia,
como mostra a Figura[£.28. As geometrias obtidas sdo praticamente indistinguiveis,

denotando uma elevada compatibilidade entre a metodologia proposta e a referéncia.

1.2

1.1

1.0

- - - Método Proposto (Mini)
0.8 —— Método Proposto (Quadratico)
. HYSING et al.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 4.28: Geometria da interface no instante t = 3 da simulagao da bolha em
ascensao com Ga”? =35 e Fo = 10.

Para possibilitar uma validagao quantitativa, a Figura expoe a evolucao da
posicao vertical do centroide da bolha ao longo do escoamento. A elevada corres-
pondéncia entre os resultados obtidos nas simulacoes e o da referéncia, tanto com o
elemento mini como com o elemento quadratico, indica um adequado acoplamento

entre as forcas de gravidade e a dinamica da bolha na metodologia proposta.
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1.1F
- - - Método Proposto (Mini)
—— Método Proposto (Quadratico)
1.0 « HYSING et al.
0.9F
. 0.8F
>
0.7t
0.6F
05F
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 4.29: Evolucao da posicao vertical do centroide da bolha ao longo da simu-
lacao da bolha em ascensdo com Ga”? = 35 e Eo = 10.

A Figura por sua vez, expoe a evolugao da circularidade da bolha ao longo
da simulacao. Novamente, observa-se uma elevada correspondéncia com a referén-
cia, principalmente para a simulagao com a malha de elementos quadraticos, que se
mostrou capaz de descrever de forma acurada a geometria da interface da bolha em
qualquer instante da simulacao. Verifica-se, ainda, que o valor minimo atingido pela
circularidade nas simulagoes efetuadas foi de C' = 0,9, isto é, que, conforme espe-
rado, a bolha nao se distanciou significativamente do formato circular em nenhum

momento do escoamento.
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1.00 - - - Método Proposto (Mini)
—— Método Proposto (Quadratico)
= HYSING et al.
0.98
0.96
[G]
0.94
0.92}
0.90

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Figura 4.30: Evolucao da circularidade da bolha ao longo da simulagao da bolha em
ascensao com Ga"’? =35 e Fo = 10.

Para quantificar as correspondéncias observadas nos graficos acima, utilizou-se
como métrica de erro a norma Lo da diferenca entre os resultados das simulacoes e
os resultados de referéncia. Os valores obtidos estao expostos na Tabela

Tabela 4.12: Erros das simulacdes da bolha em ascensdo com Ga'/? = 35 ¢ Fo = 10,
quanto a circularidade e & posicao vertical do centroide da bolha.

Erro
C Ye
Mini 3,10 x 1073 9,92 x 1074
Quadratico 4,16 x 107* 1,58 x 1073

Pode-se notar que ambas as simulagoes efetuadas, com a malha de elementos mini
e com a malha de elementos quadraticos, apresentam valores de erro para a circula-
ridade e para a posicao vertical do centroide da bolha que sao ordens de grandeza
inferiores aos valores dessas variaveis. O elemento quadrético se mostra superior ao
elemento mini para a afericao da circularidade, mas, com ambos os elementos, os
resultados atingidos sao satisfatorios para as variaveis avaliadas. Portanto, a me-
todologia aplicada se mostra adequada para a descricao do fenémeno da bolha em

ascensao com os nuimeros adimensionais considerados.
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Caso 2: Ga’? =35 e Eo =125

O segundo caso simulado, com um nimero de Eotvos superior, caracteriza um
escoamento com uma menor relevancia da tensao interfacial frente as forcas de em-
puxo. Espera-se, portanto, que a bolha também assuma um movimento de ascensao,
mas que, neste caso, sua geometria se afaste mais do formato circular, devido a baixa
tensao interfacial.

O escoamento foi simulado por 7500 iteracoes, com passo temporal At = 0, 0004.
A duragao de cada simulagao esté exposta na Tabela [4.13] Verifica-se uma baixa
influéncia dos ntimeros adimensionais sobre o tempo da simulacao, devido a similari-
dade com os valores expostos anteriormente, e novamente uma significativa influéncia

do tipo de elemento utilizado.

Tabela 4.13: Duracdo das simulacdes da bolha em ascensio com Ga'’/? = 35 e
FEo=125.
Duracgao
Elemento Total Por Iteragao
Mini 231 h 45 min 111,24 s

Quadratico 517 h 59 min 248,63 s

A Figura expoe a geometria da interface da bolha em diferentes instantes
da simulagao efetuada com a malha de elementos quadraticos. Nessa figura, tam-
bém é perceptivel o movimento de ascensao da bolha bem como a deformacao de
sua interface. Entretanto, a deformacao da geometria da bolha nesta simulacao é
bem mais significativa, atingindo uma circularidade consideravelmente inferior, de-
vido a reduzida tensao interfacial envolvida no escoamento. Tal resultado confirma
qualitativamente o comportamento esperado para o escoamento com base em seus

numeros adimensionais.
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(a) t=0,0 (b) t =0,2 (c)t=0,4 (d) t=0,6

Figura 4.31: Geometria da interface em diferentes instantes da simulagao da bolha
em ascensao com a malha de elementos quadraticos, Ga"/? = 35 e Fo = 125.

85



Novamente, fez-se uma analise comparativa da geometria da interface no instante
t = 3 entre a simulagao com a malha de elementos mini, a simulagao com a malha de
elementos quadraticos e o resultado de referéncia, como mostra a Figura [£.32] Vale
ressaltar que a metodologia aplicada pressupoe a auséncia de quebra da bolha, isto
é, a bolha permaneceria como um objeto tinico independentemente do cenario da
simulacao. O formato antinatural atingido pela bolha indica que, na realidade, tal
escoamento possivelmente levaria a quebra da bolha, com a formagao de pequenas
bolhas satélites em suas extremidades inferiores. Entretanto, para fins de validagao,
a similaridade entre as geometrias obtidas com a metodologia proposta e o resultado

de referéncia é suficiente para corroborar a acuracia do método.

1.4}

1.2}

1.0}
>

0.8+

0.6 ar H

- - - Método Proposto (Mini)
0.4r —— Método Proposto (Quadratico)
HYSING et al.
~0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25

Figura 4.32: Geometria da interface no instante ¢ = 3 da simulacao da bolha em
ascensao com Ga"’? =35 e Fo = 125.

Para possibilitar uma validacao quantitativa, a Figura expoe a evolugao
da posicao vertical do centroide da bolha ao longo do escoamento. Novamente se
encontrou uma elevada correspondéncia entre os resultados obtidos nas simulagoes e
o da referéncia, tanto com a malha de elementos mini como com a malha de elementos
quadraticos, indicando um adequado acoplamento entre as forcas de gravidade e a

dindmica da bolha na metodologia proposta.

86



- - - Método Proposto (Mini)
—— Método Proposto (Quadratico)
= HYSING et al.
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Figura 4.33: Evolucao da posicao vertical do centroide da bolha ao longo da simu-
lacdo da bolha em ascensdo com Ga'/? =35 e Eo = 125.

A Figura por sua vez, expoe a evolugao da circularidade da bolha ao longo
da simulacao. Novamente, observa-se uma elevada correspondéncia com a referéncia,
para as malhas de ambos os tipos de elemento. Nos instantes finais da simulagao,
verifica-se o inicio de uma pequena divergéncia entre as simulacoes e a referéncia.
Entretanto, tal desvio ocorre justamente no momento em que o formato da bolha
nao reflete mais um comportamento compativel com a realidade, sendo mais rele-
vante para a validacao a alta conformidade entre as curvas observada nos instantes
anteriores. Verifica-se, ainda, que o valor minimo atingido pela circularidade nas
simulagoes efetuadas foi de C' = 0,49, isto é, que, conforme esperado, a bolha se
distanciou consideravelmente da geometria circular devido a baixa tensao interfacial

envolvida no escoamento.
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Figura 4.34: Evolugao da circularidade da bolha ao longo da simulagao da bolha em
ascensao com Ga"”? =35 e Fo = 125.

Para quantificar as correspondéncias observadas nos graficos acima, mais uma
vez se utilizou como métrica de erro a norma L, da diferenca entre os resultados

das simulagoes e os resultados de referéncia. Os valores obtidos estao expostos na

Tabela 4141

Tabela 4.14: Erros das simula¢des da bolha em ascensio com Ga'”? = 35 e Eo = 125,
quanto a circularidade e & posigao vertical do centroide da bolha.

Erro
C Ye
Mini 1,48 x 1072 2,97 x 1073
Quadratico 9,69 x 1073 3,11 x 1073

Mais uma vez, pode-se notar que ambas as simulagoes efetuadas, com a malha
de elementos mini e com a malha de elementos quadraticos, apresentam valores de
erro para a circularidade e para a posigao vertical do centroide da bolha que sao or-
dens de grandeza inferiores aos valores dessas variaveis. Em comparagao com o caso
anterior, observa-se que o método possui um desempenho inferior, principalmente
para a circularidade; entretanto, tal comportamento se justifica pelo fato de que as
deformagoes envolvidas neste caso sao bastante superiores, devido ao elevado nu-
mero de E6tvos. O elemento quadratico novamente se mostra superior ao elemento

mini para a afericao da circularidade, mas, com ambos os elementos, os resultados
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atingidos sao satisfatorios para as variaveis avaliadas. Portanto, mesmo com nime-
ros adimensionais mais criticos, a metodologia aplicada se mostra adequada para a

descrigao do fendémeno da bolha em ascensao.

4.2.4 Instabilidade de Rayleigh-Taylor

Esta simulagao consiste em uma situagao de equilibrio instével, na qual um
fluido pesado, com densidade p; = 1,225, é posicionado acima de um fluido leve,
com densidade py = 0,1694, em um dominio com largura igual a 1 e altura igual
a 4, tal qual exposto na Figura [£.35] A viscosidade de ambos os fluidos ¢ igual a
3,13 x 1073, Tais parametros levam aos nimeros adimensionais Ga'/?> = 391,37 e
Fr =0,31928, que foram aplicados na formulac¢ao adimensional do problema.

A interface entre os fluidos ¢ inicialmente definida pela func¢ao y = 0, 05 cos(27z)
e, nesta simulacao, é desprezada a acao da tensao interfacial. A perturbacao ini-
cial da interface é amplificada pela acao da gravidade, levando ao surgimento da
instabilidade de Rayleigh-Taylor, caracterizada por uma geometria da interface em

formato de cogumelo.

Q

L

Figura 4.35: Geometria inicial da simulagao da instabilidade de Rayleigh-Taylor.
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Devido & simetria do problema, foram utilizadas duas malhas triangulares de
apenas metade do dominio para a simulacao deste escoamento: uma malha com
69910 elementos mini e 105245 noés; e uma malha com 69910 elementos quadraticos
e 140579 noés. Foram impostas condigoes de contorno de nao deslizamento nas fron-
teiras inferior e superior do dominio, condi¢oes de simetria em suas fronteiras laterais
e uma condi¢ao de pressao prescrita nula em seu ponto inferior esquerdo. Para a
representacao da interface, definiu-se inicialmente uma malha com 154 pontos, a fim
de compatibilizar o seu refinamento com o da malha fixa. Por fim, definiu-se uma
razao de espessura da regiao da interface igual a 1.

O escoamento foi simulado por 10000 iteracoes, com passo temporal At = 0, 0001.
A duragao de cada simulagao esta exposta na Tabela [4.15] Novamente, o elemento
quadratico esta associado a um tempo de simulagao consideravelmente superior,
tanto pela maior quantidade de nés em sua malha como pelo calculo numérico das

matrizes dos elementos a cada iteracao.

Tabela 4.15: Duracao das simulacoes da instabilidade de Rayleigh-Taylor.

Duracao
Elemento Total Por Iteragao
Mini 112 h 41 min 40,57 s

Quadratico 294 h 50 min 106,14 s

A Figura expoe a geometria da interface em diferentes instantes da simu-
lagao efetuada com a malha de elementos quadraticos. Nessa figura, é perceptivel
a evolucao da interface para o formato de cogumelo, que é caracteristico da insta-
bilidade de Rayleigh-Taylor, o que confirma o comportamento qualitativo esperado

para a simulacao.
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(8)t=0,6 (h)t i ' 0,9 (k)t=1,0

Figura 4.36: Evolucao da simulacao da instabilidade de Rayleigh-Taylor com a malha
de elementos quadraticos. o1



Para a validacao do resultado, fez-se uma anéalise comparativa da geometria da
interface nos instantest = 0,2,t =0,6,t=0,8,t = 0,9 et = 0,95 entre a simulagao
com a malha de elementos mini, a simulagao com a malha de elementos quadraticos
e o resultado de referéncia obtido por LOPEZ et al. [41] a partir de simulagoes

baseadas em uma abordagem do tipo volume-of-fluid, como mostra a Figura [£.37]

(a) t =0,2 (b) t =0,6 (c)t=0,8 (d) t=0,9 (e) t =0,95

- = Método Propasto [Mini)
—— Método Propaosto [Quadratical

m LOPEZ ot 5l

Figura 4.37: Comparagao entre a geometria da interface em determinados instantes
da simulacao e o resultado de referéncia, para a instabilidade de Rayleigh-Taylor.

Pode-se observar uma elevada similaridade entre os resultados das simulacoes
efetuadas e os resultados da referéncia. Nota-se, mais uma vez, uma superioridade
do elemento quadratico para a descricao da geometria da interface, principalmente
nos instantes finais da simulagao, nos quais suas deformagoes sao mais significati-

vas. Com ambos os elementos, entretanto, os resultados atingidos sao satisfatorios,
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corroborando a aplicabilidade da metodologia para a descricao de escoamentos bi-
fasicos com complexas geometrias na interface entre os fluidos e, em particular, da

instabilidade de Rayleigh-Taylor.

4.2.5 Coalescéncia de Duas Bolhas

Esta simulacao consiste no escoamento de duas bolhas em ascensao, sob acao
da gravidade. Neste caso, entretanto, a topologia das bolhas nao sera conservada.
Pela primeira vez, seré observado o fenomeno da coalescéncia das bolhas, conforme
a metodologia descrita no capitulo anterior. A geometria inicial do escoamento esté
exposta na Figura [4.38, e corresponde a duas bolhas de diametro D = 1, cujos
centros estao separados por uma distancia de 1,18, em um dominio com largura
igual a 5 e altura igual a 10. Foram impostas uma condi¢ao de contorno de nao
deslizamento na fronteira inferior do dominio, condi¢oes de simetria nas fronteiras

esquerda e direita e uma condicao de pressao prescrita nula na fronteira superior.

Qout Jg’
10D
D=1
: 1,18D
D=1 D

5D

Figura 4.38: Geometria inicial do escoamento com a coalescéncia de duas bolhas.
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Os parametros da simulacao foram inspirados no experimento de um sistema ar-
glicerina conduzido por MANASSEH et al. [3], bem como em sua posterior modela-
gem para simula¢ao computacional efetuada por HASAN e ZAKARIA [42]. Para fins
de validacéo, o escoamento foi inicialmente simulado com os parametros Ga"? = 10 e
FEo =5 e, para os fluidos, foram consideradas as seguintes propriedades: p;, = 1,44
e iy = 0,01 para o fluido interno, e pyu: = 1220 € poys = 1 para o fluido externo.
Posteriormente, novas simulacoes foram realizadas com diferentes nimeros de Gali-
leu e Eotvos, a fim de verificar a influéncia desses parametros sobre o fendmeno da
coalescéncia.

Para a simulacao deste escoamento, em todos os casos, foram utilizadas duas
malhas triangulares: uma malha com 33204 elementos mini e 50046 nés; e uma
malha com 33204 elementos quadraticos e 66687 nés. Para a representagao das
bolhas, definiram-se inicialmente malhas com 50 pontos, a fim de compatibilizar o
seu refinamento com o da malha fixa. Por fim, definiu-se uma razao de espessura
da regiao da interface igual a 1.

O escoamento foi simulado por 46000 iteragoes, com passo temporal At = 0, 0001.
A duracao de cada simulagao esta exposta na Tabela na qual, mais uma vez,

verifica-se uma forte influéncia do elemento utilizado sobre a duracao da simulacao.

Tabela 4.16: Duracdo das simulacoes da coalescéncia de duas bolhas com Ga'? = 10
e Fo=5.

Duracgao
Elemento Total Por Iteracao
Mini 268 h 53 min 21,04 s

Quadratico 645 h 15 min 51,20 s

As Figuras e expoem a evolucao da geometria da interface das bolhas
em diferentes instantes das simulacoes efetuadas, respectivamente, com a malha de
elementos mini e com a malha de elementos quadraticos. Em ambas as figuras, é
perceptivel o movimento de ascensao das bolhas, devido a sua densidade inferior a
do fluido externo. A formacao de uma regiao de baixa pressao na traseira da bolha
superior faz com que a bolha inferior suba com uma velocidade mais alta, até que,
em determinado momento, a curta distancia entre as bolhas d4 inicio ao fendémeno
da coalescéncia. Imediatamente ap6s sua ocorréncia, observa-se a presenca de uma
tnica bolha, com geometria disforme, e a acao da tensao interfacial a leva a um

formato de equilibrio com o passar das iteragoes.
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Figura 4.39: Evolucao da geometria da interface ao longo da simulagao da coales-
céncia de duas bolhas com a malha de elementos mini, Ga"/> = 10 ¢ Eo = 5.
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Figura 4.40: Evolucao da geometria da interface ao longo da simulagao da coales-
céncia de duas bolhas com a malha de elementos quadraticos, Ga”’? = 10 e Fo = 5.
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As Figuras e [£.42] por sua vez, mostram a evolugao da geometria da in-
terface em um recorte da simulacao proximo ao instante da coalescéncia, a fim de
apresentar em maior detalhe a forma como esse fendmeno foi modelado na metodo-
logia proposta. Em ambas as figuras, percebe-se que as regioes de elevada curvatura
causadas pela uniao das interfaces sao progressivamente suavizadas pela acao da

tensao interfacial, com a bolha se aproximando de seu formato final.

(a)t=3,35 (b)t=3,39 (c)t=3,43  (d)t=3,47  (e)t=3,51

(f)t=3,55 (g)t=3,59 (h)t=3,63 ()t=3,67  (j)t=3,71

Figura 4.41: Evolucao da geometria da interface em um recorte da simulagao da
coalescéncia de duas bolhas com elementos mini, Ga'/> = 10 e Fo = 5.
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(a)t=3,21 (b)t=3,25 (c)t=329 (d)t=3,33 (e)t=3,37

(f)t=3,41  (g)t=3,45 (h)t=3,49  ()t=3,53  (j)t=3,57

Figura 4.42: Evolugao da geometria da interface em um recorte da simulacao da
coalescéncia de duas bolhas com elementos quadraticos, Ga"/? = 10 e Fo = 5.

A validagao da metodologia foi feita por meio da comparacgao entre os resultados
das simulacoes, expostos nas Figuras e [4.44] e os do experimento conduzido
por MANASSEH et al. [3], expostos na Figura . Mais especificamente, foram
comparadas as geometrias da interface nos instantes t = 2,0, t = 2,5, t = 3,0 e
t = 3,5, sendo verificada uma grande compatibilidade entre as imagens de cada um

dos casos.

| G
o 0 |&

(a) t = 2,0 (b) t=2,5 (¢)t=3,0 (d) t =3,5

Figura 4.43: Geometria da interface em determinados instantes da simulagao da
coalescéncia de duas bolhas com a malha de elementos mini, Ga"”?> = 10 e Eo = 5.
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Figura 4.44: Geometria da interface em determinados instantes da simulagao da

coalescéncia de duas bolhas com a malha de elementos quadraticos, Ga"”? = 10 e
FEo=>5.

Figura 4.45: Geometria da interface em determinados instantes do experimento da
coalescéncia de duas bolhas conduzido por MANASSEH et al. [3].

Vale ressaltar que a comparacao entre os resultados possui algumas limitagoes,

a destacar:

e 0 modelo bidimensional utilizado para a simulacao, que considera a curvatura
da interface em apenas uma direcao para a computagao da tensao interfa-
cial, nao permitindo uma perfeita equivaléncia com um experimento real e,

portanto, tridimensional;

e a diferenga na geometria inicial das bolhas, em especial a bolha inferior, cujo
formato no momento de sua inser¢ao no sistema bifasico ja é levemente irre-

gular;

99



e a introducao de uma terceira bolha no escoamento durante o experimento,
que exerce alguma influéncia sobre os campos de velocidade e pressao e, por

consequéncia, sobre as demais bolhas;

e a imperfeicao inerente a captacao das imagens em um experimento real, que
nao permite a visualizacao da posicao exata das interfaces das bolhas nem o

instante exato da ocorréncia do fenémeno da coalescéncia.

Feitas essas ressalvas, pode-se considerar que a geometria similar da interface em
cada um dos instantes das simulagoes e do experimento, bem como o instante similar
de ocorréncia do fenémeno da coalescéncia, sao suficientes para validar a metodolo-
gia proposta que, embora com limitacoes, é capaz de representar com significativa
concordancia o experimento real.

A fim de avaliar mais profundamente a metodologia proposta, realizou-se ainda
uma andalise paramétrica, por meio da simulacao do mesmo escoamento com dife-
rentes nimeros de Galileu e diferentes nimeros de Eotvos. A Tabela expoe
as sete novas simulacoes que foram executadas, com os nimeros adimensionais e a
duragao em cada um dos casos. Em todas elas, utilizou-se a malha de elementos

mini descrita anteriormente.

Tabela 4.17: Numeros adimensionais e duragao das novas simulagoes da coalescéncia

de duas bolhas.

Duracao
Ga’? Eo Iteracoes Total Por Iteracao

10 1 69000 404 h 31 min 21,11 s

10 10 46000 265 h 37 min 20,79 s

10 50 46000 266 h 10 min 20,83 s

10 100 46000 264 h 15 min 20,68 s

5 5 69000 409 h 20 min 21,36 s

20 5 69000 407 h 11 min 21,24 s
100 5 69000 406 h 42 min 21,22 s

Para as quatro primeiras simulagoes, manteve-se constante o ntimero de Galileu,
a fim de avaliar a influéncia do nimero de E6tvos sobre o fendmeno da coalescéncia.
Para as trés simulagoes seguintes, manteve-se o ntimero de Eotvis constante para
avaliar a influéncia do ntumero de Galileu. As evolucoes da geometria da interface
das sete simulagoes estao expostas nas Figuras 4.46] [4.47] [4.48] [4.49] [4.50] [4.51] e
4.52]
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Caso 1: Ga’?=10e Eo=1
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Figura 4.46: Evolucao da geometria da interface ao longo da simulagao da coales-
céncia de duas bolhas com a malha de elementos mini, Ga'/* = 10 e Fo = 1.
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Caso 2: Ga’?=10 e Eo =10

) ™ ™ ' N 7
/?‘ W, L ;/\1 ) ) \_J
‘/ \ (/ J / ‘\\\\ \// \) N
\ J/ h

v)t=4,2 (w)t=44 (x)t=4,6

Figura 4.47: Evolucao da geometria da interface ao longo da simulagao da coales-
céncia de duas bolhas com a malha de elementos mini, Ga'/* = 10 e Fo = 10.
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Caso 3: Ga’? =10 e Eo = 50
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Figura 4.48: Evolucao da geometria da interface ao longo da simulagao da coales-
céncia de duas bolhas com a malha de elementos mini, Ga'/* = 10 e Fo = 50.
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Caso 4: Ga’? =10 e Eo = 100
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Figura 4.49: Evolucao da geometria da interface ao longo da simulagao da coales-
céncia de duas bolhas com a malha de elementos mini, Ga'/> = 10 e Fo = 100.
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Caso 5: Ga’?=5eEo=5
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Figura 4.50: Evolucao da geometria da interface ao longo da simulagao da coales-
céncia de duas bolhas com a malha de elementos mini, Ga'/> =5 e Eo = 5.
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Caso 6: Ga’?=50e Eo=5
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Figura 4.51: Evolucao da geometria da interface ao longo da simulagao da coales-
céncia de duas bolhas com a malha de elementos mini, Ga'/* = 50 e Fo = 5.
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Caso 7: Ga’?=100e Eo=5
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Figura 4.52: Evolucao da geometria da interface ao longo da simulagao da coales-
céncia de duas bolhas com a malha de elementos mini, Ga'/* = 100 e Fo = 5.
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Para avaliar a influéncia do nimero de E6tvos sobre o fenémeno da coalescéncia,
registrou-se a geometria das bolhas no instante imediatamente anterior & ocorréncia
da coalescéncia para os escoamentos com o mesmo nimero de Galileu, como mostra
a Figura [4.53] Nota-se que, para escoamentos com niumero de Edtvos mais baixos,
a grande relevancia da tensao interfacial mantém o formato das bolhas com elevada
circularidade até o momento da coalescéncia. Com o aumento do nimero de E6tvos,
a relevancia da tensao interfacial diminui, e, consequentemente, as deformacoes nas

interfaces tornam-se mais significativas.

O
o/ —
" CD T . -
- N { }j (( \\ /// \\
T \\\\\,,,,,,,J"‘\/ I\ ﬁ\,,,,/f/
Fo=1 Fo=5 Fo=10 Fo =50 Fo =100
(t = 39,3) (t = 33,5) (t = 29,3) (t = 23,8) (t = 23,3)

Figura 4.53: Geometria das bolhas no instante imediatamente anterior a coalescén-
cia, para as simulacoes com Ga'”? = 10 e diferentes ntiimeros de Eétvos.

Observa-se, ainda, uma tendéncia de englobamento da bolha inferior pela bolha
superior com o aumento do nimero de E6tvos. A formacao de uma regiao de baixa
pressao na traseira da bolha superior leva a uma subida mais rapida da bolha inferior,
até que se forma um fino filme do fluido externo entre suas interfaces. Para os
casos com reduzido ntimero de E6tvos, a geometria das interfaces pouco se altera,
devido a elevada tensao interfacial, e esse filme diminui com o passar das iteragoes
até atingir um valor minimo que, na metodologia proposta, dé inicio ao fenémeno
da coalescéncia. Para os casos com numero de E6tvos mais elevado, as interfaces se
tornam mais maleaveis, e grandes deformagoes sao observadas, devido a interferéncia
mutua entre as bolhas mediante o campo de pressao do fluido externo. Ocorre, dessa
forma, um achatamento da bolha inferior, que se torna verticalmente alongada,
devido a sua movimentagao para a regiao de baixa pressao na traseira da bolha
superior. A bolha inferior, quando se aproxima, modifica o campo de pressao do

fluido externo, impulsionando a bolha superior para as laterais do canal. Esta,
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por sua vez, é atraida para a regiao de baixa pressao na traseira da bolha inferior,
caracterizando o fenémeno do englobamento.

Em uma nova forma de visualizagdo do escoamento, dada pela Figura [1.54]
mostra-se a evolucao da posicao vertical do centroide das bolhas, y., com o passar
do tempo. Em t = 0, portanto, o grafico apresenta duas curvas, que crescem e se
aproximam com o passar das iteragoes, até que se unem em uma Unica curva no
instante da coalescéncia, seguindo juntas a partir de entao.

Algumas relevantes informagoes podem ser extraidas dessa visualizagdo. Em
primeiro lugar, verifica-se que o instante de ocorréncia da coalescéncia decresce com o
aumento do numero de E6tvos, que torna as interfaces mais maleédveis, favorecendo a
sua aproximacao. Nota-se, ainda, com maiores nimeros de E6tvos, uma mais intensa
atracao da bolha inferior para a zona de baixa pressao formada na traseira da bolha
superior. Para os escoamentos com numero de E6tvos mais baixos, observa-se uma
aceleragao praticamente constante da curva inferior, em sua maior parte devido
a diferenga de densidade com o fluido externo. Para os ntimeros de Eo6tvos mais
elevados, por sua vez, observa-se um acentuado movimento de aceleragao da bolha
inferior, quando esta se movimenta com dire¢ao a zona de baixa pressao, seguida por
uma desaceleracao, quando as bolhas se encontram suficientemente proximas. Por
fim, pode-se visualizar também a maior intensidade do fendémeno de englobamento da
bolha inferior pela bolha superior com o crescimento do niimero de E6tvos, expressa

pela menor distancia vertical entre as curvas nos instantes anteriores a coalescéncia.
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(a) Ga'’* =10 e Fo = 1.
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(b) Ga'/? =10 e Eo = 5.

t

(¢) Ga'/* =10 e Eo = 10.

t

(d) Ga'* =10 e Eo = 50.

t

(e) Ga'?> =10 e Eo = 100.

Figura 4.54: Evolucao da posicao vertical do centroide das bolhas ao longo das
simulacoes da coalescéncia de duas bolhas com Ga'? = 10 e diferentes niimeros de

Eotvos.
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Para avaliar a influéncia do ntmero de Galileu sobre o fené6meno da coalescén-
cia, analogamente, registrou-se a geometria das bolhas no instante imediatamente
anterior a ocorréncia da coalescéncia para os escoamentos com o mesmo numero de

Eo6tvos, como mostra a Figura |4.55|

— N
o _ _—=
o TN I )5 >
7Y Y
_/ )
Ga'* =5 Ga'? =10 Ga'? = 50 Ga'? =100
(t = 46,4) (t = 33,5) (t = 36,1) (t = 38,6)

Figura 4.55: Geometria das bolhas no instante imediatamente anterior a coalescén-
cia, para as simulagoes com Fo = 5 e diferentes ntiimeros de Galileu.

Com um procedimento analogo, gerou-se também a visualizagao da evolugao da
posicao vertical do centroide das bolhas, y., com o passar do tempo, dada pela
Figura [4.56]

Analisando esses resultados, entretanto, observa-se que a influéncia do ntimero de
Galileu é maior sobre o escoamento de forma geral do que sobre as particularidades
do fendmeno da coalescéncia. Para os nimeros de Galileu mais baixos, a subida
das bolhas é mais lenta e, assim, as bolhas — principalmente a inferior — pouco se
distanciam de seu formato original anteriormente & coalescéncia. Para os niimeros de
Galileu mais elevados, as bolhas se achatam devido & alta velocidade do escoamento,
dando inicio ao fenémeno da coalescéncia com condi¢oes bastante distintas.

Com respeito ao instante de ocorréncia da coalescéncia, percebe-se que dois prin-
cipais fatores exercem influéncia sobre ele. Para nimeros de Galileu mais baixos,
as bolhas sobem com velocidades inferiores e, portanto, a coalescéncia demora mais
para ocorrer. Para niumeros de Galileu mais altos, por sua vez, a elevada velocidade
do escoamento torna as bolhas achatadas horizontalmente, criando uma condigao
geométrica que dificulta a sua aproximacao relativa, que retarda o fenoémeno da co-
alescéncia. Neste caso, portanto, com a metodologia implementada, a ocorréncia da

coalescéncia é anterior em escoamentos com numero de Galileu intermediarios.
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(¢c) Ga'* =50 e Eo = 5.
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t

(d) Ga'> =100 e Fo = 5.

Figura 4.56: Evolucao da posicao vertical do centroide das bolhas ao longo das
simulagoes da coalescéncia de duas bolhas com Fo = 5 e diferentes nimeros de

Galileu.

Conclui-se, portanto, que a metodologia proposta neste trabalho é capaz de
contemplar mudancgas topologicas — neste caso, a coalescéncia de bolhas — para
escoamentos com os mais diversos niimeros adimensionais.

Vale ressaltar, mais uma vez, que a metodologia proposta para o fendmeno da
coalescéncia ¢ um modelo puramente geométrico, que nao compreende a complexa

fisica do problema. Para tal, deveriam ser modelados o escoamento do fluido externo
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no fino filme entre as bolhas nos instantes anteriores a coalescéncia e, muito pos-
sivelmente, os efeitos moleculares presentes nessa regiao. Ainda assim, verificou-se
que o modelo foi suficientemente acurado para simular um escoamento de referéncia,
cujos resultados foram comparados com um experimento real.

Além disso, o estudo paramétrico realizado leva a conclusoes fisicamente verossi-
meis, principalmente a respeito da geometria das bolhas e do instante de ocorréncia
da coalescéncia. Isso se deve ao fato de que, apesar da coalescéncia ser arbitraria e
artificialmente imposta sobre as bolhas no modelo proposto, o comportamento do
escoamento antes e depois da coalescéncia é fisicamente embasado, podendo também

proporcionar importantes conclusoes a respeito desse fenomeno.

4.2.6 Coalescéncia de Duas Bolhas de Taylor

Similarmente ao exposto na subsecao anterior, realizou-se também uma simula-
c¢ao da coalescéncia de duas bolhas alongadas, conhecidas como bolhas de Taylor.
Os fenomenos envolvidos neste escoamento sao bastante similares aos da simulacao
anterior, porém, neste caso, tem-se um complicador adicional, que é o efeito das
paredes sobre a dinamica das bolhas.

Novamente, a simulagao consiste no escoamento de duas bolhas em ascensao,
sob agao da gravidade. Todavia, o diametro equivalente de cada uma das bolhas
— isto é, o diametro do circulo de mesma &rea — é superior a largura do canal, o
que torna o formato das bolhas alongado. A geometria do escoamento esta exposta
na Figura [4.57] e corresponde a duas bolhas elipticas com semieixo horizontal de
0,48 e semieixo vertical de 0,88, que as tornam equivalentes a uma bolha circular de
diametro 30% superior & largura L = 1 do canal. O canal possui altura igual a 10,
e as bolhas estao inicialmente separadas por uma distancia igual a 0,25. Mais uma
vez, foram impostas uma condi¢cao de contorno de nao deslizamento na fronteira
inferior do dominio, condigoes de simetria nas fronteiras esquerda e direita e uma

condicao de pressao prescrita nula na fronteira superior.
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Figura 4.57: Geometria inicial do escoamento com a coalescéncia de duas bolhas de
Taylor.

O escoamento foi simulado com os parametros Ga'/> = 10 e Eo = 5 e, para os
fluidos, baseando-se em um sistema ar-dgua, foram consideradas as seguintes pro-
priedades: p;, = 1,145 e p;, = 1,79 x 107° para o fluido interno, e py,; = 997 e
Lowt = 89 X 107° para o fluido externo. Foram utilizadas duas malhas triangula-
res: uma malha com 18952 elementos mini e 28723 nés; e uma malha com 18952
elementos quadréticos e 38493 nos. Para a representacao das bolhas, definiram-se
inicialmente malhas com 115 pontos, a fim de compatibilizar o seu refinamento com
o da malha fixa. Por fim, definiu-se uma razao de espessura da regiao da interface
igual a 1.

O escoamento foi simulado por 9000 iteragoes, com passo temporal At = 0,0025.
A duracao de cada simulacao esta exposta na Tabela na qual, mais uma vez,

percebe-se relevante influéncia do tipo de elemento utilizado.
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Tabela 4.18: Duracgao das simulacoes da coalescéncia de duas bolhas de Taylor.

Duracgao
Elemento Total Por Iteracao
Mini 18 h 18 min 7,32 s

Quadratico 50 h 42 min 20,28 s

A Figura[4.58 expGe a geometria da interface da bolha em diferentes instantes da
simulagao efetuada com a malha de elementos mini. Percebe-se em primeiro lugar
a deformacao das bolhas, inicialmente no imposto formato eliptico, para atingir
sua forma de equilibrio, tipica de uma bolha de Taylor. Em seguida, as bolhas
se aproximam, devido a formacao de uma zona de baixa pressao abaixo da bolha
superior, que faz com que a bolha inferior suba com uma velocidade maior. A
aproximacao ocorre de maneira gradativa, até que, quando a distancia entre as
interfaces atinge o valor minimo estipulado na metodologia, ocorre o fenémeno da
coalescéncia. A partir de entao, as interfaces se unem, formando uma tnica bolha,
inicialmente com formato irregular, mas que logo atinge o formato caracteristico de
uma bolha de Taylor.

A Figura [4.59] apresenta a geometria da interface em um recorte da supracitada
simulagao, nos instantes proximos a ocorréncia da coalescéncia, a fim de apresentar
em maior detalhe a forma como esta é descrita na metodologia proposta. Nessa
figura, percebe-se que a uniao das interfaces leva a formagao de uma onda, que se
propaga em direcao a parte inferior da bolha. Ao longo de sua propagacgao, a onda
é amortecida, até que a bolha atinge seu formato final.

De forma andloga, as Figuras e mostram, respectivamente, a geometria
da interface ao longo de toda a simulacao com a malha de elementos quadraticos
e em um recorte focado nos instantes proximos ao fenémeno da coalescéncia. O

comportamento observado em ambas as simulagoes é bastante similar.
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(a) 0,0 (b)2,5 (c)5,0 (d)7,5 (e) 10,0 (f) 12,5 (g) 15,0 (h) 17,5 (i) 20,0 (j) 22,5

Figura 4.58: Evolucao da geometria da interface ao longo da simulagao da coales-
céncia de duas bolhas de Taylor com a malha de elementos mini.

(a) 15,25 (b) 15,50 (c) 15,75 (d) 16,00 (e) 16,25 (f) 16,50 (g) 16,75 (h) 17,00 (i) 17,25

Figura 4.59: Evolugao da geometria da interface em um recorte da simulagao da
coalescéncia de duas bolhas de Taylor com a malha de elementos mini.
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Figura 4.60: Evolucao da geometria da interface ao longo da simulagao da coales-
céncia de duas bolhas de Taylor com a malha de elementos quadraticos.

(a) 15,25 (b) 15,50 (c) 15,75 (d) 16,00 (e) 16,25 (f) 16,50 (g) 16,75 (h) 17,00 (i) 17,25

Figura 4.61: Evolugao da geometria da interface em um recorte da simulagao da
coalescéncia de duas bolhas de Taylor com a malha de elementos quadraticos.
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A fim de comparar os resultados obtidos com as duas malhas, gerou-se a visua-
lizacao da evolugao da posigao vertical do centroide das bolhas, y., com o passar do
tempo, exposta na Figura[f.62] A principal diferenca observada consiste no instante
de ocorréncia da coalescéncia, que é posterior com a malha de elementos quadraticos,
possivelmente por uma modelagem mais adequada do filme entre as interfaces, que

resiste & compressao exercida por ambas as bolhas, retardando a sua aproximagao.

- — Mini
6 —— Quadratico

%3.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12,5 15.0 17.5 20.0 22.5

Figura 4.62: Evolug¢ao da posicao vertical do centroide das bolhas ao longo das
simulagoes da coalescéncia de duas bolhas de Taylor.

Mesmo com condigoes ainda mais criticas, que envolvem os efeitos da parede
sobre a dinamica das bolhas, observa-se que a metodologia proposta foi capaz de
descrever de forma factivel tanto o escoamento como o fendémeno da coalescéncia,

confirmando os comportamentos esperados com base na fisica do problema.
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Capitulo 5
Conclusao

Nesta dissertacao, propds-se uma metodologia para o estudo de escoamentos
bifasicos utilizando simula¢ao numérica direta, com base nas equacoes de Navier-
Stokes bidimensionais incompressiveis, no Método dos Elementos Finitos, no método
semi-Lagrangeano e em uma estratégia de acompanhamento da interface. Diversos
escoamentos foram simulados com o intuito de se validar a metodologia proposta, e
cada um desses contribuiu com algumas conclusoes a respeito de seu desempenho.

Primeiramente, foram simulados o escoamento entre placas planas e o escoa-
mento em uma cavidade, que, embora monofésicos, permitiram validar a aplicacao
conjunta e verificar a implementagao computacional de uma relevante parcela da
metodologia, tais como as equagoes governantes, o Método dos Elementos Finitos e
o método semi-Lagrangeano. Para o escoamento em uma cavidade, notou-se ainda
que a incondicional estabilidade do método semi-Lagrangeano — que, como visto
ao longo do Capitulo 2, levou a sua rapida propagacao e predominio no ramo da
meteorologia — tem como contrapartida uma relevante difusao numérica, que ocorre
principalmente em simulagoes com elevados nimeros de Reynolds. Tal caracteris-
tica, apesar de negativa, pode ser mitigada com o uso do elemento quadratico — ou,
ainda, com a implementacao e o uso de elementos de mais alta ordem — e com o re-
finamento das simulagoes tanto no espago como no tempo, nao sendo um empecilho
para o acurado desempenho da metodologia observado ao longo dos demais casos de
validacao.

Em seguida, simulou-se o caso da bolha estatica, cuja simplificagao das equagoes
governantes permite uma validagao direta do acoplamento entre o campo de pressao e
a tensao interfacial na metodologia proposta. A simulagao da gota oscilante, por sua
vez, possibilitou avaliar dinamicamente a interface em um movimento de oscilador
harmonico, cuja componente elastica era proporcionada pela tensao interfacial e
cujo amortecimento era causado pela viscosidade, novamente obtendo sucesso na
comparacao com resultados analiticos. Ademais, um estudo paramétrico realizado

nesse caso levou a conclusao de que a escolha da espessura da regiao da interface
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constitui um trade-off entre a acuracia — para pequenas espessuras — e a estabilidade
— para grandes espessuras — da simulagao.

Posteriormente, simularam-se o escoamento da bolha em ascensao, que envolvia
mais movimentagao e mais deformacao da interface entre os fluidos, e a instabilidade
de Rayleigh-Taylor, que compreendia deformacoes ainda superiores. Em ambos os
casos, os resultados obtidos foram comparados com resultados de referéncia relata-
dos na literatura e demonstraram elevada conformidade, corroborando a aplicabili-
dade da metodologia mesmo para representar escoamentos contendo interfaces com
geometrias mais criticas.

Por fim, foram simuladas a coalescéncia de duas bolhas inicialmente circulares e
a coalescéncia de duas bolhas de Taylor. No primeiro caso, a similaridade dos resul-
tados obtidos com experimentos relatados na literatura consolida a aplicabilidade da
metodologia para os escoamentos bifasicos e, em particular, para casos envolvendo
mudancas topologicas. No segundo, verifica-se que a influéncia das paredes sobre a
dinamica das bolhas nao é empecilho para a eficiacia da metodologia. Novamente,
um estudo paramétrico foi realizado e se avaliou a influéncia dos nimeros adimensi-
onais na coalescéncia conforme descrita, que demonstrou o forte impacto do niimero
de Eo6tvos sobre o instante de ocorréncia e, principalmente, sobre a geometria desse
fenomeno.

Em resumo, a pluralidade dos escoamentos simulados permitiu confrontar a me-
todologia proposta sob diferentes aspectos, e a acurécia dos resultados para os diver-
sos fendmenos analisados corroborou sua validade para descrevé-los. Portanto, resta
demonstrado que o novo método proposto neste trabalho é acurado para a simula-
¢ao de escoamentos monofasicos e bifésicos, com a presenca de bolhas confinadas e

mudancas de topologia.

5.1 Trabalhos Futuros

Ainda assim, algumas limitagoes da metodologia proposta foram observadas
ao longo do desenvolvimento deste trabalho. Para trabalhos futuros, portanto,

sugerem-se os seguintes aprimoramentos:

e A extensdo da metodologia para escoamentos tridimensionais, que conferiria
uma maior aplicabilidade para a representacao de escoamentos reais. Nesse
sentido, a maior parte dos métodos e algoritmos compreendidos na metodologia
pode ser prontamente generalizada para trés dimensoes, a exceg¢ao de dois
principais pontos de atencao: a representacao das malhas do dominio e da

interface, cujo registro da conectividade entre os pontos nao seria tao trivial
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como no caso bidimensional; e o calculo da tensao interfacial, que passaria a

depender de uma composicao da curvatura da interface em duas direc¢oes.

O refinamento adaptativo da malha que discretiza o dominio, a fim de possi-
bilitar, a cada iteragao, uma melhor representagao das regioes mais criticas do
escoamento — melhorando a acuricia da simulagao — e uma representacao nao
tao refinada das regioes que nao influenciam tanto o escoamento em determi-
nado momento — reduzindo a quantidade de calculos e, consequentemente, a
duragao da simulagao. Tal implementacao se mostra ainda mais importante no
caso de generalizacao da metodologia para o caso tridimensional, que tornaria

seu custo computacional substancialmente superior.

A implementacao e a validagao de algoritmos de remalhamento da interface
que considerem sua curvatura para a inser¢ao e a remoc¢ao de pontos, de modo
que essas operagoes — fundamentais para garantir um espagamento homogéneo
entre os pontos que definem a interface — nao tenham como externalidade uma

perda de qualidade na representacao de sua geometria.

A implementacao e a validagao de novos modelos de coalescéncia e de mo-
delos de quebra das bolhas e gotas, com base nas teorias mais atuais para a

modelagem desses fenomenos.

A anélise dos escoamentos estudados neste trabalho sob novas métricas além
dos niimeros adimensionais utilizados. Para os escoamentos com bolhas confi-
nadas na presenca da gravidade, por exemplo, apenas os niimeros de Galileu e
Eo6tvos nao possibilitam uma interpretagao direta do fendmeno de ascensao da
bolha, visto que sua principal causa é a diferenca de densidade entre os fluidos
— ausente desses dois nimeros. Portanto, a utilizacao das métricas % e ﬁ,

bem como de novas métricas a serem propostas, pode fornecer conclusoes mais

claras a respeito dos fenémenos bifasicos estudados.
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