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Este trabalho analisa o desempenho do M¢étodo dos Painéis de acordo com os
diversos tipos de singularidades, tais como fontes, dipolos e vortices, e suas distribuicdes,
tais como constante, linear e quadratica, utilizadas sobre os painéis de um aerofélio. O
método consiste na distribuicdo dessas singularidades sobre a superficie fechada do
aerofolio de modo a satisfazer a equagdo da conservacdo da massa, que, no caso do
escoamento potencial e incompressivel, se reduz a equagdo de Laplace e a condicao de
contorno de impenetrabilidade da fronteira solida, que pode ser descrita tanto pela

condi¢do de Dirichlet quanto de Neumann.

A metodologia ¢ aplicada a aerofolios da familia Van de Vooren, utilizando-se uma
discretizacdo cossenoidal e ndo uniforme da superficie do aerofdlio, a fim de concentrar
uma maior quantidade de painéis na regido em torno dos pontos de estagna¢do dos bordos
de ataque e de fuga. Os resultados obtidos com diferentes tipos de singularidades sao
comparados entre si e a solucdo analitica do aerof6lio Van de Vooren, apresentando boa
concordancia. A inclusdo de equacdes de conservacdo globais no sistema de equagdes
também ¢ testada. A analise do erro encontrado em cada um dos casos estudados permite
mostrar quais sdo as distribui¢des de singularidade mais adequadas para cada caso. Além
disso, mostra-se que os esquemas de ordem superior apresentam uma precisao maior do
que os de ordem inferior, 0 mesmo ocorrendo ao se incluir a curvatura do painel. O efeito

da curvatura dos painéis sobre o desempenho do método ¢ analisado em detalhe.
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This work analyses the performance of the Panel Method for various types of
singularities, such as sources, dipoles and vortices, and for various types of distributions,
such as constant, linear and quadratic, used on the airfoil panels. The method consists in
distributing these singularities on the closed surface of an airfoil so as to satisfy the mass
conservation equation, which, in the case of potential and incompressible flow, reduces to
the Laplace equation, and to the no-penetration condition on the solid boundary, which can

be described by either the Dirichlet or the Neumann condition.

The methodology is applied to the Van de Vooren airfoil family, using a non-
uniform cosine function to discretize the airfoil, so as to concentrate a greater number of
panels in the region around the stagnation points of the leading and trailing edges. The
results obtained with different types of singularity are compared among themselves and to
the analytical solution of the Van de Vooren airfoil, displaying good agreement. The
inclusion of a global conservation equation in the system of equations is also tested.
Analysis of the error found for each of the tests performed allows us to show which
singularity distributions are the most adequate for each case. In addition, it is shown that
the higher-order schemes present a better accuracy than those of lower order, the same
occurring when the curvature of the panel is included in the method. The effect of the

panel curvature on the method perfomance is analysed in detail.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

O escoamento ao redor de corpos imersos num fluido sempre despertou o
interesse de diversos pesquisadores e engenheiros, tanto pelo carater tedrico como
pratico.

O engenheiro ao projetar uma ponte deve considerar os esfor¢os causados pelo
vento e pela correnteza de um rio ou lago, por exemplo, se a mesma estiver cruzando-o.
Neste exemplo, tém-se duas aplicagdes praticas de uma situacdo onde o escoamento
externo sobre corpos deve ser considerado. No primeiro, o fluido € o ar, enquanto no
segundo, o fluido ¢ a 4agua, sendo tratados pelo ramo da aerodindmica e da
hidrodinamica, respectivamente.

No escoamento do ar sobre um avido em voo de cruzeiro ou o planar do véo de
passaros, o principio de funcionamento da geragdo de forca de sustentagdo se baseia
exatamente na interagdo vento-asa. O ar, ao escoar sobre a asa, gera zonas de maior e
menor pressdo sobre a mesma, e essa distribui¢do de pressdo gera a forca de sustentacdo
que ¢ diretamente proporcional a velocidade ao quadrado, ao angulo de ataque da asa, a
massa especifica do fluido e a area da asa. A Fig. 1.1 mostra exatamente as forgas

geradas acima e abaixo de uma asa de perfil assimétrico com angulo de ataque nulo.

&

=—FORGA PARA CIMA

CENTRO DE
PRESSOES

/..J;?.’IIA

'ff&ffm”ﬂ"ii

FORGA PARA EAIXD

Figura 1.1 - Forca na parte superior e inferior de um aerofolio assimétrico com

angulo de ataque nulo.



Efeito inverso € o projeto de aerofdlios para um carro de corrida, onde o objetivo
principal ¢ diminuir a derrapagem nas curvas, através de sustentacdo compensada ou até
mesmo revertida, mas esse processo tende a piorar o coeficiente de arrasto
aerodinamico, Cd.

O compromisso entre os coeficientes de arrasto e de sustentagcdo, portanto,
depende da finalidade e do perfil escolhido. Um carro de corrida, tipo Férmula 1,
precisa de muita sustentagcdo negativa, ou seja, precisa ser empurrado para baixo pelo ar
para contornar curvas com grande velocidade: seu Cd ¢ bastante elevado mas, em
contrapartida, ele poderia rodar de cabeca para baixo, no teto de um tunel, enquanto se
mantivesse em alta velocidade. Entretanto, um carro de passeio deve ter um coeficiente
de arrasto baixo acarretando assim numa maior economia de combustivel. Este ponto de
estudo foi alvo, principalmente, ap6s a crise do petrdleo em meados da década de 70,
que fizeram com que os fabricantes de automdveis repensassem a trajetoria que haviam
inicialmente tracado quanto a aerodinamica dos automoéveis. O coeficiente de arrasto
que depende da viscosidade do fluido, ndo ¢ considerado neste trabalho, devido a
hipétese de fluido nao viscoso. A Fig. 1.2 mostra a for¢a de sustentacdo negativa e de

arrasto que agem num tipico carro de Férmula-1.

Figura 1.2 - Forgas atuantes num tipico carro de Férmula 1.

Para se ter a nogdo exata da importancia da aerodinamica num carro de F-1,
proje¢des por computador mostram que uma melhora de 10% no coeficiente de arrasto
pode fazer com que ele seja mais rapido cerca de um segundo numa pista tipica. Para
conseguir o mesmo resultado melhorando o motor, seriam necessarios cerca de 80
cavalos a mais, algo que os fabricantes demoram dois ou trés anos para conseguir. Nos

estudos de aerodinamica, porém, os avangos tendem a ser mais rapidos.



Em projetos de equipamentos, como em bombas, compressores e/ou turbinas, a
aerodindmica também desempenha papel fundamental. O mau projeto pode acarretar em
mau funcionamento, como ocorre durante o “surge” de compressores, levando a falhas
prematuras do equipamento.

A energia edlica vem se destacando no cendrio atual, pois além de ser uma
alternativa energética com grande potencial ¢ igualmente renovavel assim como a
hidrelétrica. Sendo, portanto, o estudo do escoamento sobre as pas das turbinas eolicas
de grande interesse técnico e econOmico. As turbinas eolicas sdo responsaveis pela
conversao da energia dos ventos (edlica) em energia elétrica ou mecanica. O ar, ao
passar pela turbina, transfere parte da sua energia cinética para o rotor, que, por sua vez,
converte 0 movimento de translacdo do vento em movimento de rotacao do eixo ao qual
encontra-se conectado.

Por ser o meio de captagdo da energia dos ventos, a turbina ¢ o elemento central
do sistema eodlico, e o seu estudo ¢ essencial para o continuo melhoramento da
eficiéncia na captacdo da energia dos ventos. O aprimoramento ¢ a otimizagdo das
turbinas eodlicas requerem conhecimento detalhado do escoamento do ar em torno das
pas do rotor. A Figura 1.3 mostra uma turbina comercial tipica do tipo HAWT

(Horizontal Axis Wind Turbine).

Figura 1.3 — Escoamento ao redor de uma turbina eolica do tipo HAWT.

Desta forma, fica clara a importancia de se estudar, de um ponto de vista
fundamental, a aerodinamica de uma pé4 de uma turbina edlica, de um aerof6lio de um
carro de F-1, a asa de um avido, entre outros. A determinagdo de perfis aerodindmicos

adequados para o escoamento ¢ o desenvolvimento de metodologias que permitam a



andlise teorica desses perfis sdo assunto de pesquisa basica e de primordial importancia

para o desenvolvimento de projetos aerodindmicos mais eficientes.
1.2 Descri¢ao Fisica do Escoamento ao Redor de Corpos

Corpos simétricos ndo sdo capazes de gerar assimetria no escoamento incidente.
Assim, em corpos simétricos, tais como cilindros ou esferas, nao ha forga perpendicular
ao escoamento (sustentagdo) atuando sobre o corpo. Como, por hipdtese, o escoamento
€ ndo-viscoso nao ha também nenhuma forca na dire¢do do escoamento (arrasto). Sendo
assim, o escoamento ndo-viscoso ao redor de um cilindro também ¢ simétrico. A Figura

1.4 mostra a simetria do escoamento ao redor de um cilindro.

—————————
M

Figura 1.4 — Escoamento ao redor de um cilindro.

Para perfis esbeltos, mesmo havendo simetria do corpo com relagdo a um eixo,
em geral ndo ha com relagao a outro. Quando o corpo esta alinhando com o escoamento
incidente, os campos de velocidade e de pressdao sao simétricos acima e abaixo do
mesmo. Entretanto, ao se rotacionar levemente o corpo, comega-se a verificar uma dada
assimetria no escoamento. Esta assimetria altera significativamente o campo de
velocidade e, por conseguinte o de pressdao, acarretando na geracao da forga de
sustentagdo. A Figura 1.5 mostra como o escoamento varia ao se rotacionar um perfil

esbelto, aerofolio de Joukowski, imerso num escoamento uniforme.



(2)

(b)
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Figura 1.5 — Escoamento ao redor de um aerofolio de Joukowski para alguns

angulos de ataque, (a) a =0°,(b) a=5", (¢c) a =10".



1.3 Proposta de Trabalho

Para iniciar o estudo do escoamento ao redor de corpos, rombudos ou esbeltos,
tem-se que admitir algumas hipodteses. Como o interesse fundamental ¢ o estudo da
sustentacdo e ndo do arrasto sobre o corpo, as hipoteses de escoamento incompressivel e
irrotacional parecem ser suficientes para escoamentos com efeitos de compressibilidade
despreziveis e efeitos viscosos confinados a finas camadas limites. Estas hipdteses
levam a uma classe de escoamento denominados escoamentos potenciais e
incompressiveis, governados pela equacdo de Laplace.

Os projetos de aerofdlios requerem alta precisdo na predicao da distribuigdo de
pressdo, pois esta implica numa maior ou menor sustentagdo, assim como na
estabilidade da aeronave. Inicialmente, a teoria de aerof6lio fino foi amplamente usada
na analise e/ou projeto de aerof6lios. Entretanto, devido as limitagcdes do método para
aerof6lios multi-elementos, essa teoria foi aos poucos caindo em desuso, ndo sendo
mais foco de pesquisas avangadas atualmente. Outras ferramentas analiticas, como a
Teoria de Variaveis Complexas, fornecem resultados exatos, mas apresentam limitagdes
na sua aplicabilidade a geometrias de carater mais geral.

Diversos métodos numéricos podem ser utilizados para solu¢do do escoamento
potencial incompressivel ao redor de aerofdlios, como os métodos de diferencas finitas,
elementos finitos e os métodos dos elementos de contorno. O método dos painéis, que ¢
uma subclasse do método dos elementos de contorno, ¢ um método numérico que
discretiza a superficie do corpo sobre o qual o escoamento incide e ndo a regido fluida,
como os métodos das diferencas finitas e dos elementos finitos, apresentando grande
vantagem pela sua simplicidade de modelagem e no tempo de processamento (CPU
time). Naturalmente, esta comparagao so ¢ valida para escoamentos incompressiveis e
irrotacionais, pois ao contrario do método dos painéis, os outros métodos podem ser
aplicados a campos de escoamentos mais complexos, onde os efeitos da
compressibilidade e/ou da viscosidade ndo podem ser desprezados. Além disso, o
método dos painéis ¢ um método aplicavel a geometrias bastante gerais e largamente
difundidos entre aerodinamicistas, podendo o escoamento ser ao redor de corpos
rombudos, tais como cilindros, ou perfis aerodindmicos, como aerofolios da série
NACA. O assunto deste trabalho diz respeito ao método dos painéis.

Para perfis de corpos bidimensionais como os tratados aqui, o método dos

painéis parte da discretizacdo da superficie do corpo, onde o corpo ¢ discretizado



através de linhas que interligam pontos pertencentes a mesma. Esta tarefa de
discretizacdo do corpo chama-se “panelizar” o corpo. Esta “panelizagdo” pode ser feita
utilizando vérias fun¢des matematicas, sendo que a mais utilizada ¢ a funcao polinomial
linear. A discretizagdo com funcdo polinomial linear ¢ também denominada de
discretizacdo por painéis retos (“flat panels”). Devido a sua simplicidade, painéis retos
tem seu uso muito difundido e a maioria dos softwares de pesquisa ja desenvolvidos se
baseiam em tal hipotese. Com o amadurecimento da metodologia, iniciou-se o processo
de otimizacao, tentando-se incluir a curvatura do corpo no método, com o objetivo de se
obter uma maior precisdo para um menor nimero de painéis. Para tanto, optou-se pelo
uso da funcdo polinomial ctibica que possibilita impor tanto a continuidade da funcdo de
discretizagdo quanto da sua derivada.

Adicionalmente a discretizagdo do corpo, o método consiste na distribuigao
sobre os painéis de elementos de singularidades, tais como fontes, dipolos e vortices. A
escolha de qual singularidade utilizar ¢ relativamente arbitraria, sendo que a solugdo se
reduz a encontrar a intensidade de tais singularidades a partir das condi¢des de contorno
do problema.

As fungdes de distribui¢do de singularidades podem ser constantes, lineares e
quadraticas ou de ordem superior. Ao se especificar uma dessas fungdes sobre painéis
retos, ocorre uma descontinuidade geométrica de um dado painel para o seu adjacente
(quina), e pode-se impor a continuidade e a diferenciabilidade da funcao de distribuicao.
Estas sdo as fungdes de distribui¢do de singularidade usuais. Ao se aumentar a ordem
ainda mais, outras hipdteses simplificadoras devem ser introduzidas para possibilitar o
fechamento e resolugdo do sistema de equagdes algébricas lineares que deve ser
formado para a determinagao das intensidades das singularidades.

A superposi¢do do escoamento uniforme as singularidades do tipo fontes,
dipolos ou vértices sobre os painéis do corpo produzem uma solugdo da equacdo de
Laplace. Esta solugdo, para ser unica, deve satisfazer a condi¢cdo de impenetrabilidade
da fronteira solida, visto que, ao admitir a hipotese de fluido ndo-viscoso, a condigao de
contorno de ndo-deslizamento ndo pode ser satisfeita. Para tanto, pode-se utilizar a
condi¢do de contorno de Dirichlet, de Neumann ou uma combina¢do entre ambas, de
acordo com o tipo de singularidade e sua func¢ao de distribuigao.

O objetivo deste trabalho consiste em analisar o desempenho do método dos
painéis quando se compara os diferentes tipos de singularidade e suas diferentes

funcdes de distribuicdo. Diversos métodos foram implementados ao longo do



desenvolvimento do trabalho, entretanto os métodos apresentados aqui sdo aqueles
cujos resultados sdo os mais comumente encontrados na literatura, assim como aqueles
que apresentaram os melhores resultados. Estes ainda foram modificados na sua
metodologia basica de modo a incluir o efeito da curvatura do painel, exceto o método
de fontes e dipolos que apresentaram resultados inferiores a0 método dos dipolos (sem
fonte), sendo sua andlise abandonada. Além disso, alguns métodos sofreram pequenas
alteragcdes para verificar a possibilidade da inclusdo da conservacdo da massa e da
circulagao como equagdes globais, verificando a melhoria ou ndo do método.

A Tabela 1.1 resume os varios esquemas desenvolvidos e analisados ao longo do
trabalho, em fun¢do da condicdo de contorno, do tipo de singularidade, da ordem da

distribuicao e da inclusdo ou nao da curvatura do painel.

Tabela 1.1 — M¢étodos desenvolvidos e analisados neste trabalho, segundo a

condicdo de contorno, tipo de singularidade, distribui¢ao e inclusdo ou ndo da curvatura.

C.C.| Singularidade |Distribuicio|Sem Curvatura|Com Curvatura

Constante X

§ Fonte Linear X

5 Quadratico X X

2 Vortice Lme?lt X X

Quadratico X X

Vortice Constante X X

Constantes X -

S | Fonte e Dipolo | Lineares X -

.2:: Quadraticos X -

a Constante X X

Dipolo (s/ Fonte) Linear X X

Quadratico X X

Especificamente, os objetivos deste trabalho sdo:

(1) Implementar as singularidades do tipo fontes, dipolos, fontes e dipolos e vortices

para trés funcdes de distribuicao de singularidades: constante, linear, quadratica;



(i) Determinar, para cada tipo de singularidade e fun¢do de distribui¢do, os erros
numéricos obtidos em fun¢do do nimero de painéis utilizados para discretizar o
corpo;

(i11)) Comparar o desempenho de cada modelo implementado (tipo de singularidade e
funcdo de distribuicdo) com os demais, tanto do ponto de vista dos erros
numeéricos quanto da velocidade de processamento;

(iv) Repetir as implementagdes utilizando uma discretizagao do corpo com painéis
curvos, utilizando uma fun¢ao polinomial ctbica para este fim;

(v) Identificar os melhores modelos a serem utilizados em geral, do ponto de vista
de erros numéricos e tempo de processamento, para o calculo do escoamento

potencial sobre corpos.

No capitulo 2 ¢ dada uma breve revisao bibliografica do método dos painéis,
assim como outros métodos numéricos e analiticos, utilizados para resolver

escoamentos ao redor de corpos rombudos e esbeltos.
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Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Trabalhos Experimentais

Para a perfeita compreensdo dos fendmenos fisicos em mecanica dos fluidos,
assim como em quase toda a engenharia, ¢ de suma importancia que medigdes
experimentais sejam feitas em condi¢des controladas, seja no laboratorio ou no campo.
As simulagdes numéricas buscam retratar os fenomenos fisicos tdo proximos da
realidade o quanto possivel. Desta forma, a comparagdo com resultados experimentais
adequados ¢ de vital relevancia para a validacdo de um c6digo computacional.

Especificamente no caso de aerofdlios, existe um grande numero de estudos
experimentais realizados ao longo dos anos para a determinacdo das cargas
aerodindmicas que atuam sobre aerofdlios das mais variadas familias. Em geral, os
experimentos objetivam medir a distribui¢do do coeficiente de pressdo ao longo da
corda do aerof6lio, e a dependéncia que os coeficientes de sustentacdo, arrasto e
momento possuem do angulo de ataque, tendo o nimero de Reynolds como parametro.
Essas medi¢des sao tomadas em condi¢des de regime permanente. A literatura possui
inimeras publicagdes disponiveis que compilam esses dados, sendo as mais utilizadas
as trés citadas abaixo.

ABBOTT & VON DOENHOFF (1959) reunem informagdes experimentais
sobre diversos tipos de aerofdlios da classe NACA, mostrando medi¢des para o
coeficiente de sustentagdo em fun¢do do angulo de ataque para numeros de Reynolds
iguais a 3 x 10°, 6 x 10° ¢ 9 x 10° ¢ distribuicdo de pressio para alguns perfis.

Em conjunto com dados experimentais para corpos rombudos, tubula¢des e
diversas outras aplicacdes, BLEVINS (1984) apresenta diversos resultados para
aerofdlios, incluindo escoamentos com Numeros de Reynolds mais baixos, da ordem de
1,7 x 10",

HOERNER & BORST (1985) expdem dados para aerofolios juntamente com
diversas teorias relacionadas ao escoamento de ar e dgua ao redor de aerofdlios, flaps,

superficies de sustentacdo em geral e avioes.
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Estas compilacdes de resultados experimentais constituem referéncias
importantes para a validagdo de resultados numéricos obtidos a partir de simulagdes

computacionais.

2.2 Trabalhos Analiticos

As modelagens de escoamentos no campo da aerodindmica foram inicialmente
desenvolvidas através de modelos analiticos, em especial, através de elementos da
Teoria Potencial. Diversos livros abordam de modo bastante detalhado o assunto,
apresentando aplicacdes da Teoria Potencial, dentre estes se destacam os livros de
KELLOG (1953), THWAITES (1960), KARAMCHETTI (1980) ¢ ANDERSON
(1991).

BERTIN & SMITH (1998) apresenta os fundamentos basicos de aerodindmica
com destaque para o detalhamento dado a Teoria de Aerof6lios Finos, além da
apresentacao de outras técnicas numéricas.

MILNE-THOMSON (1955), no campo da hidrodindmica e em MILNE-
THOMSON (1958), no campo da aerodinamica, apresentam também teorias analiticas
em Mecanicas dos Fluidos, em especial, a Transformagcdo Conforme, nio se
restringindo apenas a apresentacdo do método, como também na sua aplicacdo. Outro
método bastante conhecido e aplicado ¢ o Método das Perturbagdes, recomendando-se o
livro de VAN DYKE (1975).

Com relagdo a teoria de camada limite, ha diversos livros que tratam do assunto,
com destaque para a ultima edi¢do de SCHLICHTING & GERSTEN (2000). Para
detalhes especificos sobre a camada limite laminar, pode-se consultar ROSENHEAD
(1963).

Outros livros de Mecanica dos Fluidos foram ainda consultados, dentre estes se

destacam BATCHELOR (1967), KUNDU & COHEN (2002).

2.3 Trabalhos Numéricos

A utilizacdo das teorias analiticas, tal como a Transformada Conforme, torna-se
extremamente trabalhosa para corpos de geometria arbitraria. Neste tipo de aplicagdo ¢
que os métodos numéricos apresentam as suas maiores vantagens, pois podem ser

aplicados, em geral, para qualquer geometria.
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Existe uma classe de métodos numéricos com grande uso em Mecanica dos
Fluidos que se baseia na discretizagdo da superficie de contorno, chamado de Método
dos Elementos de Contorno, Brebbia ef al. (1984). Um desses métodos ¢ o denominado
M¢étodo dos Painéis que se destaca pela sua larga aplicagdo na industria aecronautica para
a analise de escoamentos potenciais ao redor de corpos rombudos e esbeltos. Varios
autores citam o trabalho de MARTENSEN (1959), como trazendo os primeiros passos
para o desenvolvimento do Método dos Painéis, que descreve uma forma de analisar
perfis aerodindmicos em escoamentos potenciais para aplicagdes aeronduticas. Sendo
estendido em Lewis (1991) que prové especial atengdo ao método de vortices e ainda
detalha o efeito de curvatura do painel.

Diversos trabalhos decorrentes foram publicados, destacando-se o artigo de
HESS & SMITH (1966) que apresenta uma extensao do método para outras aplicagoes,
em especial na analise de escoamentos utilizando distribui¢des de fontes.

HESS (1973) analisou a precisdio do método dos painéis de distribuicdo
constante para escoamentos bidimensionais modelados através de fontes e sumidouros,
sugerindo que a velocidade calculada convergia a uma taxa de 1/N?, sendo N o niimero
de painéis. Ele também examinou a possibilidade de aumentar a taxa de convergéncia
dos métodos de ordem superior para o qual o efeito de curvatura do painel ¢ incluido.
Van de Vooran (1980), usando uma técnica diferente, estudou o movimento de uma
lamina de vortices livres (free vortex sheet) permitindo curvatura e intensidades
variaveis. Este trabalho sugere que o efeito de curvatura deve ser da ordem de 1/N.
Resultados numéricos de BENSON (1987) mostram que o método constante tem
acuracia da ordem de 1/N somente.

BELLAMY-KNIGHTS ef al(1988) analisaram também assim como HESS
(1973), as propriedades de convergéncia do método dos painéis, considerando tanto a
continuidade da distribuicdo de singularidades quanto a curvatura do corpo. A analise
revelou que o efeito de curvatura sobre o calculo das intensidades de singularidades e
das velocidades ¢ da ordem de 1/N.

Uma revisao histérica e caracteristicas detalhadas do método podem ser vistas
em HESS (1990). Para apresentagdes didaticas de descricdo dos fundamentos do
Meétodo dos Painéis e das teorias potenciais classicas aplicadas a escoamentos
bidimensionais e incompressiveis ao redor de aerofolios, podem-se destacar os livros de

KATZ & PLOTKIN (2001) e MORAN (1984).
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MARGASON et al. (1985) comparou cinco cddigos de painéis bastante
conhecidos para predizer o escoamento subsOnico para uma série de configuragdes
geométricas.

Os codigos de painéis usados foram o de Hess, VSAERO, QUADPAN,
MCAERO e o PAN AIR, sendo trés de baixa ordem e dois de ordem superior.
Utilizaram-se para o trabalho, cinco geometrias de asas e duas configuracdes de
asa/corpo, incluindo uma ampla variedade geométrica. Além disso, variou-se o numero
de Mach e o angulo de ataque.

Em geral, todos os codigos apresentaram uma concordancia muito boa com os
dados experimentais, havendo um aumento da precisdo ao se utilizar métodos de ordem
superior, para um dado numero de painéis, € um significativo aumento de tempo
computacional.

PRABHU RAMACHANDRAN et al. (2003) modela o escoamento sobre um
cilindro circular, utilizando uma distribuicdo de vortices lineares com inclusdo da
curvatura, feita via func¢ao polinomial cubica, ndo mais produzindo qualquer efeito de
descontinuidade no no.

PEREIRA et al. (2004) analisam sistematicamente diversas possibilidades de
escolha de singularidades e também nas suas formas de distribui¢do. Este trabalho ficou
restrito a distribui¢des de singularidades de ordem constante e linear. No mesmo ano,
PEREIRA & BODSTEIN (2004), ampliaram a anélise, implementando os métodos com
fun¢do de distribui¢ao quadratica.

SILVA et al. (2004) utilizam o Método dos Painéis para calculo bidimensional
de perfis de pas de turbinas edlicas, calculando a sustentagdo para baixos angulos de
ataque e dimensionando o rotor aerodinamicamente segundo o procedimento descrito
em MANWELL et al. (2001).

Além das literaturas ja citadas, deve-se destacar o livro de KREYSZIG (1999).
Este foi utilizado como fonte de consulta na parte de calculo avancado e numérico,
sendo bastante didatico e eficaz, em especial, na implementacdo do Método dos

Minimos Quadrados e nas integragdes numeéricas.



14

Capitulo 3

Modelo Matematico

3.1 Escoamento Potencial e Formulacao do Problema

O escoamento incompressivel ao redor de corpos imersos num fluido
Newtoniano pode ser divididas em duas regides distintas com relagdo a influéncia da
viscosidade. A regido proxima ao corpo, a camada limite, e a regido a jusante do corpo,
a esteira, sao profundamente influenciadas pela viscosidade e caracterizadas pela
existéncia de vorticidade ndo-nula. Fora dessas regides, a influéncia da viscosidade
torna-se desprezivel e o escoamento caracteriza-se por possuir um campo de vorticidade
nulo.

Considerando a integral de linha numa regido simplesmente conexa, ao longo de

uma linha arbitraria C, a circulag@o ao longo de C pode ser definida como

r

Cfu-dl:_[(udx+vdy+wdz). (3.1)

C C

Pelo teorema de Stokes, podemos escrever

Fz¢uwﬂ=jquS, (3.2)
C S

onde o vetor vorticidade ¢ ® =V xu.

Para a regido onde a influéncia da viscosidade ¢ desprezivel, o escoamento ¢
considerado irrotacional, isto ¢, ® =V xu=0. Logo, ao se aplicar esta condi¢do na Eq.
(3.2), pode-se mostrar que a integral de linha torna-se uma derivada de ponto, ou, em
outras palavras, a diferencial inexata torna-se exata. Deste modo, o campo de

velocidade pode ser descrito através do gradiente de uma fungdo escalar ¢ , denominada

potencial de velocidade, tal que

u=Ve(x). (3.3)
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A equagdo da continuidade para escoamento incompressivel ¢ dada por
V-u=0. (3.4)
Substituindo a Eq. (3.3) na equagdo da continuidade (3.4), obtém-se

Vip(x)=0, (3.9)

que ¢ a equacao de Laplace. Esta equacgdo diferencial parcial requer duas condicdes de
contorno, uma na superficie do corpo e outra no infinito. A condi¢do de contorno de ndo
deslizamento ndo pode ser satisfeita, pois a viscosidade foi desprezada. A condig¢do de

impenetrabilidade da fronteira solida €, portanto adotada, sendo dada por

_% g,

on (3.6.2)

n-Vg(x)

Corpo
Esteira

Figura 3.1 — Desenho esquematico do problema e descricdo do sistema de

coordenadas.

A segunda condi¢@o de contorno requer que a velocidade tenda a velocidade do

escoamento incidente (Fig. 3.1) para um ponto distante do corpo (» — ), isto €,

lim(V4-Q,)=0, (3.6.b)

r—>0

onde r = (x,z) para um escoamento bidimensional, & ¢ o angulo de ataque e @, ¢ a

velocidade do escoamento incidente ao corpo.
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O campo de escoamento irrotacional e incompressivel é resolvido pela equacao
de Laplace (3.5), sujeita as condigdes de contorno (3.6.a,b). Deve-se ressaltar aqui que,
para a determinagcdo do campo de velocidade, ndo ¢ necessaria a equagdao de Euler,

sendo esta utilizada somente para conectar o campo de pressao ao de velocidade.

3.2 Solucio Geral da Equacio de Laplace Bidimensional

Seja um corpo bidimensional de superficie Sp imerso numa regido V' com
superficie exterior S, como ilustrado na Fig. 3.2. As condi¢des de contorno (3.6.a,b)
sdo aplicaveis a Sp e S, respectivamente. A normal n ¢ exterior ao volume de interesse

V, limitado pelas superficies Sp € S..

Figura 3.2 — Dominio fisico e notagdo para o problema de escoamento

potencial.

Utilizando a fun¢do 4 V¢, — 4,V ¢, no teorema da divergéncia, obtém-se
[(4V4,-4.V4)ndS = [(4V'¢, - $,V’¢ )V, (3.7)
N 4

onde ¢ e ¢, sdo fungdes escalares da posicdo. Esta equagdo ¢ conhecida como

identidade de Green (Kellogg, 1953).
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A integral de superficie ¢ tomada ao longo de toda a fronteira S, sendo incluida
uma superficie Sy com o intuito de modelar a esteira que representa uma

descontinuidade no campo irrotacional. Assim, podemos definir S como

S=8,+5,+S,.
Para escoamentos bidimensionais, escolhem-se as fungdes ¢ € ¢, como
¢ =Inr e ¢, =¢ (3.8)

onde ¢ ¢ o potencial de velocidade e ¢ a distancia do ponto P(x,z) ao ponto de
integracdo genérico da fronteira S. Repare que o potencial ¢ ¢ uma solucdo
fundamental associada ao operador Laplaciano, V>, em coordenadas cilindricas.

Quando o ponto P ¢ exterior a regido de interesse tanto ¢ quanto ¢, satisfazem

a equacao de Laplace (3.5), e a identidade de Green (3.7) se torna

j(lnrv¢—¢v1nr)-nd5=0. (3.9)

N

Entretanto, quando o ponto P ¢ interior a regido de interesse, este deve ser
excluido da regidao de interesse a fim de que se possa efetuar a integragdo. Para tanto,

envolve-se o ponto com um pequeno circulo de raio &, ou seja,

—lim (lnr%—(él S+ [(nrVg—-¢Vinr)-ndS =0. (3.10)
circulo & r S

>0 a’/

Admitindo-se que sobre a superficie do circulo o potencial ndo varie
apreciavelmente, entdo a sua derivada ¢ considerada desprezivel. Deste modo, a

integral em torno do circulo, com& —0, é dada por

j ﬁdszzw(P). (3.11)

circulo &
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Substituindo a Eq. (3.11) em (3.10), obtém-se

¢(P):—Zij(lnrw—wlnr)-nds. (3.12)
T

N

Quando o escoamento de interesse ocorrer no exterior do dominio (interior do

corpo), o potencial interno resultante ¢ dado por

—ié[(lan@—ﬁVlnr)-ndSzo (3.13)

Subtraindo-se a Eq. (3.13) de (3.12) e considerando a diferenga de sentido das

normais, obtém-se

¢(P)=—isj(1nrv(¢—¢,.)—(¢—¢,.)v1nr)-ndS—Zi [ (nrVg—gVinr)-nds

Sy +S,

(3.14)

A contribui¢do de S, na integral da Eq. (3.14) pode ser definida como

¢W(P)=—2ij(1nrv¢—¢v1nr)-nds. (3.15)

Ty
A esteira é suposta ser fina, de tal forma que 0¢/0n seja continua através dela.

Assim,

¢(p):_%Sj(1an(¢—¢z)—(¢—¢%)V1nr)'ndS+ifA¢“'V1”ds+¢w(P)’

SW
(3.16)

onde A¢g=¢" —¢ e representa o salto de ¢ na esteira.

A diferenga entre os potenciais externo e interno com relacdo a Sp, € definido

como
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—u=¢-¢ (3.17.a)

e a diferenca entre as derivadas na dire¢do normal do potencial externo e interno, ¢

definido como

o209 00 (3.17.b)
on On

onde y e o sdo denominados de intensidade de dipolo e fonte, respectivamente.

Substituindo as Eq. (3.17.a,b) em (3.16), obtém-se

¢(P):ijalnrdS—i | ya—an(lnr)dS+¢w(P). (3.18)

Sp+Sy

O dipolo que aparece na integral referente a Sy ¢ a diferenca de potencial entre as
superficies superior e inferior da esteira. Note também que a derivada 0/0n é na

orientagao do dipolo.
3.3  Método dos Painéis

Devido as caracteristicas matematicas da Eq. (3.18) que descrevem os potenciais
das singularidades empregadas, com velocidades induzidas da ordem de 1/, ou
menores, quando r—oo, sua influéncia tende a zero para pontos muito distantes das
mesmas, satisfazendo automaticamente a condi¢ao de contorno (3.6.b). Resta, portanto,

aplicar a Eq.(3.18) na condi¢do de contorno (3.6.a), ou seja,

{ijav(lnr)d —2i j yV{a—i(lnr)}dS+V¢w(P)}n=0 (3.19.a)

Sp+Sy

Esta condi¢do de contorno ¢ dita ser de Neumann, pois utiliza o fluxo normal a
fronteira sélida. Uma outra condi¢do de contorno menos direta do que esta ¢ a de

Dirichlet, que diz que o potencial dentro do corpo € constante, ou seja,
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¢i(x,y):%sv[alnrdS—i I ya—an(lnr)dS+¢w:c0nst. (3.19.b)

2 Sp+Sy

Esta constante pode ser admitida como zero, possibilitando especificar a
condi¢do de contorno em fungao do potencial interno a Sp.

Satisfazer a condi¢cdo de contorno (3.19.a) ou (3.19.b) em toda a fronteira do
corpo analiticamente ¢ bastante complicado para uma geometria arbitraria. Opta-se,
entdo, por utilizar um Método Numérico, conhecido como Método dos Painéis (Katz e
Plotkin, 1991), de forma que as condi¢des de contorno sejam satisfeitas em pontos
discretos ao longo da superficie, ditos pontos de controle. Para o emprego desta solucao,
divide-se a fronteira do corpo em pequenos segmentos, retos ou curvos, denominados
painéis, cada qual com seu respectivo ponto de controle, colocado no centro de cada

painel, conforme ilustra a Fig. 3.3 .

Pontos de Controle

Esteira

é /

Painel

Figura 3.3 - Aerof6lio discretizado, mostrando os pontos de controle.

A partir da geometria discretizada em N painéis ao longo da superficie do corpo
e, considerando por simplicidade o caso no qual a intensidade das singularidades ¢

constante ao longo do painel, a Eq.(3.19.a) pode ser escrita como

N+1 1

0 N 1
;ﬂj _EiV(alnrde +;Gj Zg[V(lnr)dS | .ni:_v¢w,n”

J J

(3.20)
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onde o dipolo p,,, refere-se ao dipolo da esteira x,, € 0 mesmo se aplica para a

integral. O dipolo da esteira ¢ constante, pois a circulacdo ¢ a mesma para todo circuito
que englobe o corpo e cruze a esteira.

Deste modo, a Eq. (3.20) pode ser escrita de forma compacta como

N+1 N
{Z,ujaj+20jbj}-ni:—V¢w-ni, (3.21)
=

J=1

onde a, = —LIV(ilnr]dS e b = LJ-V(lnr)dS . Estes coeficientes sdo
/ 27 ; on T 2w
B ] B

j
chamados de coeficientes de influéncia, e dependem apenas da geometria do corpo. Esta
equagdo ¢ numericamente equivalente a condi¢dao de contorno de Neumann, Eq. (3.20),
e ¢ usada para determinar a intensidade das singularidades escolhidas. Este
procedimento origina um sistema de equagdes algébricas lineares. A equagdo que

expressa a condi¢ao de Dirichlet pode ser desenvolvida analogamente.
34  Condicao de Kutta

A condi¢ao de Kutta deve ser imposta para que haja unicidade na circulagdo /
solucdo, o que ¢ alcangado pela igualdade das velocidades na superficie superior e
inferior no bordo de fuga de um aerof6lio. Na pratica, esta condi¢cdo implica que no
bordo de fuga as pressdes na superficie superior e inferior sdo iguais. Em geral, na
maioria dos métodos de painéis, a condi¢ao de Kutta ¢ satisfeita pela igualdade somente
da componente tangencial da velocidade. A Fig. 3.4 mostra a nomenclatura do bordo de

fuga de um aerofolio, onde se aplica a condigao de Kutta.

N ?N
N+1
a1
2 t
Figura 3.4 — Nomenclatura do método de painéis no bordo de fuga de um

aerofolio.
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Deste modo, a condi¢do de Kutta pode ser matematicamente escrita como
u =u,,

ou ainda, considerando-se somente a parcela tangencial,
u-t|1 =—u-t|N.

As expressdes particulares para cada tipo de singularidade, dipolos e vortices, e

ordem da fung¢do de distribuicdo sdo dadas com maiores detalhes no capitulo 4.
3.5 Escolha de Singularidades

Conforme pode ser verificado através da Eq. (3.21) a escolha das singularidades
que geram a solucao do problema de escoamento potencial ndo ¢ Unica, ou seja, para
descrever um mesmo escoamento pode-se utilizar diversas combinagdes de
singularidades que sejam capazes de representar o fenomeno fisico em questdo. Uma
vez que as singularidades sdo escolhidas e suas intensidades determinadas através da
imposicao da Eq. (3.21), a solucao obtida ¢ unica.

Para o caso de escoamento externo sobre aerofdlios, a utilizagdo de fontes
unicamente s6 deve ser aplicada para aerofolios simétricos com angulo de ataque nulo.
Para situacdes diferentes dessa, ¢ necessario empregar singularidades que possam
representar escoamentos assimétricos, tais como vortices ou dipolos. Escolhidas as
singularidades, pode-se ainda utilizar fungdes de distribuicdo de singularidade mais
gerais ao longo do painel, conforme mostrado na Fig. 3.5.a. Neste trabalho sdo
empregadas funcdes de distribuicdo constante, linear e quadratica, com e sem inclusao
de curvatura do painel.

O potencial de velocidade e as componentes de velocidade nas diregdes x € z, no
sistema de coordenadas do painel, s3o apresentados para cada tipo de singularidade e

ordem. Estas expressoes utilizam algumas varidveis auxiliares 7, 72, 6, ,0, , apresentadas

na Fig. 3.5.b e dadas por
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al 2—Z
ro= \/(x—xk)2 +(Z_Zk)2 e 6, =tan 1()(_);} ) (3.22.a,b)
o 4 N (v2)
z
(a)
fx)
| >
X1 X2

Figura 3.5 - Distribui¢dao de singularidade ao longo do painel (a) Distribuigao

geral f(x); (b) Variaveis auxiliares no sistema de coordenadas do painel.

Como todas as funcdes de distribuicdo de singularidade apresentadas abaixo
estdo expressas no sistema de coordenadas do painel (local), € necessario transformar as
coordenadas do sistema global (X,Z) para o local (x,z), efetuar os calculos do potencial e
da velocidade e, posteriormente, retornar ao sistema global, que € o sistema de interesse.
A relacdo entre os dois sistemas pode ser observada na Fig. 3.6, onde ¢ indicado o

angulo B do painel com a dire¢do da corda do aerofolio, X, diferente para cada painel,

através do qual ¢ possivel fazer a rotacao dos eixos.

Figura 3.6 - Sistema de coordenadas, global e local.
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Assim, o i-ésimo painel tem um angulo g expresso com relacdo as quinas do

painel, (X,,Z,) e (X,,,.Z,

i+1° i+l

) que estdo no sistema de coordenadas global, ou seja,

X,

ARV
=tan | =L |, 3.23
ﬂl (XIH A j ( )
Com a determinacdo dos angulos dos painéis, ¢ possivel fazer a rotagdo dos

eixos, utilizando a operacdo matricial

(sz(cosﬁi senﬁ[j(X—Xl)' (3.24)
z —-senf, cosf )\ Z—-Z.

Através da Fig. 3.6 ¢ possivel também, determinar os vetores normal e tangente
a superficie do corpo no painel i, que sdo utilizados para a especificacdo das condigdes
de contorno. Este painel possui vetor normal na direcdo de seu eixo z local e vetor

tangente ao longo de seu eixo x local. Logo,

n,=(-senf,cos ) e t=(cosp,senp,). (3.25.a,b)

3.5.1 Fontes

Sdo singularidades que geram um campo de velocidades na direcdo radial
apenas, cuja intensidade possui o significado fisico de ser igual a vazao volumétrica
rejeitada pela singularidade (fonte) ou absorvida pela singularidade (sumidouro) e que
passa através de uma circunferéncia que engloba a singularidade, no caso bidimensional
ou de uma esfera, no tridimensional. Sdo especialmente utilizados para modelar

escoamentos simétricos, ou seja, para corpos simétricos com angulo de ataque nulo.

A equagdo que rege uma fonte ou sumidouro pontual localizada em (xo,zo)é

obtida da Eq. (3.19.b), ou seja,
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¢(x,z)=%ln\/(x—xo)2 +(z-2)" (3.26.2)
u=2(x2)=2 (xz_xo) -, (3.26.b)
Ox 27 (x—=x,) +(z—z,)

w=2(xz)=2 (222) - (3.26.¢)

onde r= \/ (x—x,) +(z—2,)" éa distancia radial da fonte (ou sumidouro), localizada

em (x,,z,), a um ponto (x,z)da regido fluida. A intensidade o da singularidade ¢

positiva no caso da fonte, e negativa no caso do sumidouro.

3.5.1.1 Fonte Constante

Para uma distribui¢do de fontes constante de intensidade o (x, )= o, , ao longo

do k-ésimo painel, deve-se integrar as Egs. (3.26.a, b, ¢) sobre o painel, ou seja,

#(x,2) =2G—°T1n Jor=x,) +(z—2,) dx, (3.27.a)
T
" =ﬁT (x—x) dx, | (3.27.b)

= (z-2) dx, , (3.27.¢)

ondeo, ¢ a intensidade de uma fonte com fungdo de distribui¢do constante sobre o
painel; z, € nulo ao longo do painel sem curvatura e x, e x, sdo os limites de integragdo

sobre o painel no sistema de coordenadas local. Portanto, resolvendo as integrais

(3.27.a, b, ¢) e utilizando as variaveis da Fig. 3.5, obtém-se
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$(x.) =;7—7°T[(x—xl)lnr1 —(x—x,)Inr, +2(6, —01)] , (3.28.a)

u=—201 2 (3.28.b)
2r

w:;—;(ez—el), (3.28.c)

onde r, r,, 6 e 6, sio definidos pelas Eq. (3.22.a, b) e podem ser vistos

esquematicamente na Fig. 3.5.b.

3.5.1.2 Fonte Linear

Para uma distribui¢do linear de fontes de intensidade o (x,)=0,x,, ao longo do

k-ésimo painel, deve-se integrar as Eq. (3.26.a, b, ¢) ao longo do painel, ou seja,

¢(x,z) :;—;fxo ln\/(x—xo)2 +(z—2,) dx, , (3.29.a)
o, f X (x=x,)

u=—L j . _dx, , (3.29.b)
27 3 (x—x,) +(z—2z)

w:ﬂf( adl (ZZ_Z") dx, | (3.29.c)

onde o, - ¢ a parcela da intensidade da fonte referente ao termo linear da fungdo de
distribuicdo linear; z, ¢ nulo ao longo do painel sem curvatura e x,e x, sdo os limites

de integracdo no sistema de coordenadas local. Portanto, resolvendo as integrais (3.29.a,

b, ¢) e utilizando as variaveis da Fig. 3.5, obtém-se
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1/ ::_—;T[(xz - X —zz)lnrl —(x2 -X; —zz)lnr2 -1-2xz(02 —01)—x(x2 —xl)],
(3.30.2)

uzzo-—;[{z(ﬁz—01)—xln%—(x2—xl)}, (3.30.b)

w:g—;{zln:—j—i—x(ﬁz—ﬁl)}, (3.30.c)

onde 7, r,, 6 e 0, sio definidos pelas Eq. (3.22.a, b) e podem ser vistos

esquematicamente na Fig. 3.5.b.

3.5.1.3 Fonte Quadratica

Para uma distribui¢do quadratica de fontes de intensidade o (x,)=o0,x;, a0

longo do k-ésimo painel, deve-se integrar as Eq. (3.26.a, b, c¢) ao longo do painel, ou

seja,

¢(x,z):2a—zj‘x§1n./(x—xo)2+zzdxo, (3.31.a)

T

X, 2 _
=20 (f %) _dx, | (3.31.b)
27 (x xo) +(z Z,)
X, 2 _
w=2 [ (ZZ %) _dx, | (3.31.0)
27Tx(x xo) +(z Z,)

onde o, € a parcela da intensidade da fonte referente ao termo quadratico da fungdo de
distribui¢do quadratica sobre o painel; z, ¢ nulo ao longo do painel sem curvatura e x, e
x, sdo os limites de integragdo sistema de coordenadas local. Portanto, resolvendo as

integrais (3.31.a, b, ¢) e utilizando as varidveis da Fig. 3.5, obtém-se
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O,
¢:12;[2(x2_22)(x1_x2)+x(x12—xzz)+22(3x2—22)(92—91)+
2 (3.32.2)
+x§10gr22_x1310g}’12—x(x2_922)10g%],
h
u:&[2x(x —x, )+ X0 =3 +dxz(6 _6)_(x2—22)10gi] (332b)
A 1 2 1 ) ) ) r12 , 1
2
wzza—;[(xz_zz)(ﬁz_6’1)+Z(x2—x1)+leog%], (3.32.0)

onde 1, r,, 6 e 6, sio definidos pelas Eq. (3.22.a, b) e podem ser vistos

esquematicamente na Fig. 3.5.b.

3.5.2 Dipolos

Para um dipolo discreto de intensidade x# na direcdo do eixo de coordenadas
local z, ou seja, (O, ,u), obtém-se para o potencial de velocidade e para as componentes

de velocidade nas direcdes x e z, respectivamente,

0 0 2 2
(e.2) =L (inr) =~ inyf(r ) () -
o . (3.33.2)
2z (x—x0)2+(z—zo) ’
u(xz)=22 - (2-2)(x=x) -, (3.33.b)
T (x=x,) +(z2) |
w(rz)=2 - (x—x) _(Z_ZO)Z : (3.33.c)
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3.5.2.1 Dipolo Constante

Para uma distribui¢do de dipolos constante de intensidade ,u(xo) = 1,, ao longo

do k-ésimo painel, deve-se integrar as Eq. (3.33.a, b, ¢), ou seja,

)=t 275 dx, | 3.34.
$(x.) i(x_xo)z+(z_zo)z Y, (3.34.2)

u:ﬂT (x=x)(2=2) dx, (3.34.b)

A [(x—)co)er(z—zo)z]2

X, . 2_ _ 2
| (x=%) ~(2-2) dx, | (3.34¢)

275 [(x-x ) +(z=2) |

onde y, ¢ a intensidade de um dipolo com fungdo de distribuigdo constante sobre o
painel; z, ¢ nulo ao longo de um painel sem curvatura € x,e x, sdo os limites de

integracdo sobre o painel no sistema de coordenadas local. Portanto, resolvendo as

integrais (3.34.a, b, ¢) e utilizando as varidveis da Fig. 3.5, obtém-se

p =—§‘—70Z(92 -6,), (3.35.2)
| z =2
=—— —=—— , 3.35b
! 2 (rlz r;j ( )
wzgf_;(x;l _ x;zx_zj, (3.35.0)
1 2

onde 7, r,, 6 e 0, sio definidos pelas Eq. (3.22.a, b) e podem ser vistos

esquematicamente na Fig. 3.5.b.
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3.5.2.2 Dipolo Linear

Para uma distribuicao de dipolos linear de intensidade ,u(xo) = 1,x,, ao longo do

k-ésimo painel, deve-se integrar as Eq. (3.33.a, b, ¢), ou seja,

#(x.2) = —ﬂT il (ZZ_ZO) dx, . (3.36.2)

u="1| x°(x_x°)(z_z°z dx, | (3.36.b)

o ex) —(z-z) dx, (3.36.0)
2

onde g, ¢ a intensidade de um dipolo com fung¢do de distribuigdo linear sobre o painel;
z, € nulo ao longo de um painel sem curvatura e x,e x, sdo os limites de integragdo

sobre o painel no sistema de coordenadas local. Portanto, resolvendo as integrais

(3.36.a, b, ¢) e utilizando as variaveis da Fig. 3.5, obtém-se

27 h

¢=_ﬂ{zmr_z+x(92 _91)} (3.37.a)

u :—2“—1{(92 —91)—2("—;—%ﬂ, (3.37.b)
12

w:—i lnQ_i_x(x—xz)+zz_x(x—xl)+z2 ’ (3.37.0)
27 n rzz rlz

onde 7, r,, 6 e 6, sio definidos pelas Eq. (3.22.a, b) e podem ser vistos

esquematicamente na Fig. 3.5.b.
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3.5.2.3 Dipolo Quadratico

Para uma distribuicao de dipolos quadraticos de intensidade,u(xo): 1,X, , 20

longo do k-ésimo painel, deve-se integrar as Eq. (3.33.a, b, ¢), ou seja,

#(x.2) = —&T ad! (ZZ_ZO) dx, (3.38.2)

X, 2 _ _
u="2| % (x=x)(2 203 dx, , (3.38.b)

X, . 2_ . 2
w=—t2 ]2 (r-x) -(z 20)2 dx, | (3.38.0)

onde x, ¢ a intensidade de um dipolo com funcdo de distribuicdo quadratica sobre o
painel; z, ¢ nulo ao longo de um painel sem curvatura € x,e x, sdo os limites de

integracdo sobre o painel no sistema de coordenadas local. Portanto, resolvendo as

integrais (3.38.a, b, ¢) e utilizando as varidveis da Fig. 3.5, obtém-se

2
¢:§—;_Z(X1—xz)_(x2_22)(92—6’1)—x10g%] (3.39.a)
wl (2 x5
R K e ~2x(6,-6)|. (3.39.b)
)Cz X—X x2 X—X 2
w= 22 -3, )+ 1(42 ) 2(r22 2)+2Z(6’2—91)—x10g’%], (3.39.0)

onde r, r,, 6 e 6, sio definidos pelas Eq. (3.22.a, b) e podem ser vistos

esquematicamente na Fig. 3.5.b.
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3.5.3 Vortices

Outra singularidade de grande interesse sdo os vortices que podem representar
escoamentos assimétricos sendo, portanto, utilizado em muitos casos ao invés dos
dipolos. O potencial de velocidade e as componentes de velocidade nas direcdes x e z,

respectivamente, sdo dadas por

/4 Y . 127 %
, :——0:——t E—— 3.40.
¢(x Z) 2r 2r . X=X, ( 2
u(x,z):—a¢ =7 (z-2) , (3.40.b)

ox 27 (x—x,) +(z-2,)

0@ 4 X—X,
=—=- —0 (3.40.c)

onde y ¢ intensidade de um vértice discreto, considerada positiva no sentido horario.

3.5.3.1 Vortice Constante

Para uma distribui¢do de vortice com funcdo de distribuicdo constante de
intensidade y(xo) =7, ao longo do k-ésimo painel, deve-se integrar as Eq. (3.40.a, b, c)

sobre o painel, ou seja,

¢(x,z)=—§—;£tan‘li:—2dxo (3.41.2)
2 z—z
:27_7” (z-2) ~dx, (3.41.b)

w=—12 | . dx, , (3.41.c)
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onde y, ¢ a intensidade de um vortice com distribui¢do constante sobre o painel; z, €
nulo ao longo de um painel sem curvatura e x,e x, sdo os limites de integra¢do sobre o

painel no sistema de coordenadas local. Portanto, resolvendo as integrais (3.41.a, b, c) e

utilizando as varidveis da Fig. 3.5, obtém-se

Yo n
¢=—"— (x—x )6’ —(x—x )6’ —zIn—=], (3.42.2)
272_ 1 1 2 2 l’i
u :27—70[(92—91), (3.42.b)
w:é/—;ln:—z, (3.42.¢)
1

onde 1, r,, 6 e 6, sio definidos pelas Eq. (3.22.a, b) e podem ser vistos

esquematicamente na Fig. 3.5.b.
3.5.3.2 Vortice Linear

Para uma distribuicdo de vortice com fungdo de distribuicdo linear de
intensidade 7(x0) =7,X,, ao longo do k-ésimo painel, deve-se integrar as Eq. (3.40.a, b,

c), ou seja,

4 it 12724
¢(x,z)=—-—"| x, tan dx, , (3.43.2)
( ) 27[;': 0 X=X, ‘
_ N 't XO(Z_ZO)
u==L| S —dx, , (3.43.b)
27 3 (x—x,) +(z-2z)

= —ﬁ’f o(rox) (3.43.0)



34

onde y, ¢ a intensidade de um vortice com distribuicdo linear sobre o painel; z, ¢ nulo
ao longo de um painel sem curvatura e x,e x, sdo os limites de integra¢do sobre o

painel no sistema de coordenadas local. Portanto, resolvendo as integrais (3.43.a, b, c) e

utilizando as varidveis da Fig. 3.5, obtém-se

I. z )(32—.)(?2—22 )(72—)(/'2—22
¢:27—;[le1172+5()¢2—)¢1)+ 0, 91}, (3.44.2)
1
uzﬁ{x(ﬁz—ﬁl)ntzlni} (3.44.b)
27 n
w=2L ()cz—)cl)—z(Hz—01)+)clnr—2 , (3.44.0)
27 r

onde 7, r,, 6 e 0, sio definidos pelas Eq. (3.22.a, b) e podem ser vistos

esquematicamente na Fig. 3.5.b.

3.5.3.3 Vortice Quadratico

Para uma distribuigdo de vortice quadratico de intensidade y(xo): 7,X, , a0

longo do k-ésimo painel, deve-se integrar as Eq. (3.40.a, b, ¢), ou seja,

X3

B(x,2)= -27—; | % tan™

X

zZ—2z,

dx, , (3.45.2)

X=X,

2
=22 (z-2) dx, | (3.45.b)

2
w=-Lo [ (zx_’%) dx, (3.45.c)
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onde y, € a intensidade de um vortice com distribuigdo quadratica sobre o painel; z, €
nulo ao longo de um painel sem curvatura e x,e x, sdo os limites de integra¢do sobre o

painel no sistema de coordenadas local. Portanto, resolvendo as integrais (3.45.a, b, c) e

utilizando as varidveis da Fig. 3.5, obtém-se

¢= 1;;[4x2(xz _x1)+Z(x22_x12)+2x1391 _nggz +2x(x2—322)(92—!91)+

+z(3x2 —zz)log:—{] ,
1

(3.46.a)
V> 2 2 A
u=o- (x -z )(92—01)+z(x2—xl)+leogrl—2 : (3.46.b)
2
w::—;{2x(x2—xl)+x22—x12—4xz(02—91)+(x2—Zz)log%}, (3.46.c)

onde r, r,, 6 e 6, sio definidos pelas Eq. (3.22.a, b) e podem ser vistos

esquematicamente na Fig. 3.5.b.

A auto-indugdo ¢ a perturbacdo do potencial de velocidade ou da propria
velocidade produzido por um painel sobre o ponto de controle do mesmo. O célculo da
parcela de auto-inducao deve ser tratado em particular, a fim de evitar possiveis erros no
calculo das integrais da velocidade e do potencial. Este tratamento pode ser feito tanto
analitica quanto numericamente. Para o caso de painéis retos, as integrais sao resolvidas
analiticamente, podendo-se particularizar as equagdes ja deduzidas para englobar tal
efeito sem que haja problemas. Para o caso de painéis curvos o mesmo procedimento
nao pode ser feito, visto que as integragdes sdo numéricas. Neste caso, opta-se por
adicionar um “gap” no ponto de controle em relagdo a superficie do painel. Este
procedimento também poderia ter sido utilizado para painéis retos (Katz & Plotkin,
2001).

A tabela 3.1 resume de forma pratica as equacdes do potencial e das

componentes de velocidade nas dire¢des x e z, associadas a fontes, dipolos e vortices em
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funcdo da distribuicdo de singularidades ao longo do aerof6lio. Estas expressdes
matematicas desconsideram o efeito de curvatura, ou seja, sdo validas apenas para

painéis retos. Observe que, para os polindmios linear e quadratico, a fun¢do de
distribuicio deve ser escrita como A(x)=A +A4x e A(x)=A4 +Ax+Ax’,
respectivamente. Como conseqiiéncia, os potenciais ¢(x,z), e as componentes de

velocidade u e w também devem ser escritas como a superposicao de cada contribui¢ao

de fun¢do de distribui¢do, ou seja, constante, linear e quadratica.
3.6  Inclusdo da Curvatura no Método dos Painéis

A inclusdo da curvatura do painel no método dos painéis tem como objetivo

melhorar o desempenho do método através de consideragdes matematicas e fisicas. Para

um corpo com superficie definida pela fun¢ao Z = f (x), a curvatura do painel exige a

igualdade da derivada no né final do painel j—1 com o nd do inicio do painel j, isto é,

dZ _dz : . . . . .
%z’X‘X/ = %z’X‘X; , € a igualdade da derivada no n6 final do painel jcom o n6 do

, visto no sistema de coordenadas
X ;‘r+l

c . . . . . d7Z _dz
inicio do painel j+1, isto ¢, AX‘X.HI = AX

global.

Para aerofolios em que a fung¢do Z=f(X) ¢ conhecida, basta calcular a derivada
analiticamente e avalid-la nos nos de cada painel. Porém, para muitos aerofdlios de
interesse pratico a fungdo f(X) ndo se encontra disponivel como uma fungao analitica,
mas sim na forma tabular. Para se contornar este problema algumas estratégias podem
ser tragadas. Por exemplo, € possivel gerar uma funcdo de interpolagdo entre os pontos
do aerof6lio e, posteriormente, tirar sua derivada analiticamente, procedimento este que
gera grandes erros devido ao fato de que a funcdo de interpolacdo garante somente a
funcdo e ndo a derivada no ponto em questdo. Outra maneira ¢ fazer uma discretiza¢ao
mais refinada (muitos painéis) do aerofdlio somente para o calculo da derivada, e
aplicar tais valores numa discretizagdo mais grosseira com um numero reduzido de
painéis. Este ultimo método ¢ bastante eficiente, mas sua programagdo torna-se mais
dificil que o método aqui proposto e apresenta resultados bem proximos aos obtidos

para uma discretizagdo com 18 painéis no método proposto neste trabalho. Com o
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aumento do nimero de painéis, esta diferenca entre os métodos torna-se cada vez

menor, até chegar ao caso de painel plano.

Tabela 3.1 - Ordem da distribui¢do de singularidades sobre painéis retos.

‘2 Constante Linear Quadratica
@
g A(x)=4, A(x)= Ax A(x)= A2
=
_0 2 2 _ 22
¢=2070[(x_x‘)lnrl_(X_XZ)IMZJr ¢=ﬁ[(x2—xf—zz)lnrl—(xz—xzz—zz)lnr,+ ¢7é[2(x ) ) e —x) ¢
i 4 “ 122(3x7 = 27)(6, - 6,)+ ) log 7
+2(6,-6))] +2xz(60, - 6,) = x(x, — x,)] Z( A )( »=6)+ logry +
7xflogrlzfx(x279zz)logr—22]
1
2 | u=-Zenl
E 2r 1 u:;—71[|:z(92791)7XIH%*(XZ*XI):| u:%px(xl7x2)+x127x22+4xz(62791)+
1
2
—(xz—zz)logr—zv]
12
w=22(0,-6,) :
2 w=2o zaner(H -6) Oy 2 2
2> 5 Ll w=g[(x -z )(92—9‘)+z(x2—x1)+
+leogr—2;]
it
_ ¢=§—2{z(xl—xz)—(xz—22)(92—91)—x10g%:|
s T 7
¢=—%(92—91) ¢:72L7‘rizln7?+x(92791)} !
H, X X4 r
" yo(z Z] l X, x u=al 7| ey - 2x(6:-6)
= == ="z —-_H _ X _ & > A i
'—g" e\~ 1 2”7(92 91) Z[ 27 ‘7):|
a
2
_Hy - x (x xl)ixz(x—xz)
_ M x77x17x7x2 p - x(x x2)+z (x—x1)+ w 2”[ (x1 x2)+ ”12 r22
27\t s w=—+-1|In-2 E - :
2r| 7 I 2
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O método para o cdlculo das derivadas aqui proposto ¢ bem parecido com o
método proposto por Lewis (1991) para corrigir o efeito de curvatura no método
“misto” dos vortices discretos/constante. Para o aerofolio da Fig. 3.7, o angulo de
inclina¢do do n6 de montante do painel no sistema de coordenadas globais ¢ a média
entre o angulo do painel em consideragdo, j, e o angulo do painel de montante, j—1,
enquanto que o angulo de inclinacdo do n6 de jusante do painel ¢ dado pela média do
angulo do painel j e o angulo do painel j+1. Estes angulos dos nés sao calculados no
sistema de coordenadas globais, devendo passa-los para o sistema local posicionado no

J-ésimo painel. Assim, se S, ¢ o dngulo a montante, S, ¢ o angulo em consideragéo e
B;., ¢ o angulo a jusante em relagdo ao sistema de coordenada global, entdo os angulos

ﬁj—l_ﬁj ﬁ/+1_ﬂj
(§ .

em relacdo ao sistema de coordenada local sao dados por

2 2

Figura 3.7 — Inclusdo da curvatura no método dos painéis.

Deste modo, propde-se o uso de uma fungdo polinomial do terceiro grau que

substitui z, nas formulas anteriores, 1. €., z, = n(xo) e ndo mais constante. Assim,

77(x0) =ax, +bx; +cx, +d , (3.47)

0 que permite impor quatro condigdes para a determinagdo das quatro constantes a, b, ¢
e d. Essas quatro condi¢des sdo a continuidade da funcdo e de sua derivada nos nos de

montante e jusante de cada painel. Matematicamente, ¢ possivel escrever
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7(0)=0, (3.48.a)

n(Ac)=0, (3.48.b)

dn(0) _ tan('gj =5 j -5, (3.48.0
dx,

d?](Ac) :tan(ﬁjﬂ ﬂijé‘za (3.48.d)
dx,

onde Ac ¢ o tamanho do painel j. Cabe ressaltar que o, para o painel 1 e o, para o

painel N foram calculados assumindo que os 4ngulos S, € f,,, tendem a zero.

Utilizando as Eq.(3.48.a,b,c,d) na Eq.(3.47), obtém-se

3 2

7(x,) = Ac (51+52)Ax—23—(251+52)§—22+512—°c , (3.49.2)
sendo sua derivada dada por
A )=3(6 +52)x—°22—2(251+52)ﬁ+51. (3.49.b)
dx, Ac Ac
Adotando-se uma variavel auxiliar definida por
= % : (3.50)

as Eq. (3.48.a,b) podem ser reescritas do seguinte modo

n(éc)=n"(&)=Ac[(6,+6,)& —(26,+6,)& +5¢]. (3.51.a)
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Aoy 2 A e '
ar ()= (80)=3(8,40,) 8 =2(20,483)¢ 6. (3.51.b)

Quando se introduz o efeito de curvatura no painel, deve-se corrigir a normal e a
tangente no ponto de controle, dadas pelas Egs. (3.25.a,b). Assim, os vetores normal e

tangencial no ponto de controle, corrigidos para a curvatura do painel, sdo dadas por

n = {—sen {ﬂl +tan”' {%(O,S)ﬂ,cos{ﬂi +tan” {Z—Q(O,S)ﬂ}, (3.52.a)
t. =<{cos| B +tan”' di(O 5)||.sen| B +tan”' di(O 5) (3.52.b)
' ' dx, ’ ’ ' dx, ’ . o

%

Na Eq. (3.52.b), a grandeza 661;77 (0,5) expressa o valor da Eq. (3.51.b) avaliada

Xo

em &£ =0,5. As equagdes para cada tipo de singularidade incluindo o efeito de curvatura

dos painéis sdo obtidas abaixo.

3.6.1 Fontes

3.6.1.1 Fonte Constante

Substituindo a Eq. (3.49.a) em (3.27.a,b,c), obtém-se

¢(x,z)=;-—7°[]1n\/(x—xo)2+(z—77(x0))2dx0, (3.53.a)
u:ﬁxf SX_XO) dx, | (3.53.b)
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W:ﬂxz (Z_U(xo))

27y (x—xo)2 +(z—77(x0))2

dx, . (3.53.0)

Considerando x, =0, admitido como origem do sistema de coordenadas local,

x, =Ac e fazendo a mudanca de varidveis proposta pela Eq.(3.50), as Eq. (3.53.a,b,c)
podem ser reescritas da seguinte maneira

#(x,2) :a;—fjln\/(x—ﬁAc)z (277 (&) dé,

(3.54.a)

_ aOch- (x—¢Ac) _de, (3.54.)
27 (x—/;‘Ac)z +(z—77* (é‘))

_ aoch (z-7'(¢)) e . (3.54.c)
27 (x—fAc)z +(z—77* (Cf))

As Egs. (3.54) e todas as demais descritas abaixo sdao integradas numericamente
utilizando o Método de Simpson 1/3.

3.6.1.2 Fonte Linear

Substituindo a Eq. (3.49.a) em (3.29.a,b,c), obtém-se

é(x,z) :%fxo ln\/(x—xo)2 +(z—77(x0))2dx0 ,

(3.55.a)
_o | xg(x_x‘)) _dx, | (3.55.b)
275 (x=x,) +(Z_77(x0))

_o o(zonn) (3.55.¢)
275 (r=x,) +(z=n(x))
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Considerando x, =0, admitido como origem do sistema de coordenadas local,

x, =Ac e fazendo a mudanca de variaveis proposta pela Eq.(3.50), as Eq. (3.55.a,b,c)

podem ser reescritas da seguinte maneira

#(x, ):leAﬁc jgln\/(x—gAc)2+(z—n*(§)) e,
_ope el
2z 0 (x—¢&Ac) +(z— (cf))
w:cflAc21 5(2—77*(5)) e,

2 (x— K;‘Ac)z + (z -n (f))z
3.6.1.3 Fonte Quadratica

Substituindo a Eq. (3.49.a) em (3.31.a,b,c), obtém-se

¢(x,z) 220—72[Tx§ ln\/(x—x0 ) +(z—77(x0))2dx0 ,

X

_o, K Xo (x—x,) dx,
2 ’
27 5, ()c—)co)2 +(z=n(x,))
_ (72]% x; (z—n(xo)) dx,
2

(3.56.a)

(3.56.b)

(3.56.¢)

(3.57.)

(3.57.b)

(3.57.0)

Considerando x, =0, admitido como origem do sistema de coordenadas local,

x, =Ac e fazendo a mudanca de variaveis proposta pela Eq.(3.50), as Eq. (3.57.a,b,c)

podem ser reescritas da seguinte maneira



0'2Ac

#(x.z) jg ln\/ ~ency +(z-n" () de,

_ o,Ac’ ¢ & (x—¢Ac)
2r 5 (x—éAc)2 +(z—77* (é))

3.6.2 Dipolos

3.6.2.1 Dipolo Constante

Substituindo a Eq. (3.49.a) em (3.34.a,b,c), obtém-se
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(3.58.a)

(3.58.b)

(3.58.0)

(3.59.2)

(3.59.b)

(3.59.0)

Considerando x, =0, admitido como origem do sistema de coordenadas local,

=Ac e fazendo a mudanca de varidveis proposta pela Eq.(3.50), as Eq. (3.59.a,b,c)

podem ser reescritas da seguinte maneira
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2y = e 2= (8) d 3.60
o e oo

u:ﬂoch- (x=ére)(=-7(2)) _de, (3.60.b)

o (x-éae) (== (&) |
he j (x=&ac) ~(z-n"(&)) 2
27 5 [(x—éAc)z +(z—77*(§))2}

dé. (3.60.c)

3.6.2.2 Dipolo Linear

Substituindo a Eq. (3.49.a) em (3.36.a,b,c), obtém-se

¢(x,z):_ﬂ]g %, (z-71(x,))

; _dy, (3.61.a)
275 (x—x,) +(z—77(x0))

u:ﬂT x°(x_x°)(z_"(x°)z dx, , (3.61.b)

T [(x—xo)2 +(Z—77(x0)) T

__ﬂTx (rmx) ~(2=n(x)) d, . (3.61.0)

27 ;. ! [(x—xo )2 +(Z—77(x0))2:|2

Considerando x, =0, admitido como origem do sistema de coordenadas local,
x, =Ac e fazendo a mudanca de varidveis proposta pela Eq.(3.50), as Eq. (3.61.a,b,c)

podem ser reescritas da seguinte maneira

dé, (3.62.2)
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_uac' (= i(zon(€)

T % [(x—?Ac)z +(z—77* (5))2}2

u dé, (3.62.b)

2

(x—fAc)z—(z—n*@))
ey (z - )

dé . (3.62.c)

3.6.2.3 Dipolo Quadratico

Substituindo a Eq. (3.49.a) em (3.38.a,b,c), obtém-se

b, 2) =2 [0 (ZZ_"(X")) dv, | (3.63.2)

X

PN B TS

7 (=) +(z=n(%) |

_dx, , (3.63.b)

_dx, . (3.63.c)

_&sz (x—x0)2 _(Z_U(XO))Z

275 (5= +lz=n() |

Considerando x, =0, admitido como origem do sistema de coordenadas local,

x, =Ac e fazendo a mudanca de variaveis proposta pela Eq.(3.50), as Eq. (3.63.a,b,c)

podem ser reescritas da seguinte maneira

A | z—1 (&)

§(x.z) =42 : ——dé, (3.64.2)
27 (x—£&Ac) +(z—77 (é))

. 1A jfz (x—cfAc)(z—ﬂ (65)) _de, (3.641)

T % |:(x—§Ac)2+(z—77*(§))2:|



3.6.3 Vortices

3.6.3.1 Vortice Constante

Substituindo a Eq. (3.49.a) em (3.41.a,b,c), obtém-se
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(3.64.¢)

(3.65.a)

(3.65.b)

(3.65.¢)

Considerando x, =0, admitido como origem do sistema de coordenadas local,

x, =Ac e fazendo a mudanca de variaveis proposta pela Eq.(3.50), as Eq. (3.65.a,b,c)

podem ser reescritas da seguinte maneira

(3.66.a)

(3.66.b)



__JAc t x—&Ac
27 3 (x=éae) +(z—1' (&)

3.6.3.2 Vortice Linear

Substituindo a Eq. (3.49.a) em (3.43.a,b,c), obtém-se

z—z
$(x,z)= —AJ-XO tan™' L dx, ,
(2 X=X,

Py
7 2 xo(x—xo)
__i.[ 7 dx,

dé .
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(3.66.¢)

(3.67.a)

(3.67.b)

(3.67.c)

Considerando x, =0, admitido como origem do sistema de coordenadas local,

x, =Ac e fazendo a mudancga de varidveis proposta pela Eq.(3.50), as Eq. (3.67.a,b,c)

podem ser reescritas da seguinte maneira

(3.68.2)

(3.68.b)

(3.68.)
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3.6.3.3 Vortice Quadratico

Substituindo a Eq. (3.49.a) em (3.45.a,b,c), obtém-se

V> 2 1Z27Z%
d(x,z)=—-—|x, tan dx, , (3.69.2)
( ) 27z;|: ° X=X, °
X, 2 _
u=27—2 | XO(ZZ %) _dx, | (3.69.b)
7 (x—x,) +(z-z,)

2 —
w=-12 % (r=) _dx, . (3.69.c)

Considerando x, =0, admitido como origem do sistema de coordenadas local,

x, =Ac e fazendo a mudancga de varidveis proposta pela Eq.(3.50), as Eq. (3.69.a,b,c)

podem ser reescritas da seguinte maneira

PAC ¢ 2= (6)
¢(X,Z):—7£§ tan x_—é‘Acdéj (3703)

72Ac3 (o (Z - (65))
u= ¢ 5
27 '([ (x—g”Ac)2 +(z—77* (5))

g, (3.70.b)

w=

7 2Ac3j 2 X Ac _dé (3.70.c)

27 5 (x—§Ac)2+(z—77*(§))

Conforme ja comentado, o calculo da parcela de auto-inducdo para painéis

curvos ¢ efetuado numericamente, adicionando-se um “gap” no ponto de controle em
relacdo a superficie do painel.

Novamente, deve-se observar que, para os polindmios linear e quadratico, a

fun¢do de distribui¢do deve ser escrita como A(x) =4 +4x e A(x)=4, +Ax+Ax",
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respectivamente. Como conseqiiéncia, 0os potenciais ¢(x,z), e as componentes de

velocidade u e w também devem ser escritas como a superposicdo de cada contribuicdo

de funcdo de distribui¢do, ou seja, constante, linear e quadratica.



50

Capitulo 4

Implementacio Computacional

O primeiro passo a ser dado para a implementa¢ao computacional do método
dos painéis ¢ a defini¢do da geometria do corpo. Utiliza-se para este fim a discretizacao
cossenoidal da Eq. (4.1), que tém como objetivo aumentar o numero de painéis nas
regides dos bordos de ataque e de fuga, locais estes que apresentam grande variacao de
velocidade e de pressdao. Deste modo, mesmo utilizando uma discretizagdo com poucos
painéis, a condicdo de contorno pode ser imposta nessas regides com menores erros,

conforme ilustrado na Fig. 4.1.

Xz%(l—cosgo). 4.1)

®
5/'9 10 11
\
e B
S

Figura 4.1 — Discretizagdo especial do contorno, concentrando painéis nas

extremidades.

Aplicando a condicdo de contorno de impenetrabilidade, Eq. (3.6.a) ou,

equivalentemente, a condi¢do de potencial constante (condi¢cao de Dirichlet), em todos
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os pontos de controle, chega-se a um sistema de equagdes algébricas lineares que pode

ser resolvido pelo Método de Gauss ou qualquer outro que seja adequado ao problema.

4.1 Implementacio Computacional de Singularidades Constantes

Para uma distribuicdo de singularidades constante A(x,)=4,, que pode ser

fonte, dipolo ou vértice, a condicdo de contorno de impenetrabilidade para o i-ésimo

painel € expressa da seguinte maneira
a, Ay, +a,Ag, .ot ay Ay +anAyy = RHS,, 4.2)

onde /4, representa a parte constante da distribuicdo de singularidades do j-¢simo
painel, o mesmo ocorrendo para o coeficiente de influéncia, a; .
O coeficiente de influéncia a; ¢ calculado, para o caso de condi¢do de contorno

de Neumann, como sendo a componente de velocidade normal induzida no painel i,
produzida por uma distribuicao de singularidade de intensidade unitaria no painel j. Para
o caso de condigdo de contorno de Dirichlet, o coeficiente de influéncia @, ¢ dado como
sendo a perturbagdo no potencial de velocidade no painel i produzido por uma
distribuicao de singularidades de intensidade unitaria no painel j. As expressoes

matematicas para os coeficientes de influéncia a; encontram-se no Apéndice A.

Ao aplicar a condi¢do de contorno para todos os pontos de controle, obtém-se

um sistema de equagdes lineares de ordem N x N, dado por

A, A, ... A\ A ) (RHS,
A tha . AlgN ’1?2 = RP:ISZ , (4.3)
ANl AN 2 AN N ﬂON R‘HSN
onde 4, =aqa; ¢ (44.2)
RHS,=-n-V¢, =0, (cosasen f§, —senc cos 3,) (4.4.b)

onde a ¢ o angulo de ataque e S € o angulo do painel em relagdo ao eixo X do sistema

de coordenadas global.
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Para escoamentos que gerem sustenta¢do, deve-se utilizar a condi¢do de Kutta.
Para se incluir tal condi¢@o no sistema de equagdes, Eq. (4.3), € necessario que se troque
uma equagao de impenetrabilidade por esta condi¢cdo ou utilizar o método dos minimos
quadrados, onde se tenta satisfazer ambas. Em geral, na literatura prefere-se
simplesmente trocé-las, visto que os erros sdo similares. A condicdo de Kutta para

dipolos ¢ expressa por

My = Hy = My (4.5.2)
enquanto que para vortices ¢ dada por
7,+7y=0. (4.5.b)

Neste momento cabe uma observagdo em relacdo ao método de fontes e dipolos.
Neste método, a incognita ¢ a intensidade de dipolos e somente esta tem sua ordem de

distribuicao aumentada, sendo a distribuicao de fontes sempre constantes e dadas por

o,=n;-Q_.

4.2 Implementacio Computacional de Singularidades Lineares

Para uma distribuicdo de singularidades lineares /l(xo) =4, + 4,x,, podendo ser

fonte, dipolo ou vértice, a condicdo de contorno de impenetrabilidade para o i-ésimo

painel ¢ expressa da seguinte maneira

aptoy +by A+ oy +bp A+t ay Aoy by Ay Fan Aoy by Ay = RHS,

1 L

(4.6)

onde A

o;» ‘b, Tepresentam a parte constante e linear da distribui¢do de singularidades

do j-¢simo painel, 0 mesmo ocorrendo para os coeficientes de influéncia, a, ,b; .

[j’
Assim como no caso da distribuicdo de singularidades constantes, os

coeficientes de influéncia a_,b. apresentam o mesmo significado fisico e, portanto, sao

2
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calculados da mesma maneira. As expressdes matematicas que definem os coeficientes

de influéncia a; e b, podem ser obtidas do apéndice A.

Ao escrever as equacgdes de impenetrabilidade para os N pontos de controle,
chega-se a um sistema de equacdes lineares indeterminado com N equagdes a 2N
incognitas. Para resolver este problema, admite-se que a funcdo de distribuicao de
singularidades ¢ continua, exceto no bordo de fuga, onde a condi¢do de Kutta deve ser
imposta. Assim, tém-se mais N-1 equagdes de continuidade da fung¢do linear nos nos dos

painéis que sao dadas por

Aoj + A0, = Ay 4.7)

onde Ac; ¢ o comprimento do painel j. Neste momento, o sistema de equagdes tém 2N-

1 equagdes a 2N incdgnitas, faltando, portanto, mais uma equacgao.
Essa equacdo que falta para fechar o problema ¢ a condi¢do de Kutta, obtida
através de uma consideragao fisica de que o bordo de fuga ¢ um ponto de estagnacao, ou

seja, um ponto de velocidade nula. Logo, esta condigao para fontes e vortices ¢ dada por

Aoy + Aoy T ANAC, =0, (4.8.2)

enquanto que para dipolos ¢ dada por

My, = Moy + ki ACy = fhy, - (4.8.b)

Neste ponto o sistema de equacdes esta fechado com 2N equagdes a 2N
incognitas. Entretanto, a resolucdo deste sistema sem nenhum tratamento, torna-se de
dificil implementagdo, assim como bastante dispendiosa em termos computacionais.
Para contornar este problema, utiliza-se a Eq. (4.7) como féormula de recorréncia, visto
que ¢ perfeitamente possivel descrever derivadas de ordem superior em fungdo de
derivadas de ordem inferior, reduzindo-se a ordem do sistema de 2N para N+1. Deste

modo, reescrevendo a Eq. (4.7), obtemos
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(4.9)

Substituindo a Eq.(4.9) em (4.6), obtém-se uma equagdo com a seguinte forma

Ail/‘”Ol + Az’2j’02 tot AiN—IX“ON—l + AiNj’ON + A'N+1/11N = RHSi >

1

(4.10)

onde a lei de formagéo dos coeficientes 4, , mostrados na Tabela 4.1, ¢ uma fungéo dos

coeficientes de influéncia,a; e b, . Para maiores detalhes sobre a lei de formagéo para a

distribuicao linear de singularidade ver apéndice B.

Tabela 4.1 — Lei de formagdo para distribui¢do linear de singularidades dos

coeficientes 4,

Coeficientes 4,:

Aplicando, portanto, a Eq. (4.10) em todos os pontos de controle e adicionando a

equagao referente ao bordo de fuga, Eq. (4.8), o sistema ¢ entdo escrito em forma

matricial como

I 4, 4, e Ay Ay Ay 1 7o1 I RHS, |
4, 4,, Ay 4,y Ay 702 RHS,
. . . . . : . (4. 1 1)
Ay Ay, Avava Avay Avava Yon-i RHS, ,
Ay, Ay, Ay v Avy  Ayya Yon RHS),
| ANt N+12 Avana Avay  Avana 1L 7w 0
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onde as demais intensidades das singularidades, 4, sdo prontamente determinadas pelas

formula de recorréncia, Eq. (4.9).
4.3 Implementa¢ao Computacional de Singularidades Quadraticas

4.3.1 Fontes e Dipolos

Para uma distribuigdo de singularidades quadraticas A(x,)= 4, + Ax, + 4,x;,

podendo ser fonte, dipolo ou vértice, a condicdo de contorno de impenetrabilidade para
0 i-ésimo painel € expressa da seguinte maneira

a, Ay, +b, A, +c Ay o tay Ay DAy Hendy = RAS,, (4.12)

l

onde /A

0;»/h; € 4, representam a parte constante, linear e quadratica da distribuigéo de
singularidades do j-ésimo painel, o mesmo ocorrendo para os coeficientes de influéncia,

a;,

b, ec;.
Assim como no caso das distribui¢cdes de singularidades constantes e lineares, 0s

coeficientes de influéncia a,,

b, e ¢, sdo calculados de maneira analoga, encontrando-
se no Apéndice A.

Ao escrever as equagdes de impenetrabilidade para os N pontos de controle,
chega-se a um sistema de equagdes lineares indeterminado com N equagdes a 3N
incognitas. Para resolver este problema, admite-se que a distribuicdo de singularidades
¢ continua e diferenciavel, exceto no bordo de fuga, novamente por ser um ponto onde
deve ser imposta a condi¢ao de Kutta. Assim, t€ém-se mais 2/N-2 equagdes que sao dadas

por

/7,0].-1-/11].ch+/12].ch2. =A

0j+1°

(4.13.2)

Ay 424 A, = A (4.13.b)

onde Ac; € o comprimento do painel j. A Eq. (4.13.a) expressa a continuidade da

funcdo quadratica nos nés, enquanto que a Eq. (4.13.b) expressa a continuidade de
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derivada de fungdo. Neste momento, o sistema de equacdes tem 3N-2 equacdes a 3N
incognitas, faltando ainda, mais duas equagoes.

Com relacdo ao bordo de fuga, tem-se a condi¢cdo de salto para a fun¢do de
distribuicao que pode ser utilizada para fontes, dipolos e vortices. No caso de dipolos e
vortices tal condi¢do € a propria condi¢do de Kutta, enquanto que para fontes expressa
que o bordo de fuga ¢ um ponto de estagnacdo com velocidade nula. Para fontes e

vortices, esta condigdo ¢ dada por
Aoy + Aoy + AyAcy + A, Ack =0, (4.14.2)
enquanto que para dipolos ¢ expressa por

Hy, = Hoy + tyACy + t Acy = phy, (4.14.b)

Outra equagdo ¢ necessaria para o bordo de fuga a fim de fechar o sistema de
equacdes. A igualdade da componente tangencial das velocidades na superficie superior

e inferior no bordo de fuga pode ser expressa para fontes e dipolos da seguinte forma
A+ Ay +24,,Ac,, =0. (4.15)

Para vortices, esta equacao ja ¢ aplicada através da condi¢ao de Kutta, sendo
necessario obter um outro meio de fechar o sistema. Para isso, utiliza-se uma
distribuicdo de fungdo quadratica ao longo de todo o aerofélio exceto no bordo de fuga,
onde se utiliza uma distribuicao linear. O item 4.3.2 a seguir € o apéndice D tratam com
maiores detalhes a distribui¢do quadratica de vortices.

Neste ponto o sistema de equagdes estd fechado com 3N equagdes a 3N
incognitas. Analogamente ao feito para distribuicdo linear de singularidades, utilizam-se
as Egs. (4.13.a,b) como formulas de recorréncia para reduzir a ordem do sistema de 3N

para N+2. Deste modo,

2

A= A—cj(iw ~ 2o, ) =2y (4.16.2)
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1

:E(ﬂw _zlj), (4.16.b)

A,

Substituindo as Eq. (4.16.a,b) em (4.12), obtém-se uma equagdo com a seguinte

forma

Ailﬂ’Ol + Az’22’02 tot AiN—l//{’ON—l + AiNﬂ’ON + A'N+lﬂ’1N + AiN+2]’2N = RHSz s (417)

i

onde a lei de formagéo dos coeficientes 4, , mostrados na Tabela 4.2, ¢ uma fungéo dos
coeficientes de influéncia, a, ,b, e ¢;. Para maiores detalhes sobre a lei de formagéo

2 1]7

para a distribuicao quadratica de fontes e dipolos ver apéndice C.

Tabela 4.2 — Lei de Formag@o dos Coeficientes 4, para Distribui¢ao Quadratica

de Fontes e Dipolos.

Variaveis auxiliares:

C.
R1(i,1)=2b, ——L.
(l’ ) il Acl
Ri(i. /) =R1(i. -1 -1)" S 2b..—i , 2<j<N-1.
(i) = R1(i,j =1)+(-1) L e J

Coeficientes Aij :

3 _Rl(i,l)
i1~ il Acl .
| R1(i,j—1)  R1(i, /) :

=a. +(-1) , 2<j<N-I.

A?/ a; +( )|: ch_l + ch J
RI(i,N -1

AiN =a, +(—1)N %
A7‘N+l:R2(i)'

A

ive2 = Cin -




58

Aplicando, portanto, a Eq. (4.17) em todos os pontos de controle e adicionando

as duas equacdes referentes ao bordo de fuga, Egs. (4.14) e (4.15), o sistema ¢ entdo

dado por
i All A12 AlN A1N+1 A1N+2 T /101 1T RHSl ]
A21 Azz t AzN A2N+1 A2N+2 /102 RHS 2
AN—ll AN—lZ AN—lN AN—1N+1 AN—1N+2 %N—l = RHSN—l > (4'18)
ANl AN 2 AN N AN N+l AN N+2 %N RHSN
N+11 AN+1 2 AN+1 N AN+1 N+l AN+1 N+2 ﬂw 0
! 0 - 1 20cy Ay || Ay | | O]

onde as demais intensidades das singularidades, 4, sdo prontamente determinadas pelas

formulas de recorréncia, Eq. (4.16.a,b).

4.3.2 Vortices

Como a condi¢do de salto para a derivada da fun¢do de distribui¢do quadratica
de vortices, Eq. 4.15, ndo apresenta significado fisico, deve-se obter um outro meio de
fechar o sistema de equacdes algébricas. Para tanto, propoe-se utilizar uma distribui¢ao
quadratica ao longo de todo o aerofdlio, exceto no bordo de fuga (painéis 1 e N), onde
se adota uma distribui¢do linear.

Deste modo, aplicando a condicdo de contorno de impenetrabilidade, aos N

pontos de controle, obtém-se

Vo1 TV + Al oo T 00710 +Coa ¥y F o Ay Vona By Vi
+Cn 1 Vana T dwYox oy = RHS,,

(4.19)
para 1<i < N . Neste ponto pode-se verificar que hd& N equagdes a 3N —2 incdgnitas,
estando portanto, o sistema indeterminado.

Devido a hipotese de continuidade da fungdo de distribui¢do, assim como de sua
derivada, deve-se impor o acoplamento entre os painéis j ¢ j+1. Como a ordem das

fungdes de distribui¢do de vortices sdo diferentes nos painéis 1 e 2, obtém-se
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Yoo +7nA¢ =7y, (4.20.2)

Yiu =" (4.20.b)

para os demais painéisj e j+1,onde 2 < j< N -1, tém-se

Yo, + V1,0, + 7y ,0¢ =7y (4.21.a)

7 20506 =, (4.21.b)

Resta, portanto, aplicar a condi¢do de Kutta no bordo de fuga do aerofélio,

obtendo-se
Yo tVon T7ivAcy =0. (4.22)

As equagdes de continuidade da funcdo de distribui¢do, de sua derivada e a
condicdo de Kutta, descritas acima, fornecem 2N —1 equagdes. Assim, o sistema de
equacdes ja se encontra sobredeterminado com 3N —1 equagdes a 3N —2 incognitas,
sendo resolvido através do Método dos Minimos Quadrados.

Manipulando as Eqgs. (4.20.a, b) e (4.21.a, b) de modo andlogo ao realizado para
a distribui¢do de fontes e dipolos quadraticos, e substituindo-as na Eq. (4.19), obtém-se

uma equacao com a seguinte forma

A Ay + Ay Ay + ot Ay Ao + Ay Aoy + A v Ay = RHS,, (4.23)

1

onde a lei de formagéo dos coeficientes 4, , mostrados na Tabela 4.3, ¢ uma fungéo dos

coeficientes de influéncia, a,,b, e c,;. Para maiores detalhes sobre a lei de formagéo

jjﬂ

para a distribui¢ao quadratica de vortices ver apéndice D.
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Tabela 4.3 — Lei de Formag@o dos Coeficientes 4, para Distribui¢do Quadratica

de Vortices.

Variaveis auxiliares:

R3(i,1)=0,

R3(i,2) = 2b, —Aicz,
2

Ac v

j-1

R3(i, /)= R3(i, j = 1)+ (-1)’ ( Sy op, - Acé

Coeficientes Aij :

L
il = Yl ACI ’

b, 1
A 4 ——R3(i,2
i2 a12+Acl ACZ (la )5

1| R3(i,j—1) R3(i,j

4, =a,+(cry| BB BES)
P Ac,, Ac,
=4, ———R3(i.N 1),

Gy

N-1 j .
v =b )| b, ——
A7N+l iN + j=2( ) ) ch

J

J,para 3<j<N-I.

},para 3<j<N-1.

Aplicando, portanto, a Eq. (4.23) em todos os pontos de controle e adicionando a

condicao de Kutta, Eq. (4.22), o sistema ¢ entdo dado por

4, 4, - Ay Ay Yot i RHS, ]
4, Ay o Ay Ay Vo2 RHS,
Ay Ay, Ay n Avaya || Yona RHS, ,
Ay, Ay, Ay Ay v Yon RHS,,

1 0o - 1 Acy JLnw ] L O

(4.24)

onde as demais intensidades das singularidades, y, sdo prontamente determinadas pelas

Egs. (4.20) e (4.21).
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4.4 Calculo das Forcas Aerodinamicas

O calculo dos coeficientes de influéncia e a solucdo do sistema de equagdes
lineares foram implementados em rotinas FORTRAN e, uma vez calculadas as
intensidades das singularidades, ¢ importante determinar alguns coeficientes
aerodindmicos, tais como o coeficiente de pressdo ao longo da superficie do aerofélio,

C,,eo coeficiente de sustentagdo, C, , definidos por:

_pP—-Pp,
Cp = T, , (4.25.2)
2 o0
C, EL, (4.25.b)
| e
EPQwC

onde p_ ¢ a pressdo estatica do escoamento incidente (pressao de referéncia), ¢ € a
corda do aerofolio, L a forca de sustentacdo e o ¢ a massa especifica do fluido. Uma

vez calculadas as intensidades das singularidades, ¢ possivel avaliar a velocidade
tangencial ao i-ésimo painel. Com esta velocidade pode-se calcular o coeficiente de

pressdo através da equagdo de Bernoulli, que se torna
c -1 %W (4.26)

Para calcular o coeficiente de sustentacdo, C,, pode-se proceder de duas

maneiras. A primeira através da integracdo do coeficiente de pressao ao longo do

aerofolio, que fornece a seguinte expressao

N
C, :—lZCpiAc,. cos(a—A3). (4.27)

C iz

E a segunda, através do teorema de Kutta-Joukowski,
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C, =

N [, =yAc , para vortice
onde (4.28)

2 35r
0T " I', =p — ., ,paradipolo,

sendo I'; a circulagdo média, y, a circulagdo média por unidade de comprimento € x, a

intensidade média do dipolo, relativos ao i-ésimo painel.
Um fluxograma esquematico do método dos painéis feito neste trabalho, Fig.

4.2, segue a mesma linha de raciocinio do proposto por Katz & Plotkin (1991).

Inicio do Programa

:

Definicao da Geometria do Corpo

A 4
Calculo dos Coeficientes de Influéncia A,-, ;

v
Calculo de RHS,

'

Resolugdo do Sistema de Equagdes Lineares
Calculo das Velocidades, Pressao e dos
Carregamentos

}

Fim do Programa

Figura 4.2 — Fluxograma mostrando a estrutura do método numérico, Katz &

Plotkin,1991.

O célculo do potencial de velocidade e das velocidades induzidas, quando se
inclui o efeito de curvatura, ¢ realizado utilizando um procedimento de integracao
numérica através do método de Simpson 1/3 composta, porque o numero de intervalos

de integracdo, n, € par ¢ maior ou igual a 4. Divide-se, inicialmente, o painel em 10000
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intervalos e incrementa-se com o mesmo valor até que seja alcangado o critério de

convergéncia adotado que ¢ de 10~ . Para maiores detalhes do método de integracdo,

incluindo o valor do seu erro, ver Apéndice E.
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Capitulo 5

Resultados e Discussoes

O escoamento potencial ao redor de um aerofdlio ¢ calculado com o Método dos
Painéis para cada uma das distribui¢cdes de singularidades descritas no capitulo 3 e 4.
Para a validacao dos resultados, sdo feitas comparacdes do coeficiente de sustentagdo e
da distribuicdo do coeficiente de pressdao sobre o aerofdlio, calculados segundo o
método dos painéis, com a solugdo analitica para o aerofolio de Van de Vooren,
escolhido exatamente por possuir solu¢dao obtida via Transformacdo Conforme (Katz e
Plotkin, 1991). O aerof6lio de Van de Vooren escolhido tem espessura de 15% e seu
angulo no bordo de fuga tem 20°. Os resultados apresentados abaixo sdo divididos em
duas partes: a primeira para painéis retos, isto €, painéis sem curvatura; a segunda para

painéis com curvatura.

5.1 Painéis sem Curvatura

O escoamento potencial ao redor do aerofdlio de Van de Vooren, discretizado
com painéis sem curvatura, foi calculado com o Método dos Painéis para todas as
distribuicdes de singularidades descritas no capitulo 3, a saber: fontes, vortices, dipolos
e a combinacao fontes-dipolos. Para cada tipo de singularidade, fungdes de distribuicao
constante, linear e quadratica foram estudadas.

Os resultados apresentados sdo para trés diferentes combinagdes das condigdes
de contorno locais e das condi¢des globais de conservagdao de massa ou circulagao. O
M¢étodo Convencional ¢ aquele em que o sistema de equagdes algébricas lineares ¢
formado impondo-se apenas as condi¢des de contorno locais (Neumann ou Dirichlet),
conforme Katz e Plotkin (1991). Neste caso, o sistema ndo inclui uma condi¢do de
conservagdo global. O Método Modificado ¢ aquele obtido ao se substituir uma equagao
que expressa a condi¢ao de contorno local em um tUnico ponto de controle por uma
equagao de conservagdo global. Neste caso, o ponto de controle onde nao se impde a
condicado local ¢ escolhido de modo a se evitar regides proximas aos bordos de ataque e
de fuga do aerofdlio. A terceira metodologia, baseada no Método dos Minimos

Quadrados, incorpora a equacgdo global a todas as equagdes de contorno locais e
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considera uma solucdo aproximada para o novo sistema sobredeterminado formado. A
solucdo numérica do sistema de equagdes algébricas lineares obtidas por qualquer um
dos métodos ¢ calculada utilizando o algoritmo de decomposi¢ao LU.

Distribuindo inicialmente apenas fontes sobre o aerofolio, a analise fica restrita a
aerof6lios sem sustentacdo, isto €, ao caso de um aerofélio simétrico, com angulo de
ataque nulo. As trés diferentes fungdes de distribuicdo de singularidades foram
analisadas: constante, linear e quadratica. Utilizando 30 painéis, pois as diferengas entre
os métodos ficam mais evidentes com um numero pequeno de painéis, pode-se observar
na Fig. 5.1 resultados calculados para a variagdo de C, ao longo da superficie do
aerof6lio. Os resultados numéricos mostrados s3o para uma distribuicdo de
singularidades quadraticas. Como pode ser visto na Fig. 5.1, estes resultados estdo
muito proximos da solugdo analitica, exceto pela flutuagdo andmala de pressao
calculada pelo Método Modificado justamente no ponto onde a condi¢do local foi
removida. Ao se incluir a conservacdo da massa em substitui¢do a condi¢do local, a
primeira ¢ automaticamente satisfeita, mas a condicao local ndo ¢ mais respeitada. Ao
se incluir todas as condic¢des locais juntamente com a condi¢do global e se resolver o
sistema de equagdes algébricas lineares sobredeterminado pelo Método dos Minimos
Quadrados, o erro existente na solugdo tende a ser distribuido para todas as fontes dos
painéis, amenizando seu efeito local. Os resultados para fonte constante e linear nao sao
mostrados nesta figura porque as curvas de C, coincidem visualmente com as curvas de
C, da fonte quadratica. Estes resultados ddo uma indica¢ado do erro local de cada método
de soluc¢do e indicam que, mesmo para um pequeno numero de painéis, a funcdo de
distribuicao constante produz resultados muito proximos aos obtidos pelas fungdes de
ordem linear e quadratica, exceto no painel onde se observa a flutuagdo andomala de

pressao calculada segundo o método modificado.
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-Cp

aerofolio

040 —— Sol. Analitica [ A

—&— Convencional | l

06Y 0t —A— Modificado ]
—= Minimos Quadrados

Figura 5.1 - Variacdo de C, ao longo da superficie do aerofélio para: fontes

quadraticas; N =30, o =0°.

A Tabela 5.1 mostra como o valor do somatério da massa total de fluido que
cruza a superficie do aerofolio emitida pelas fontes dos painéis varia com o nimero de
painéis, para cada funcao de distribuicdo e método de solugdo estudado. A massa total
de fluido que cruza a superficie do aerof6lio deve ser nula para que a superficie do
aerofdlio seja uma linha de corrente. Quando o Método Modificado ¢ utilizado, o valor
deste somatorio de massa total ¢ nulo porque esta ¢ uma condicdo imposta
explicitamente na solug¢do. O valor deste somatorio, quando diferente de zero, fornece
uma indicacao do erro global da solucdao. Como os resultados da Tabela 5.1 mostram, o
valor do somatorio de massa total cai rapidamente quando o numero de painéis
aumenta, chegando a terceira casa decimal com N = 100 e a quarta casa decimal com N
= 300. Além disso, ¢ interessante também observar que a fungdo de distribuigdo nao
afeta o erro global do método de solugdo, como corroborado pelos graficos do
coeficiente de pressdao da Fig. 5.1. Em outras palavras, os resultados obtidos com a
funcdo de distribui¢do constante fornecem resultados essencialmente equivalentes aos

obtidos pelas funcdes de distribui¢do de ordem superior, para o0 mesmo método de
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solugdo. Finalmente, ¢ possivel ainda inferir da Tabela 5.1 que o erro global obtido pelo
Método Convencional e pelo Método dos Minimos Quadrados sdo muito proximos
entre si, indicando que podem ser utilizados indistintamente, dependendo da aplicacao
ou da modelagem completa que se deseja utilizar para a solugdo de um problema
especifico.

Pode-se, entdo, concluir que os Meétodos Convencional e dos Minimos
Quadrados produzem solugdes muito proximas entre si, com erros locais e globais
muito pequenos, enquanto que o Método Modificado nao ¢ o mais adequado devido ao
erro local que surge no coeficiente de pressdo do painel onde a condig¢@o local ndo ¢é
imposta. Os resultados adicionalmente indicam que as distribui¢des linear e quadratica
fornecem resultados muito proximos da distribuicdo constante, independentemente do
método de solugdo usado. Estes resultados permitem inferir que a solugdo com melhor
custo-beneficio, do ponto de vista numérico, para um escoamento simétrico ao redor de
um aerof6lio simétrico sujeito a um angulo de ataque nulo, ¢ aquela com distribuicdo de
fontes constantes obtida ou pelo Método Convencional ou pelo Método dos Minimos

Quadrados.

Tabela 5.1 - Somatério da massa total das fontes distribuidas sobre os painéis

em funcao do método de solugdo e do numero de painéis.

Singularidade |Distribuicao Método N=20 | N=60 |[N=100 |[N=300
Convencional 0,0107 | 0,0035 | 0,0021 |0,0007

Constante Modificado 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 |0,0000

Minimos Quadrados| 0,0085 | 0,0033 | 0,0020 |0,0007

Convencional 0,0118 | 0,0036 | 0,0021 |0,0007

. C.lls\?enutrenann) Linear Modificado 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 |0,0000
Minimos Quadrados| 0,0095 | 0,0033 | 0,0020 |0,0007

Convencional 0,0152 | 0,0040 | 0,0023 |0,0007

Quadratica Modificado 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 |0,0000

Minimos Quadrados| 0,0122 | 0,0037 | 0,0022 |0,0007

Para escoamentos com angulo de ataque

simétricos ou assimétricos, que geram forgas de

nio-nulo em torno de aerof6lios

sustentacdo nao nulas, devem ser
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utilizados elementos de singularidade capazes de reproduzir assimetrias nos campos de
velocidade e pressao do escoamento. Tais elementos sdo dipolos e vortices.

Para a analise de um escoamento assimétrico, utiliza-se novamente o aerofolio
de Van de Vooren com 15% de espessura e 20° de angulo no bordo de fuga, que ¢
simétrico, mas com angulo de ataque diferente de zero. Visando acentuar as variagdes
de pressdo, principalmente nos bordos de ataque e de fuga, emprega-se um angulo de
ataque de 10° para as simulagdes numéricas discutidas a seguir. Para cada simulagdo,
sao utilizadas novamente as trés fungdes de distribuicdo de singularidade: constante,
linear e quadratica.

A Tabela 5.2 apresenta o erro global do coeficiente de sustentacdao, definido
como a diferenga entre o valor obtido numericamente e o valor analitico exato para o
aerofolio escolhido com « = 10°. Estes erros sao expressos em termos da fun¢do de
distribui¢do de singularidade, do numero de painéis e do tipo de singularidade, ao qual
encontra-se associada a condi¢do de contorno (Neumann ou Dirichlet) utilizada na
implementagdo numérica. Dessa Tabela, as seguintes inferéncias podem-se ser feitas:

a) os erros de todos os modelos de distribui¢do de singularidade estudados
diminuem quando o numero de painéis aumenta, como esperado;

b) fixado o niimero de painéis, a funcdo de distribuicdo constante apresenta erros
da mesma ordem de grandeza para todos os tipos de singularidade analisados;
em outras palavras, qualquer tipo de singularidade produz os mesmos resultados;

c) em geral, a funcdo de distribui¢do constante apresenta erros maiores do que as
fungdes linear e quadratica, exceto para pequenos valores de N, como ilustrado
pelos casos com N = 20; valores pequenos como este, entretanto, ndo sao
utilizados em geral para simula¢des com alto grau de exatiddo numérica;

d) fixado o numero de painéis, as distribui¢des linear e quadritica também
produzem erros de mesma ordem de grandeza para todos os tipos de
singularidade escolhidos, exceto para pequenos valores de N, como ilustrado
pelos casos com N = 20, casos em que a distribuicdo de vortices apresenta
melhores resultados que as demais; desta analise pode-se afirmar que o modelo
com distribui¢ao de vortices, linear ou quadratico, gera resultados com menores
erros para qualquer valor de N, grande ou pequeno;

e) o modelo combinado de fonte e dipolo ndo ¢ melhor que o de vortices e de

dipolos, e pode ser descartado;
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f) o modelo de dipolo quadratico apresenta erros muito proximos aos obtidos com
o modelo de vortices lineares;

g) o modelo de vortices quadraticos apresenta erros proximos ao modelo de
vortices lineares;

h) o modelo proposto por Lewis apresenta solugdes bastante precisas mesmo para
um nuamero reduzido de painéis, N=20, fato que deve ser considerado visto a
simplicidade de sua implementagdo, chegando a valores préximos aos dados
pelos métodos de vortice linear e dipolo quadratico;

1) com base nas observagdes acima, ¢ possivel concluir que o modelo de vértices,
com fun¢do de distribuicdo linear ou quadratica ¢ o modelo de dipolo com
funcdo de distribuicdo quadratica, apresentam menores erros globais para

qualquer valor de N.

O método de Lewis ¢ um codigo que utiliza a hipotese de campo proximo, ou
seja, a velocidade induzida por um painel distante do ponto de controle em analise pode
ser considerada como sendo produzido por um vértice concentrado (pontual), enquanto
que para velocidades induzidas pelo proprio painel (self-induced) ¢ utilizada uma
distribuicdo de vortices constantes. Este método considera ainda a curvatura entre
painéis adjacentes através de consideracdes geométricas e utiliza um procedimento
(Back Diagonal Correction) para tornar a matriz do sistema de equagdes em diagonal
dominante, através de uma consideragdo fisica de circulagdo nula no interior do

aerofolio, sendo esta a grande responsavel pela precisao do método.

Tabela 5.2 - Erro no coeficiente de sustentagdo em termos do elemento de
singularidade, da funcdo de distribuicdo e do nimero de painéis. Van de Vooren 15%;

a =10°.

C.C. Singularidade Distribuig¢ao N=20 | N=60 | N=100 | N=300
Neumann Vértice Linear -0.84% |-0.10%{-0.04% | 0.00%
Quadratico -0.61% |-0.09% {-0.03% | 0.00%

Vértice Constante -10.27%-1.93%|-1.06% |-0.28%

Lewis -1.65% |-0.21%-0.08% |-0.01%

Constantes -6.91% |-2.35%(-1.40% |-0.47%

Dirichlet Fonte e Dipolo Lineares -11.48%1 0.05% | 0.09% | 0.01%
Quadraticos -2.70% |-0.84%{-0.51% |-0.19%

Constante -4.12% |-1.34%1-0.91% |-0.61%

Dipolo Linear -11.48%/ 0.05% | 0.09% | 0.01%

Quadratico -0.83% |-0.09% {-0.03% | 0.00%
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A medida que a fungdo de distribui¢io tem o grau do seu polindmio aumentado,
a ordem do método tende a aumentar e, conseqiientemente, o erro numérico do método
tende a diminuir, como discutido acima, exceto nos casos em que o numero de painéis ¢
muito pequeno. O aumento do niumero de painéis também faz com que o erro diminua.
Deve-se mencionar que a possibilidade de utiliza¢do de outra condi¢do de contorno que
ndo a indicada na Tabela 5.2 para cada tipo de singularidade escolhida foi estudada, mas
o modelo nao apresenta solugdo numérica convergida, seja para parametros locais,
como o coeficiente de pressao, seja para parametros globais, como o coeficiente de
sustentacao.

Diferentes métodos de solucdo para os diversos modelos de singularidade
estudados também podem ser utilizados. O método dos painéis com distribuicdo de
vortices constantes, formulado com condicao de contorno de Dirichlet, ¢ andlogo ao
modelo de fontes com fungao de distribui¢ao constante, onde a imposi¢ao da condigao
de conservacdo da massa torna o sistema de equagdes algébricas lineares
sobredeterminado. No modelo de vortices faz-se necessario introduzir uma equagao
adicional de conservacdo de circulagdo para representar fisicamente o mecanismo de
geragdo de forca de sustentacdo. Para escoamentos em regime permanente esta condi¢ao
se traduz na conhecida Condicdo de Kutta, que ¢ uma condi¢do local porque envolve
apenas as intensidades dos vortices dos painéis adjacentes ao bordo de fuga. A adi¢ao
de uma equagdo que expresse a condigdo de Kutta ao sistema de equagdes algébricas
lineares que representa a imposi¢do da condi¢do de contorno torna o sistema
sobredeterminado, analogamente a solugdo para fontes. E importante ressaltar que a
imposi¢do da condicdo de Kutta € necessaria para que a solucdo capte o mecanismo de
geragdo de sustentacdo que ocorre no escoamento real, ao contrario da equacao da
massa para o modelo de fontes, a qual ¢ automaticamente satisfeita para N grande,
mesmo que ndo seja imposta explicitamente.

De maneira semelhante, mas ndo igual, ao modelo de fontes, novamente ¢
possivel obter a solu¢ao para o sistema de equagdes algébricas lineares de trés maneiras
diferentes. O aqui denominado Método Convencional ¢ aquele em que o sistema de
equacdes ¢ reduzido a um sistema determinado substituindo-se uma condi¢do de
contorno em algum painel previamente escolhido, longe dos bordos de ataque e de fuga,
pela condi¢ao de Kutta (KATZ & PLOTKIN, 1991). A substitui¢do de uma condigdo de

contorno em algum painel por uma condi¢ao global de conservacdao de circulagdo da
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origem ao aqui denominado Método Modificado. Neste método, o somatério de toda a
circulagdo ao redor do aerof6lio deve ser especificado para o tipo de aerofdlio e angulo
de ataque escolhidos. Embora a especificacdo da circulagdo total ao redor do aerofélio
nao faga sentido do ponto de vista de céalculo do escoamento potencial porque a
circulagdo ¢ uma incdgnita, essa metodologia pode ser aplicada em conjunto com o
Meétodo de Vortices para a solucdo do escoamento viscoso e ndo-permanente ao redor
do mesmo aerof6lio (SILVA, 2005). Esta ¢ a razdo para a analise do desempenho do
M¢étodo Modificado. Alternativamente, o sistema de equagdes sobredeterminado
formado pela imposicdo da condicdo de contorno local em todos os N pontos de
controle juntamente com a condicdo de conservagdo de circulacdo, na forma da
condi¢do de Kutta ou na sua forma global, pode ser resolvido pelo Método dos Minimos
Quadrados.

Os desempenhos dos trés métodos de solugdo podem ser comparados na Fig. 5.2,
que apresenta em forma grafica os erros percentuais no célculo do coeficiente de
sustentagdo para uma distribuicdo de vortices constantes e lineares, para a =10°.
Conforme pode ser visto na figura, as solu¢des obtidas para a distribuicdo de vortices
constantes pelo Método Modificado e pelo Método dos Minimos Quadrados nao sao
melhores que a solucao obtida pelo Método Convencional, mas também ndo sdao muito
diferentes. Este resultado sugere que o Método Convencional apresenta-se como a
melhor opc¢do para o célculo de escoamento potencial ao redor de um aerofdlio,
enquanto que os Métodos Modificado e dos Minimos Quadrados podem ser usados
como parte do algoritmo do Método de Vortices porque seus erros ndo sao muito
diferentes dos erros obtidos com o Método Convencional. Para os métodos de vortice
linear e quadratico as metodologias discutidas acima nao sdo aplicaveis, pois a condi¢@o
de Kutta ¢ adicionada ao sistema sem que haja remoc¢do de nenhuma equagdo que
expressa a condicdo de contorno, e o sistema torna-se, entdo, determinado para a
distribuicdo linear. Como o aumento da ordem da distribuicdo requer mais equagdes
para possibilitar o fechamento do sistema, a distribuicdo quadratica demanda, além da
condi¢do de conservagdo de circulagdo, uma equacgdo adicional de compatibilizagao das
fungdes de distribui¢do nos nos dos painéis.

Pode-se ainda inferir trés resultados do grafico da Fig. 5.2. Em primeiro lugar,
conforme esperado intuitivamente e mostrado na Tabela 5.2, a solu¢do se aproxima do
valor analitico com o aumento do numero de painéis. Em outras palavras, o erro diminui

a medida que N aumenta (ou 1/N diminui no grafico da Fig. 5.2). A Fig. 5.2 ilustra esta
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convergéncia tendo como base os trés métodos de solugcdo para a distribuicdo de
vortices constantes e a solugdo por vortices lineares. Em segundo lugar, fica evidente
nesta figura que a solucdo com vortices lineares apresenta erros até duas ordens de
grandeza menores que a s solugdes para vortices constantes. Em terceiro lugar, pode-se
observar que a solucdo com vortices lineares converge muito mais rapidamente para
solugdo analitica, fato caracterizado pela inclinagdo mais ingrime de sua curva de erro.
Este resultado ja era esperado por ser o método de vortices lineares um método de
ordem superior ao de vortices constantes. Pelo fato de a curva de erro possuir inclina¢ao
1:2, o método de vortices lineares € dito ser de segunda ordem, enquanto que o método
de vortices constantes possui inclinagdo 1:1 e ¢,portanto, de primeira ordem (MORAN,

1984).

Erro de C; (%)

"5+ CONSTANTE:MMQ
—5— CONSTANTE:Conv.
_A~ CONSTANTE:Mod.
10 _« LINEAR 3
e LEWIS
10_4 3 ‘2 1
10 10 10

1/N

Figura 5.2 — Comparag¢ao entre o erro do coeficiente de sustentacao (C;) para

vortice constante e linear; o =10°.

O método do dipolo, com ou sem fonte, ¢ implementado utilizando a condi¢ao
de contorno de Dirichlet. Esta condi¢ao ¢ imposta no interior do corpo e € equivalente a
imposicao da condi¢dao de contorno de Neumann na regido exterior. A Fig. 5.3 apresenta
um grafico do erro percentual do coeficiente de sustentagdo calculados com as
distribui¢des de vortices linear e quadratico e de dipolo quadratico para o aerofdlio de

Van de Vooren 15% com angulo de ataque de 10°. Como pode ser visto na figura, o
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método do dipolo quadratico (sem fonte) apresenta erros quase iguais ao método de
vortices lineares, o que ja era previsto uma vez que uma distribui¢do de dipolos de
ordem M ¢ equivalente a uma distribuicdo de vortices de ordem M-1 (KATZ &

PLOTKIN, 1991). Esta equivaléncia ndo ocorre para o método combinado de dipolos e

fontes.
10"
107 L |
-3
—~ 10°¢ ]
S .
$)
3
o 10*L ]
(=)
8]
' —&~ Vortice Linear 4
1071 ¥ —A- Vértice Quadratico |
—+ Dipolo Quadratico 1
—e— Lewis
10° - . 1
10 10 10

1IN
Figura 5.3 — Erro (%) do coeficiente de sustentacdo (C.) para o aerofolio de

Van de Vooren 15% com angulo de ataque (« ) de 10°.

Visando avaliar os erros locais, a Fig. 5.4 mostra uma comparacdo entre a
solucdo analitica e os resultados calculados pelos métodos com distribuicdo de vortices
e dipolos, ambos lineares, para a distribuicdo do coeficiente de pressdo sobre a
superficie do aerofdlio. Os resultados foram obtidos utilizando novamente 30 painéis
para acentuar as diferencas entre os métodos. Pode-se notar a que a solucao utilizando
dipolos lineares com condicdo de contorno de Dirichlet tende a capturar mais
corretamente o pico de suc¢do no bordo de ataque do aerofdlio, embora nas demais
regides a solucdo para vortices lineares com condigdo de contorno de Neumann seja
mais proxima da solucdo analitica.

Para o método dos vortices quadraticos impde-se a condi¢ao de contorno de
Neumann, o que leva a erros globais no coeficiente de sustentacdo semelhantes aos

erros do método dos vortices linear (Tabela 5.2). A Fig. 5.5.a compara a distribui¢do de
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coeficientes de pressdo ao longo do aerof6lio para os métodos dos vortices lineares e
quadraticos, demonstrando que ambos os métodos sdo bastante precisos. Deve-se
ressaltar a melhor captura pelo método do vortice quadratico do pico de succdo na
regido proxima ao bordo de ataque do aerofolio.

A Fig. 5.5.b mostra a distribuicdo do coeficiente de pressdo sobre o aerofdlio
obtido com os métodos de vortice linear e dipolo quadratico. Os resultados permitem
inferir que ambos os métodos apresentam resultados muito proximos entre si também
para a variagdo local de uma grandeza fisica de interesse. A avaliagdo dos erros globais
desses dois métodos, mostrada na Fig. 5.3, ja tinha permitido inferir que os métodos de
vortice linear e dipolo quadrético sdo essencialmente equivalentes, pois produzem erros
globais muito proximos entre si. Em comparacdo com a solu¢do analitica, também ¢
possivel verificar que ambos os métodos calculam com grande exatidao as variagdes
locais de C,, mesmo com apenas 30 painéis, exceto no bordo de ataque. O refinamento

da discretizacdo do aerofdlio corrige esse problema.

—— Vande Vooren 15%
SR\ T — Sol. Analica [ 7
; —o— Vortice Linear
; —— Dipolo Linear

Figura 5.4 — Comparacdo entre os coeficientes de pressdo (C,) para vortice €

dipolo linear. N =30, a =10°.
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Figura 5.5 - Coeficiente de pressao ao longo do aerofélio para N=30e a =10°.

(a) vortices lineares e quadraticos. (b) vortices lineares e dipolos quadraticos.

O tempo de processamento, ou tempo de CPU (CPU time), ¢ um dado
importante ao se comparar o desempenho de cada método analisado. E sabido que os
métodos que utilizam a condi¢do de contorno de Dirichlet apresentam um tempo de
processamento inferior aos que fazem uso da condi¢do de contorno de Neumann (KATZ
& PLOTKIN, 1991). Este comportamento pode ser observado tanto numericamente na

Tabela 5.3, quanto graficamente nas Fig 5.6 ¢ 5.7, medidos em um computador Pentium
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II 1.1 MHz. Com base nesses resultados obtidos, pode-se concluir que o método do
dipolo quadratico apresenta a vantagem de ser mais rapido e com exatiddo semelhante
ao do vortice linear. Deve-se, entretanto, evitar o uso da condi¢do de Dirichlet para
descrever escoamentos sobre corpos com painéis muito proximos entre si ou mesmo
regides onde a espessura seja muito fina. O tempo de CPU para escoamentos
bidimensionais como os estudados neste trabalho ndo ¢ um fator limitador para a
simulacdo numérica de escoamentos potenciais ao redor de corpos, mas torna-se mais

expressivo para escoamentos tridimensionais sobre corpos rombudos e esbeltos.

Tabela 5.3 — Tempo de processamento (s) para diversos tipos e distribui¢des de

singularidades.
Métodos Numero de Painéis (N)

20 | 100 | 300 | 600 | 900
Constante 0001|0522 |54
£ Fonte Linear 0.0 0108|3593
g Quadratica | 0.0 | 0.1 | 0.9 | 3.9 | 94

o 9] :
g Z. Vértice Lme’ar 0001 |08 ]| 34|92
= Quadratico 00 0109 ]| 39 |94
< L. Constante 00|00 |05 22|54
3 Vortice Lewis 0.0 | 0.0 | 0.1 05 | 1.3
2| o Constante 0000 |04 ] 19 | 47
£ | = | Fonte e Dipolo Linear 0.0 01]05] 23157
8| E Quadratico | 0.0 [ 0.1 | 0.6 | 2.6 | 6.9
A Constante 00| 00 |00 00 | 0.0
Dipolo Linear 0000 ]03]| 14136
Quadratico | 0.0 | 0.0 | 04 | 1.8 | 49
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Figura 5.6 — Comparagdo entre o tempo de processamento (s) para os métodos

de baixa ordem.
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Figura 5.7 - Comparagao do tempo de processamento do método dos painéis

utilizando dipolos quadraticos (c.c. Dirichlet) e vortices lineares (c.c. Neumann).

A Fig. 5.8 mostra a distribuicdo de dipolos quadraticos com condi¢do de
contorno de Dirichlet para N =120 e = 10°, na qual se verifica a boa concordancia do
método no bordo de ataque e na regido critica proxima ao bordo de fuga, em destaque.
Pode-se concluir, finalmente, que o método de painéis com distribuicdo de vortices

lineares ¢ o método de painéis com distribuicdo de dipolos quadraticos sdo os que
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apresentaram melhor desempenho do ponto de vista da exatiddo do método,
simplicidade e ainda com baixo tempo de CPU. Em outras palavras, sdo os métodos

com melhor custo-beneficio.

! —— Van de Vooren 15% |'
—— Solugéo Analitica

Cp

Figura 5.8 - Coeficiente de pressdo para dipolos quadraticos com destaque para
o bordo de fuga, c.c. de Dirichlet, N=120¢ o =10°.

5.2 Painéis com Curvatura

A inclusdo da curvatura dos painéis no método dos painéis tem como objetivo
aumentar a precisdo do método em relacdo ao método de painéis retos para um mesmo
numero de painéis, ou utilizar um nimero menor de painéis para uma mesma precisao.

O polindmio cubico utilizado para descrever a curvatura dos painéis na
discretizagdao do aerofolio pode ser visto na Fig. 5.9. No estudo realizado, manteve-se o
aerof6lio de Van de Vooren com 15% de espessura, mas reduziu-se para 18 o nimero
de painéis que representam o aerofdlio visando proporcionar para uma melhor avaliacao
dos resultados obtidos. Os pontos de controle, que eram calculados como a média dos
pontos das quinas no painel sem curvatura, foram transladados na dire¢do normal ao
painel original sem curvatura, a fim de permanecerem sobre o mesmo. As dire¢des
normais e tangenciais calculadas sobre o painel também sdo corrigidas de modo a

acomodar a existéncia de curvatura no painel.
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Figura 5.9 - Representagdo da fungdo cubica que inclui a curvatura.

A andlise ¢ novamente iniciada com as distribuigdes de singularidades que
geram um campo de escoamento simétrico, ou seja, as fontes e/ou sumidouros. A Fig.
5.10 mostra uma comparacdo entre os métodos que utilizam fontes constantes com e
sem curvatura. Os resultados para fonte linear e quadratica sdo omitidos, pois resultaram
em curvas praticamente idénticas as curvas obtidas para fonte constante, fato que pode
ser verificado através da Tabela 5.4, que mostra como o valor do somatério de massa

total emitida pelas fontes na superficie do corpo varia com o nimero de painéis.
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Figura 5.10 - Comparagao entre os coeficientes de pressao para fonte constante

com e sem a curvatura do painel. N= 18, o= 0°.

Tabela 5.4 - Analise do somatorio das fontes, com e sem inclusdo da curvatura

dos painéis.

Singularidade | Distribui¢ao M¢étodo N=12| N=18 | N=30 | N=60 |N=120
Constante | Convencional s/curv| 0.0160 | 0.0117 | 0.0072 | 0.0035 [0.0018

c/curv [-0.0568 |-0.0208 |-0.0057 |-0.0002 | 0.0009

Fonte (C.C. de Linear | Convencional s/curv | 0.0202 | 0.0130 | 0.0075 | 0.0036 [0.0018
Neumann) c/curv [-0.0574[-0.0208 | -0.0057 | -0.0002 | 0.0009
Quadratica | Convencional s/curv | 0.0262 | 0.0172 | 0.0092 | 0.0040 [0.0019

c/curv [-0.0503 |-0.0168 |-0.0042 | 0.0001 {0.0010

Como a Fig. 5.10 e a Tabela 5.4 indicam, a inclusdo da curvatura dos painéis no

método dos painéis que utiliza uma distribuicdo de fontes constantes, com solucdo

calculada pelo método de solu¢ao convencional, acarretou uma reducao de uma ordem

de grandeza nos valores da massa total de fluido que cruza a superficie do aerofolio para

valores de N da ordem de 10%, como pode ser visto no resultado para N = 60 da Tabela

5.4. Por outro lado, a inclusdo da curvatura dos painéis ndo redundou na obtencdo de

melhor precisdo em relagdo aos resultados com painéis retos para valores de N da ordem




81

de grandeza de 10, como pode ser visto nos resultados para N = 12, 18 e 30. Este
comportamento dos erros globais do método ¢ corroborado pelos erros locais
apresentados na Fig. 5.10 para a distribuicdo de C, no aerofdlio com N = 18. Deste
modo, pode-se dizer que o método dos painéis com distribuicao de fontes (constantes)
sobre painéis sem curvatura ¢ o preferido quando poucos painéis sdo utilizados para
discretizar o corpo, independentemente da funcdo de distribui¢do de singularidade
empregada, pois ¢ o mais simples de ser implementado e apresenta resultados muito
semelhantes ao de ordem superior. Por outro lado, para este exemplo, quando o nimero
de painéis ¢ da ordem de 10 ou maior, a inclusdo da curvatura dos painéis produz erros
globais no minimo uma ordem de grandeza menores. Neste caso, painéis com curvatura
sdo a melhor opgdo. E interessante notar também que o aumento da ordem do método,
através do aumento do grau do polindmio usado para a fun¢dao de distribui¢do, nao
diminui os erros globais do método, ao contrario do esperado intuitivamente.
Analogamente, os métodos que utilizam vortices com fungdes de distribui¢ao de
singularidade constante, linear e quadratica, com e sem curvatura nos painéis, sao
comparados graficamente nas Figs. 5.11, 5.12 e 5.13 e numericamente na Tabela 5.5. As
Figs. 5.11, 5.12 e 5.13 apresentam uma comparagdo entre os coeficientes de pressdo
sobre o aerof6lio obtidos da solucdo analitica e das solu¢des numéricas, com e sem a
curvatura nos painéis, para vortices constantes, lineares e quadraticos, respectivamente,
com N = 18, o = 10°. A Tabela 5.5 lista os erros obtidos entre os coeficientes de
sustentagdo calculados por integragdo de C, para os diferentes métodos dos painéis, com
e sem curvatura, em relacdo ao valor exato obtido da solu¢do analitica para o aerofdlio
de Van de Vooren com 15% de espessura e o = 10°. Nesta tabela, o erro no coeficiente
de sustentacdo ¢ apresentado em fung¢do do tipo de singularidade, da funcdo de

distribuicdo e do numero de painéis. Com base nesses resultados, pode-se verificar que:

a) a Tabela 5.5 mostra que o método de painéis com curvatura apresenta, em geral,
um erro menor do que o método de painéis sem curvatura, e este erro diminui
com o aumento do nimero de painéis, embora os erros continuem dentro da
mesma ordem de grandeza;

b) o método de painéis com curvatura e com fun¢do de distribuicdo de vortices
constantes sobre o aerofolio ndo apresenta uma melhora significativa em relacdo
ao equivalente sem curvatura, seja em termos de erros locais (Fig. 5.11), seja em

termos de erros globais(Tabela 5.5), mesmo quando N aumenta;
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o método de painéis com curvatura e com fun¢do de distribui¢do de vortices
lineares sobre o aerofdlio apresenta uma melhora significativa em relacdo ao
equivalente sem curvatura em termos de erros locais (Fig. 5.12) e globais
(Tabela 5.5), embora os erros globais com e sem curvatura continuem da mesma
ordem de grandeza, mesmo quando N aumenta;

o método de painéis com vortices lineares e painéis com curvatura tende a
capturar mais corretamente os gradientes de velocidade e de pressao no bordo de
ataque do aerofolio (Fig. 5.12), mas produz um resultado similar ao método sem
curvatura para o restante do aerofdlio, uma vez que o efeito da curvatura é muito
mais pronunciado na regido em torno do bordo do ataque do que nas demais
regides (Fig. 5.9).

a adi¢do de curvatura ao método de painéis com fungdo de distribui¢do de
vortices quadratica (Fig. 5.13) apresenta uma melhora significativa em relagdo
ao equivalente sem curvatura em termos de globais (Tabela 5.5), o mesmo ndo
ocorrendo para os erros locais (Fig. 5.13). Os erros globais para os métodos com
e sem curvatura se mantém com a mesma ordem de grandeza, mesmo quando N
aumenta,

a adicdo de curvatura ao método de painéis com distribuicdo de dipolos
constantes, lineares e quadraticos causa erros globais menores do que no método
com painéis retos, embora as diferencas sejam pequenas mesmo quando N

aumenta.
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Figura 5.11 - Comparacdao entre os coeficientes de pressdo para vortice

constante com e sem a curvatura do painel. N =18, o= 10°.
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Figura 5.12 - Comparagdo entre os coeficientes de pressao para vortice linear

com e sem a curvatura do painel. N =18, = 10°.
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Figura 5.13 - Comparacdo entre os coeficientes de pressao

quadratico com e sem a curvatura do painel. N =18, a=10°.
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para vortice

Tabela 5.5 - Erro no coeficiente de sustentacdo em funcdo do elemento de

singularidade, da distribuicdo e do numero de painéis, com e sem curvatura. Van de

Vooren 15%, ¢ =10°.

C.C.|Singularidade Distribuicao N=12 | N=18 | N=30 | N=60 | N=120
- ) s/curv. | -7,98% | -3,20% | -1,02% | -0,24% | -0,06%
g Linear
g Vértice c/eurv. | -3.06% | -1,14% | -0,44% | -0,13% | -0,04%
5 L. s/curv. | -5,54% | -2,32% | -0,81% | -0,21% | -0,05%
Z. Quadratica

c/curv. | -2,15% | -0,84% | -0,35% | -0,11% | -0,03%
. s/curv. | -16,16% | -10,14% | -5,55 % | -2,43% | -1,10%
Vortice Constante
c/eurv. | -18,65% | -9,99% | -5,02% | -1,99% | -0,82%
15 s/curv. | -22,61% | -10,67% | -6,03% | -2,58% | -1,11%
= Constante
2 c/curv. | -16,96% | -7,11% | -4,02% | -1,72% | -0,74%
Aa ) ) s/curv. | -40,59% | 7,70% | -0,10% | -1,86% | -0,81%
Dipolo Linear
c/curv. | -20,3% | 3,85% | -0,05% | -0,93% | -0,41%
L. s/curv. | -5,94% | -2,33% | -0,72% | -0,17% | -0,04%
Quadratico
c/curv. | -3,96% | -1,55% | -0,48% | -0,11% | -0,03%
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A Fig. 5.14 mostra um grafico do comportamento do erro percentual no
coeficiente de sustentagdo do aerofolio de Van de Vooren com 15% de espessura e o =
10° em fun¢do do inverso do nimero de painéis (1/N) para os métodos do vortice
constante, linear e quadratico com e sem curvatura. Como ja mencionado, os erros para
os métodos de painéis com vortices constantes com € sem curvatura sao muito préoximos
entre si, enquanto que a adi¢do de curvatura ao método de painéis com vortices lineares
ou quadraticos reduz o erro global sobre o coeficiente de sustentagdo, mas ndo altera a
inclinacao da curva de erro. O método do vortice linear apresenta uma inclinagao mais
ingreme do que o método do vortice constante, o que caracteriza sua ordem superior. O
método do vortice constante € dito ser de primeira ordem por apresentar inclinacao 1:1
na Fig. 5.14, enquanto que o método do vortice linear ¢ dito ser de segunda ordem por

apresentar inclina¢do 1:2 na mesma figura.

— Vortice Constante sem Curvatura

—©— Vortice Constante com Curvatura
—A— Voértice Linear sem Curvatura
—H— Voértice Linear com Curvatura
—&— Vortice Quadratico sem Curvatura
—X— Voértice Quadratico com Curvatura

<>
>
X

I/N

Figura 5.14 — Erro (%) no coeficiente de sustentacdo do aerofdlio de Van de
Vooren 15% com a = 10° para os métodos de vortices constantes, lineares e

quadraticos, com e sem curvatura.
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O método de painéis com distribui¢cdo de dipolos quadraticos (sem fonte) e com
curvatura apresenta erros no coeficiente de sustentacdo que s@o muito proximos aos
erros do método de painéis com distribui¢do de vortices lineares, como pode ser visto na
Tabela 5.5. Este resultado ¢ semelhante ao caso sem curvatura porque uma distribuicao
de dipolos de ordem M ¢ equivalente a uma distribuicdo de vortices de ordem M — 1
(KATZ & PLOTKIN, 1991). A Fig. 5.15 corrobora este resultado mostrando
graficamente, através da distribui¢do do coeficiente de pressdo sobre o aerofdlio, a
semelhanga entre os resultados calculados pelo método dos dipolos quadraticos e pelo
método dos vortices lineares. Do estudo aqui realizado, pode-se concluir que estes sao

dois dos melhores métodos analisados.

4 LW = =

—— Van de Vooren 15%

—— Solucao Analitica

—o— Vértice Linear com Curvatura
e it i —~— Dipolo Quadratico com Curvatura | |

Figura 5.15- Comparagdo entre os coeficientes de pressdo para vortice linear e

dipolo quadratico com curvatura. N =18, a =10°.

A Fig. 5.15 ilustra a distribui¢@o linear de vortices com condig¢@o de contorno de
Neumann e com inclusdo da curvatura nos painéis, para o aerofélio de Van de Vooren
com N = 120 e o = 10°, na qual se verifica a boa concordancia do método na regido

critica proxima ao bordo de fuga.
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Figura 5.16 - Coeficiente de pressdo para vortices lineares com

curvatura, condi¢ao de contorno de Neumann , N =120 e o= 10°.

O tempo de processamento, ou tempo de CPU, foi desconsiderado nos casos dos
métodos de painéis com curvatura porque a integragdo numérica utilizando o critério de
convergéncia adotado leva a um tempo bastante mais elevado que nos casos sem
curvatura. Por exemplo, para uma discretizacdo do aerof6lio de Van de Vooren 15%
utilizando 30 painéis, o método do vortice linear sem curvatura apresentou um tempo de
processamento de 0,0 segundos ao passo que ao incluir a curvatura o tempo necessario
foi de 421,5 segundos. Entretanto, a tendéncia ¢ que os métodos de Dirichlet tenham um
tempo de processamento inferior aos de Neumann, pois requer um numero de operagdes

numéricas menor.
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Capitulo 6

Conclusoes

Ao analisar os resultados ¢ possivel destacar alguns aspectos com respeito ao
método dos painéis.

Para aerof6lios simétricos € com angulo de ataque nulo, ou seja, escoamento
simétrico ao longo do perfil, apesar de ser perfeitamente possivel também a utilizagao
de vortices e dipolos, opta-se pela utilizacdo de fontes sujeita a condi¢do de contorno de
Neumann.

O método utilizando fontes constantes ¢ explorado de diversas maneiras, do
convencional ao método dos minimos quadrados no qual se opta pela inclusdo de uma
equacdo de conservagdo global que ¢ a de conservagdo de massa, implementado através
do somatorio das fontes. Os resultados ndo acarretaram numa melhoria significativa do
método, conforme € visto na Fig. 5.1 e na Tabela 5.1.

Com a evolugdo do método se propds, portanto, o aumento da ordem da
distribuicdo das fontes, passando entdo a tratar de métodos ditos de ordem superior,
fonte linear e quadratica. Essas técnicas, entretanto, continuam a ndo apresentar grandes
diferencas de resultados para os do método de fonte constante. Portanto, restava a
inclusdo da curvatura do painel na técnica, o que ¢ feito utilizando uma funcao
polinomial de terceiro grau, assegurando que haja diferenciabilidade nos noés do painel,
0 que novamente ndo implicou, para fontes, em melhoria do método, Fig. 5.10 e Tabela
5.4.

Dentre as singularidades que sdo capazes de gerar escoamentos assimétricos,
destacam-se os métodos que utilizam distribui¢do de voértices ou dipolos, enquanto este
¢ sujeito a condicao de contorno de Dirichlet e aquele, em geral, a condi¢do de contorno
de Neumann. Para o método dos vortices constantes € necessario trocar a condi¢ao de
contorno de Neumann para Dirichlet, pois ao se aplicar a primeira obtém-se uma matriz
de coeficientes de influéncia cuja diagonal principal ¢ nula.

No método do vortice constante, analogamente ao que foi feito com a fonte
constante para a conservacdo da massa, introduz-se uma equacdo adicional para
representar fisicamente a sustentagdo, condicdo de Kutta; entretanto, para aplica-la ¢

necessario retirar uma equagdo local ou entdo fazer uso do método dos minimos
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quadrados. O método dito convencional ¢ o da troca da equacdo local pela condicdo de
Kutta, enquanto o dito modificado troca-se pelo somatorio da circulagdo prescrito ao
longo do aerof6lio, o que ¢ analogo a condicao de Kutta. Essas nuancem, entretanto, nao
apresentam melhorias com relagdo ao método convencional, conforme pode ser visto na
Fig. 5.2. O método apresenta resultados satisfatorios, Tabela 5.2, entretanto, os erros sao
ainda elevados para um nimero reduzido de painéis.

Opta-se, novamente, pelo aumento da ordem da fungdo de distribuicdo de
singularidades, passando a vortices lineares e quadraticos. O método do vortice linear
apresenta resultados bem melhores do que o apresentado pelo vortice constante para um
mesmo numero de painéis, 0 mesmo ocorrendo de maneira menos significativa para o
vortice quadratico em relagdo ao linear, Tabela 5.2.

A inclusdo da curvatura acarreta numa sensivel melhora dos métodos de vortice
linear e quadratico, ao passo que o mesmo ndo se verifica de forma tdo pronunciada
para o método de vortice constante.

Os métodos dos dipolos sujeitos a condi¢ao de contorno de Dirichlet apresentam
uma propriedade bastante interessante que ¢ o tempo de processamento reduzido,
Tabela 5.3 e Fig. 5.6 ¢ 5.7, isto se deve principalmente ao menor numeros de operagdes
numéricas necessarias. Vale ressaltar que no método dos vortices constante, a condi¢ao
de contorno de Dirichlet ndo foi imposta através do potencial de velocidade e sim da
velocidade tangencial, o que eleva o tempo de processamento.

Inicia-se novamente com o método dos dipolos constantes, passando ao linear e
finalmente ao quadratico, havendo uma melhora significativa ao se elevar a ordem,
conforme pode ser verificado na Tabela 5.2. Além disso, o método do dipolo quadratico
apresenta erros no coeficiente de sustentagdo semelhantes aos do vortice linear, Fig.
5.5.b, 0 que ja era previsto, uma vez que para uma distribuicao de dipolos de ordem M ¢
equivalente ao de vortices de ordem M-I/, enquanto que o método de dipolos (c/ fontes),
0 mesmo ndo ocorreu. Aqui, novamente a inclusdo da curvatura propiciou uma melhora
do método, Tabela 5.5 e Fig. 5.15.

Deste modo, em linhas gerais, o método dos painéis apresenta as seguintes
caracteristicas:

a) Os erros de todos os modelos de distribuicdo de singularidades estudados

diminuem quando o numero de painéis aumenta;

b) Para o método que utiliza somente fontes, o aumento da ordem da func¢do de

distribuicdo de singularidade e a inclusdo da curvatura ndo acarretam em
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melhorias significativas em relagdo ao método de fontes constantes sem
curvatura, Tabela 5.4;

Para o método utilizando vortices ou dipolos, em geral, o aumento da ordem
da funcao de distribuicao de singularidades e a inclusdo da curvatura levam a
menores erros, Tabela 5.5;

Dentre os métodos analisados que geram sustentagdo, verifica-se que os
métodos de vortices lineares e de dipolos quadraticos apresentam os
melhores custo-beneficio. O aumento da ordem da funcao de distribuicao de
vortices de linear para quadratica ndo leva a uma melhora significativa, Fig.
5.3;

A grande vantagem do método de painéis utilizando a condi¢do de contorno
de Dirichlet, dipolos, ¢ o tempo de processamento reduzido, apesar de
necessitar de uma ordem a mais na fungdo de distribuicdo de singularidades
do que os que utilizam vértices sujeito a condi¢do de contorno de Neumann,

Tabela 5.3.

A partir da andlise efetuada neste trabalho, propde-se algumas sugestdes para

trabalhos futuros, tais como:

a)

b)

¢)

d)

Realizar um estudo mais detalhado dos métodos aqui desenvolvidos para um
aerofolio com bordo de fuga afilado (Joukowski, por exemplo);

Aplicar um método de integragdo numérica menos oneroso para painéis
curvos, tal como quadratura gaussiana;

Explorar outras medidas de erros globais e locais, tais como o erro médio
quadratico do coeficiente de arrasto e a norma do erro local,
respectivamente;

Aplicar os métodos de painéis a aerofdlios multi-elementos e a geometrias

tridimensionais, tais como asas.
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Apéndice A
Calculo dos Coeficientes de Influéncia
A.1  Condicao de Contorno de Dirichlet
O coeficiente de influéncia ¢ calculado como sendo a perturbagdo no potencial

de velocidade no painel i produzido por uma distribuicdo de singularidade de

intensidade unitdria pelo painel j. Para uma func¢do de distribui¢do de singularidades

dada por A(x)=4, +Ax+A,x’, obtém-se

a,; = 9. (}“0 =1, xpi’Zpi’x_/’z_/’x_/+l’zj+l)’ (A.l.a)
b, :¢l(ﬂ'1 :17xpi’Zpi’xj’Zj’xj+l’Zj+1)’ (A.1.b)
¢, =9, (/12 =Lxp,zp;,X,52,,X 0,2, ) , (A.l.c)

onde:

a; b. ., ¢, . sdo os coeficientes de influéncia referente as parcelas constantes, linear e

L,j2 Ti,j
quadratica, respectivamente, da fungdo de distribuicao de singularidades;
9., ¢, ¢, sdo os potenciais de velocidade associados as parcelas constante, linear e
quadratica, respectivamente, da fun¢do de distribui¢do de singularidades;
A » A4, A, sdo as parcelas constante, linear e quadratica, respectivamente, da fungdo de
distribuicdo de singularidades;

xp , zp sdo as coordenadas do ponto de controle no sistema de coordenada local;

x, z sdo as coordenadas dos nos no sistema de coordenada local.



96

A.2 Condicao de Contorno de Neumann

O coeficiente de influéncia a; sdo calculados como sendo a componente de

velocidade normal induzida no painel i, produzida por uma distribuicao de singularidade

de intensidade unitaria no painel ;.

a,;=n;-u, (/10 = l,xpi,zpi,xj,zj,xj+1,zj+1 ) , (A.2.a)
b ;=n,-u, (/71 = l,xpl.,zpi,xj,Zj,xjﬂ,z_/.H), (A.2.b)
¢ =n -u; (/12 = l,xpl.,zpi,xj,Z_/.,x_/.ﬂ,zm) , (A.2.0)
onde:
u, u, u, sdo as parcelas constante, linear e quadratica, respectivamente, da

velocidade induzida no painel i pelo painel j;

n, ¢ a normal exterior do i-ésimo painel.
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Apéndice B

Lei de Formacao para Distribuicio Linear de Singularidades dos

Coeficientes A4;;

Para uma distribui¢do linear de vortices, por exemplo, dada por ;/(x) =y, + X

e um aerofolio discretizado com apenas 4 painéis, conforme Fig. B.1, deseja-se

determinar uma lei de formagao dos coeficientes 4, ;.

Figura B.1 — Aecrof6lio discretizado com apenas 4 painéis, ressaltando seus

pontos de controle.

Aplicando a condi¢do de impenetrabilidade, Eq. (4.6), aos 4 pontos de controle,

obtém-se

anto +b A+ anldy + by, +a Ay + 0345 +a Ay + b, A4, = RHS,, (B.1)

para 1<i<4.
Neste ponto pode-se verificar que hd 4 equacdes e 8 incdgnitas, estando
portanto, o sistema indeterminado. A continuidade da fun¢do de distribuicao de vortices,

Eq. (4.9), permite incorporar mais 3 equagdes ao sistema que ¢ dado por

e
Ac

J

", = (ijH _70j) , para 1< <3, (B.2)

onde Ac; € o comprimento do painel ;.
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Substituindo a Eq. (B.2) em (B.1) e manipulando algebricamente, obtém-se

[an —z—’;ljym +[ai2 +%_%j702 +(ai3 +%é_%éj7°3 +(ai4 +§;23j704 +b.,7,=RHS,,
(B.3)

para 1<i<4.
O sistema de equagdes agora t€ém 4 equagdes a 5 incognitas. Resta, portanto,

incluir a condi¢do de Kutta, Eq. (4.8.a), aplicada ao caso de vortices que ¢ dada por
Yor +Vos + 7140, = 0. (B.4)

Deste modo, por analogia, a lei de formagdo dos coeficientes 4;; ¢ dada por

4, z[ il_ﬂj. (B.5.a)
Ac,
I D R 2<j<N-1 (B.5.b)
y g A cj_l A cj ? -J ' U

b'N—l

Ay =] @y +—2 | (B.5.c)
Acy

Ay =by. (B.5.d)

Deste modo, demonstrou-se o exposto na Tabela 4.1.
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Apéndice C

Lei de Formaciao para Distribuicio Quadratica de Singularidades dos

Coeficientes A4;;

Para uma distribuicdo quadratica de dipolos, por exemplo, dada por

u(x) = 44, + p,x+ 1,x° e um aerofdlio discretizado com apenas 4 painéis, conforme Fig.

C.1, deseja-se determinar uma lei de formag@o dos coeficientes 4, ;.

Figura C.1 — Aerof6lio discretizado com apenas 4 painéis, ressaltando os pontos

de controle e a esteira.

Aplicando a condicao de impenetrabilidade, Eq. (4.12), aos 4 pontos de controle

e a um ponto adicional proximo ao bordo de fuga, obtém-se

A Moy + by ) + oy + @ oy + Dy + Cip oy + s oy + D5 + C s +
b
H 0y oy + Dyt + iy oy + Ay 41, = RHS,

(C.1)
para 1 <i<5. Este ponto adicional ¢ necessario para que seja possivel o fechamento do
sistema de equacdes. Além destas no bordo de fuga ha a condi¢@o de salto tanto para a
derivada quanto para a funcao de distribui¢ao de dipolos.

Neste ponto pode-se verificar que ha 7 equagdes e 13 incognitas, estando
portanto, o sistema indeterminado. A continuidade da fun¢do de distribuicao e de sua
derivada, Egs. (4.13.a, b), permitem incorporar as outras 6 equagdes ao sistema. Estas

equacdes sdo novamente reescritas,

Hyj; + /Jlecj + /szchz' = Hyjio (C2.a)
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M+ 20 A, = 1, para 1< <3. (C.2.b)

Expandindo e manipulando algebricamente as Egs. (C.2.a,b), obtém-se

2

M :A_cl(:uoz _ﬂm)_ﬂlz’ (C3.a)

His :i(ﬂm _,uoz)_,una (C.3.b)
Ac,

Hiz :i(ﬂm _;Uo3)_,ul4a (C3.0)
Ac,

Hy = L(/ulz - Iull) ) (C4.a)
2Ac,

Hy = ;(ﬂn —Hp ) s (C.4.b)
2Ac,

Hyy = L(ﬂﬂ —H; ) . (C.4.0)
2Ac,

Substituindo a Eq. (C.3.c) em (C.3.b) e em seguida, em (C.3.b), obtém-se

2 2 2
My = Ac, (:uoz _/uol)_A_cz(:u% _ﬂ02)+A_c3(lu04 _#03)_ﬂ14’ (C.5.2)
fyy == (05 — 14 )——2 (Hoy = Moy ) + 1y » (C.5.b)
12 Ac, 03 — Moo Ac, 04 ~ Ho3 14

2
Hy = (,uo4 _,u03)_,u14- (C5.0)

Ac,
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Substituindo as Egs. (C.5) em (C.4), obtém-se:

1 1 2 2
Ho =A_C1 _A_Cl(,uoz _,uol)""A_cz(,u(n _ﬂoz)_A_Q(ﬂ04 _:u03)+/u14}a (C.6.9)
M, :L__L(;Um _ﬂoz)""i(/um —,1103)—/114 ’ (C.6.b)
Ac,| Ac, Ac,
1l
Hos :A_c3__A_c3(ﬂ04 _ﬂo3)+ﬂ14 : (C.6.c)

Substituindo as Egs. (C.5.a, b, c) e (C.6.a, b, ¢) em (C.1), obtém-se

2 2 2
a, fy, +by |:A_cl(zuoz _,um)_A_cZ(,uos _ﬂ02)+A_C3(,u04 _ﬂos)_ﬂ14i|+

C.

+— _L(ﬂoz _ﬂ01)+i(ﬂoa _ﬂm)_i(ﬂm _ﬂ03)+/“14 T apHy +
Ac | Aq Ac, Ac, ’

2 2
+b, {A_cz('um _'um)_A_Q(ﬂM _,uo3)+/“14}+

c 1 2
+A;C?2|:_A_C2(Iu03 _ﬂ02)+A_C3(ru04 _#03)_;!14}_’_

gty + b3 i(ﬂm_ﬂos)_ﬂm +c;3 _L(ﬂm_ﬂos)_"ﬂm +
Ac;, Acy | Ac,

Fa oy + bty + Cutyy + A1, = RHS,

i

(C.7)

Manipulando algebricamente a Eq. (C.7), explicitando as incdgnitas, chega-se a

b, ; b. b. . _ b _
a, —2—=—+ Cllz Loy +| @y +2—+2—— 0'12 -2 i -2 6’22 Hoy +
Ac, A Ac,  Ac, Ac AcAc,  Ac, Ac,
by _, b - - b, b, ¢ |
+Ha, -2 -2 42 Ci o G 9l 5P G 5 G

Ac, Ac;,  AcAc,  AcAc; Ac,  Ac, Ac)  Ac,Ac,

b, . b, . b, . b, :
203 0132 ) tos J{aM Y N S B i B, S - S S - N 0132 }#04 +
Ac,  Ac, Ac;  AcAc; Acy;  Ac,Ac; Acy A
€ Cin Ci
| by +———+by — b+ + by |\ FCy iy + A, 1, = RHS;
Ac, Ac, Ac,

(C.8)
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Assim, a Eq. (C.1) fica da seguinte forma

Ay gy + Aoy + Aoy + Ay oy + Aty + Aty + A, 10, = RHS,, (C9)

1

no qual os coeficientes para o i-€simo ponto de controle sdo dados por

b. C,
1 1
4y =a,-2—+—,
Ac,  Ac
A =a +2 bz'l +2 bz'l _ cil _2 cil _2 bi2 + th
i2 — Y2

Ac, Ac, Ac’ Ac/Ac, Ac,  Ac)’

b, b, : , b, b, .
Ai3 — ai3 _2 il il +2 czl +2 czl +2 i2 +2 i2 0122 +
Ac, Ac, Ac/Ac, Ac,Ac, Ac, Ac,  Ac,
) Co ) b n Cis

Ac,Ac, Ac,  Ac)’ ’

C b. C b C
il _2 i2 +2 i2 +2 i3 i3 ,

T T Ay T AcAe, T Ac, T AcAc; Acy Act

1 [
L =a,——1| 2b, ——1 |, C.10.a
1471 il ACI ( il ACl j ( )
1 it 1 i Cin
A,=a,+—|2b, ——— |+—| 2b, -2——-2b, +— |, (C.10.b)
Ac, Ac, ) Ac, Ac, Ac,
ISP VA S TRV S < N VS SV S S I S |
Ac, Ac, Ac, | Ac, Ac, Ac, Ac,

(C.10.c)

1 c c, C
L =a,+—|2b, -2 —2b 422 42p ——B | C.10.d
1474 i4 AC3 { il ACI i2 A62 i3 AC3 j ( )
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A, =—b, +Aicl+b,.2 - ZZ L (C.10.¢)

4, =c,. (C.10.9)

Seja entao,

RI(i,1) = 2b, -~

Ac,

R1(i,2) = 2b, — 2Ac—“ ~2b, +:;2 :
¢ ¢y

RG3)= 2,255 -, 02 s,
C C, Cy

Deste modo,

RI(i,1) =25, —AC—Z, (C.11.a)
1
C. C.
R1(i,2) = R1(i,1) =~ — 2b,, +~2
(1.2) = RI(i.) a2 e
C. C.
R1(i,3) = R1(1,2) +~2 + 2B, —~1>
(1:3) = R(i )+Acz+ ®Ae

onde por analogia, obtém-se

Ac; j

Rl(i,j):Rl(i,j—1)+(—1)j_l£ Sy op, - J 2<j<N-I.

(C.11.b)



Outra lei de formagao ¢ dada por

onde por analogia, obtém-se

-1 . B
R2(i)=b,, + (—1)f(b,.j— % J 2<j<N-I.
1

Ac,

Jj= J

104

(C.12)

Os coeficientes 4, Egs. (C.10.a, b, ¢, d,e, f), em fungéo das varidveis auxiliares

R1(i,j) e R2(i), sdo dados por

A =a, —ﬁm(m),
1

1 , 1 .
Ai2 =4a, +A_QR1(Z,1)+A_02R1(Z,2)’

4, = a,———RI(i,2)-——RI1(i.3),

Ac, Ac,

1 .
Ai4 =a, +A—C3R1(l,3) ,

Reorganizando, escreve-se

1
- ——RI1(1,1
! Ac, (l’ )’

(C.13.a)

(C.13.b)
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Ay = ay +(-1Y {Acl,l RI(i, ) —1)}, (C.13.¢)
An = R2(i), (C.13.d)
Ay =Ciys (C.13.¢)
Ay =4, (C.13.9)

Como a fun¢do de distribuicdo de singularidades ¢ quadratica, deve-se também
discretizar o aerof6lio para um niimero impar de painéis, afim de que a lei de formacao

dos coeficientes A4, seja a mais geral possivel. O aerofolio €, portanto, discretizado

através de 5 painéis.
Aplicando novamente a condi¢do de impenetrabilidade, Eq. (4.12), aos 5 pontos

de controle e a um ponto adicional préximo ao bordo de fuga, obtém-se

Ao, + Dty + oty + Ay + Bty + Cop by + Aoy + Dty + Cpftys +
+ g hog + Dy F Ciapoy + Qysfhos + bisps + Cis s + A pt,, = RHS,.

(C.14)
para 1<i<6. Este ponto adicional ¢ necessario para que seja possivel o fechamento do
sistema de equacdes. Além destas no bordo de fuga ha a condi¢do de salto tanto para a
derivada quanto para a fungao de distribuicao de dipolos.

Neste ponto pode-se verificar que ha 8 equagdes e 16 incodgnitas, estando
portanto, o sistema indeterminado. A continuidade da fun¢do de distribui¢do e de sua
derivada, Egs. (4.13.a, b), permitem incorporar as outras 8 equacdes ao sistema.

Analogo ao procedimento efetuado anteriormente, obtém-se ap6s manipulagdes

algébricas as seguintes equagdes para as derivadas primeiras e segundas,

2

2 2 2
Hi :A_cl(,uoz _ILIOI)_A_CZ(ﬂ(B _ﬂoz)"'A_%(ﬂm _/J03)_A_C4(,u05 _,uo4)+,u15 )

(C.15.a)
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2 2 2
Hyy :A_Cz('u% _/uoz)_A_%(:uM _/u03)+A_c4(lu05 _lu04)_'u15 ’ (C.IS.b)
7 :i(ﬂ — i )—i(ﬂ — Hyy )+ 1 (C.15.c)
13 Ac, 04 — Hoz Ac, 05 — Hoa 155
_L( ) (C.15.d)
My _Ac4 Hos = Hog ) — Hys - 9.
1 1 2 2
Hy :A_cl[_A_Cl('uoz /‘01)+A_Cz(:u03 _ﬂoz)_A_%(ﬂ04 _'u03)+
(C.16.a)
+A_c4(,uos - /104)_ s,
1] 2 2
M, :A_Cz__A_Cz(ﬂm _ﬂoz)+A_c3(/u04 _;Uo3)_A_C4(/u05 —/104)+/115}, (C.16.b)
1o 2
oy =A—C3_—A—C3(#o4 —ﬂos)+A—C4(ﬂos ‘ﬂo4)‘/‘15} (C.16.0)
_ L _L( )+ (C.16.d)
Hoy Ac,| A, Hos = Hoy ) T His |- -10.

Substituindo as Egs. (C.15) e (C.16) em (C.14), obtém-se:

2b, . ¢y 2b, ¢y | 2b, 2b, 2¢, Ciz
A= Moy | @+~ — e g +
Ac,  Ac’ Ac, Ac’ Ac, Ac, AcAc, Ac,

o2k 2k 2y 2, 2 2y 2, 2y c ), .
" Ac, Ac, Ac, Ac; AcAc, AcAc, Ac,)  Ac,Ac,  Ac;  Acy Hoo

2b, +%_%+2bi3 " Cia 2¢; +2bi3 2¢, 2¢, 2b, 2b,

(a,+=0 e e e
Ac, Ac, Ac4 Ac, Ac,” AcAc, Ac; AcAc; AcAc, Ac,  Ac,
2¢, 2¢, 2b, 2¢, 2b, 2¢, 2b, 2c,
- I 2)u04+(a15 e e e T
Ac,Ac;  Ac,Ac, Ac, Ac, AcqAc, Ac, Ac,Ac, Ac, AcAc,
2b,
+—— -b,+—*+b, -b, +S g +c + =RHS..
Ac, A 2 ——5) s [ Acl Acz Ac3 Ac, s JIUIS istlos + Ay 4, = i
(C.17)

Assim, a Eq. (C.14) fica da seguinte forma

Aty + Aoy + A pi + Aythoy + Aisplos + Aigtys + A pis + 4, 1, = RHS, , (C.18)

1



no qual os coeficientes para o i-ésimo ponto de controle sdo dados por

1
A7‘l =4a; __(2bi1 -

Ac,

Ci
b
Ac,

: 1 2
_i T 2’bil _L_zbﬂ
Acl ACz Acl ACZ

2
2c _op, 4+ ——(2b _2¢ b, +
Acl Ac2 Ac, Acl
+ ﬁ + 2bi3 - i)a
Ac, Ac,

2c. _
Ay =a,+ 1 2b, — -2b, + Cin +2b,, _ S +
AC3 ACI ACZ Ac3
1 2¢. 2c. 2¢. _
2w, — gy Loy G oy 4 G|
Ac4 C c, Ac, Ac,
2c, 2¢, 2,
A5 =a; _L 2b, _&—2171-2 Cin +2b, — Cis —2b,+ ,
AC4 Acl Ac2 AC3 AC4
Ao = bu ___b e +b — byt +b15,
Acl Acz AC3 Ac4
A;=¢5.
Seja entao,
C,
R1(i,1)=2b, ——L
( ) il Ac1
. 26’.1 C
RI(12)=28, - 20 2p, £

C

Ac,
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(C.19.2)

(C.19.b)

(C.19.0)

(C.19.d)

(C.19.¢)

(C.19.9)

(C.19.g)
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R1(i,3)=2b, —ﬂ—zbi2 + 2¢;, +2b, _ S
Ac, Ac, Ac,
RI(i,4) =20, — 20 _op, 4 2 gp 25 _op
Ac, Ac, Ac3 Ac4
Deste modo,
c,
RI1(i,1)=2b, —— C.20.a
( ) il Acl ( )
R1(i,2) = R1(i,1 ———2b
(1.2) = R1(8.1) Ac, A02
R1(i,3 R112+ +2b—
(13)=R1(:.2) A02 . Ac3
c c
R1(i,4)=R1(i,3)——2--2b,+—*
(.4) (2.3) Ac, " A,
onde por analogia e comparagdo com a Eq. (C.11.b), obtém-se
1| ¢
Ri(i,j) = Ri(i,j—1)+(=1)" +2b, — 2<j<N-1.
e e SR
(C.20.b)
A outra lei de formacao ¢ dada por
R2(i)= L Ey L I ~b,+—% +b.,
Ac, A02 A03 Ac4
onde por analogia e comparagao com a Eq. (C.12), obtém-se
+ ci' .
blN+z ’N( A—fj para2 < j< N —1. (C.21)
c,
J

Deste modo, demonstrou-se o exposto na Tabela 4.2.
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Apéndice D

Lei de Formacao para Distribuicao Quadratica de Vortices dos

Coeficientes A4;;

Como a condicdo de salto para a derivada da fun¢ao de distribuigdo quadratica
de vortices, Eq. 4.15, ndo apresenta significado fisico, deve-se obter um outro meio de
fechar o sistema de equacdes algébricas. Sendo assim, propde-se utilizar uma
distribuicao quadratica ao longo de todo o aerofdlio, exceto no bordo de fuga, onde se
adota uma distribuigao linear.

Seja, por exemplo, um aerofdlio discretizado com apenas 4 painéis, deseja-se

determinar a lei de formagéo dos coeficientes 4, ;. Para isso, deve-se aplicar a condigdo

de contorno de impenetrabilidade, Eq. (4.19), nos 4 pontos de controle, obtendo-se

Yoy TV T AV DYy +Coa¥ay + @Yoy T Ds¥is FCisVos @Y 0s

(D.1)
+b,,714 = RHS,,

para 1<i<4. Neste ponto pode-se verificar que hd 4 equagdes a 10 incdgnitas, estando
portanto, o sistema indeterminado.

Devido a hipotese de continuidade da funcao de distribui¢do, assim como de sua
derivada, deve-se impor o acoplamento entre os painéis j ¢ j+1. Como a ordem das

funcdes de distribui¢ao de vortices sdo diferentes nos painéis 1 e 2, obtém-se
Yoo Ve =7, (D.2.2)
Vi =72 (D.2.b)
para os demais painéisj e j+1,onde 2< j< N —1, t€ém-se

Yoy + A + 72,000 = Yy (D.3.a)
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7t 2000¢, =70 (D.3.b)

Resta, portanto, aplicar a condi¢ao de Kutta no bordo de fuga do aerofdlio, obtendo-se

Yo+ Yow T 7vAcy =0. (D.4)

As equagdes de continuidade da funcdo de distribui¢do, de sua derivada e a
condi¢dao de Kutta, descritas acima, fornecem 7 equagdes adicionais. Assim, o sistema
de equagdes ja se encontra sobredeterminado com 11 equagdes a 10 incognitas, sendo
resolvido através do Método dos Minimos Quadrados.

Manipulando algebricamente as Egs. (D.2.a, b) e (D.3.a, b), chega-se as

seguintes formulas para derivadas primeiras,

1

i :A_cl(7oz _701)7 (D5a)

V12 :i(?/m _702)_713a (D.5.b)
Ac,

Vi3 :i(704_703)_714a (DSC)
Ac;,

e para derivadas segundas,

1

V2 :E(yn _712)5 (D6a)
1

Y =——(74=73) - (D.6.b)

2Ac,
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Novamente manipulando as Egs. (D.5.a, b, ¢), chega-se

1
i = A_cl(%z ~7u)> (D.7.2)
Y12 =i(703 _ﬂoz)_i(?/m ~703) * Vs (D.7.b)
Ac, Ac,
y =i(7 ~703) = ias (D.7.c)
13 AC3 04 03 14

o mesmo sendo feito para as Egs.(D.6.a, b), no qual se obtém

1 1 2
722:A_Q{_A_cz(ym_702)+A_c3(}/04_}/03)_714}’ (D.8.a)
1 1
7/23:A_C3 _A_c3(7/o4_703)+714 . (D.8.b)

Substituindo as Egs. (D.7.a, b, ¢) e (D.8.a, b) na Eq. (D.1), obtém-se

Ayyor + An¥oy + Ases + Ayyos + Aisyiy = RHS,, (D.9)
onde:
A, . =a —i (D.10.a)
il i1 Ac, LU,
b, 1 c
=q,+————|2bh,6 ——2 D.10.b
1472 i2 ACI ACZ ( i2 Acz j ( )

. 2c. .
Ay =a | op, Lo |y Loy a5y G (D.10.c)
Ac, Ac, | Ac, Ac, Ac,



2c¢. .
Az'4 =dy _L 2b1'2 - _2b13 +C;3
Ac, Ac, Ac,

C. C.
A.=b, ——2—b. +—2 4+
5 i2 i3 i4
Ac, Ac,
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(D.10.d)

(D.10.¢)

Introduzindo a variavel auxiliar R3(i, j ), afim de determinar a lei de formacao

dos coeficientes 4, cujos valores sdo

R3(i,1)=0,

R3(i,2) = 2b,, -2,
)
R3(i,3) = 2b, - 52 _op 1 o
B Ac, . Ac3’

0 que nos permite extrapolar para R3(z’ ,4) o seguinte valor

2¢,
-2b, 42y 2b, ———
Ac, Ac, Ac,

2¢;, Cia

R3(i,4)=2b, —

Portanto, a lei de formagdo para R3(i, j) ¢ dada por

R3(i,1)=0

C.
R3(i,2)=2b, ——2
(l’ ) i2 ACZ
R3(i,3) = R3(i,2) -2 — 2b, + -~

Ac, Ac,

(D.11.a)

(D.11.b)
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R3(i,4) =R3(i,3)+Aic3+2bi4 —Aic‘*
3 4

R3(i,j):R3(i,j—1)+(—1)j(:j1 +2bﬁ—:"f ],para 3<j<N-1. (D.l1l.c)
C. ’ C.

Jj-1 J

Substituindo a variavel auxiliar nas Egs. (D.10) que determinam os coeficientes

4;, obtém-se

b,
il = ail _A_’
Cy
il 1 .
A4, =a, +———R3(z,2),
¢ ¢

1 . 1 :
4, =a, +A—CZR3(1,2)+A—C3R3(1,3),

A, =a, ——, D.12.a
il il !Cl ( )

A, =a +i—LR3(i 2) (D.12.b)
oo Ac,  Ac, T o

1| R3(i,7—1) N R3(i, j)
ch_l Ac,

J

A, =a;+(-1) ,para 3< j< N -—1. (D.12.¢)
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A4y =a, —iR?a(i,N—l), (D.12.d)
3

—1 . C,--
Ay =by+D (-1) (bl.j — Aé J (D.12.e)
~ ;

j=

Deste modo, demonstrou-se o exposto na Tabela 4.3.
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Apéndice E
Integracio Numérica
E.1 Formula de Simpson 1/3

Esta formula resulta de se efetuar uma interpolagdo de f (x) por um polindmio
p(x) do 2 grau, nos pontos x, =a, x, =x,+h e x, =x, +2h=b do intervalo [a,b],

b—a

onde h=
De modo andlogo a formula dos trapézios, pode-se demonstrar que a integral

b
J. f(x)dx é aproximada por

h
1 zg(yo +4y, +y2) (E.1)

O erro de truncamento no céalculo da integral pela formula de Simpson ¢ dado

pela formula

5
E =—%f(4)(c), para a<c<bh. (E.2)

E.2 Féormula de Simpson 1/3 composta (n>4) :
Aplicando-se a Eq. (E.1) a cada conjunto de trés pontos (x,¥,), (%, V)
) . b—a ,
(X5, Y1), para i=0,..,n—2, no intervalo [a,b], com h:T, onde n é um

nimero natural par, obtemos a féormula de Simpson 1/3 composta

h
1:?(370+4J’1+2J’z+4J/3+---+4yn_1+yn)a (E.3)

5
com erro de truncamento E, = —%f”‘) (c), para a<c<b.Se M =max| ¥ (x)|

para x €[a,b], entdo
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4
£ |< &M (E4)
‘ 180
Uma férmula prética para a estimativa do erro ¢ dada por
(b—a) 4
El=z—max |A"y, |. E.5
|| = =g~ max | A"y, (E:5)

Para o calculo de uma integral definida de uma funcao y= f(x) num intervalo

[a,b] por uma formula de integragdo numérica, para um dado valor de n , deve-se

calcular o valor de 4= b-a e os pontos x, =a+ih. Dai, calculamos y, = f(xl.),

n

para i = 0,1,...,n e substituir na formula de integrag¢do para obter o valor de /.

O erro de truncamento pode ser estimado pela féormula pratica que envolve
diferencas finitas, pois em geral, ndo ¢ facil determinar o ponto de maximo de uma
funcdo definida num intervalo fechado. Além disto, para valores crescentes de n, os
valores obtidos pela aplicacdo de uma formula de integracdo numérica se aproximam do
valor exato da integral. Mas, devido aos erros de arredondamento cometidos nos
calculos, existe um n 6timo a partir do qual ndo ¢ mais possivel melhorar o resultado da
aproximacao e o valor obtido pela integracdo numérica comeca a se afastar do valor

exato da integral.



