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Resumo da Dissertagdo apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisitos
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APLICACAO DO METODO DE VORTICES AO ESCOAMENTO
INCOMPRESSIVEL AO REDOR DE CORPOS COM CONDICOES DE
CONTORNO ACURADAS NA PAREDE

Helaine Crispim dos Santos

Dezembro/2010

Orientador: Gustavo César Rachid Bodstein

Programa: Engenharia Mecanica

Neste trabalho, aplica-se um modelo numérico para simular escoamentos
bidimensionais, incompressiveis e ndo-permanentes ao redor de uma placa plana
paralela ao escoamento e de um cilindro de secdo circular.

As simulagdes numéricas sdo realizadas utilizando-se o Método de Vortices. O
corpo ¢ modelado através do Método dos Painéis, onde a representagdo do corpo ¢é
realizada com a aplicacdo de painéis e uma camada adicional de vortices, o que permite
que se imponham simultaneamente as condigdes de impenetrabilidade e ndo-
deslizamento na superficie. O processo de difusdo viscosa da vorticidade ¢ modelado
pelos métodos do Avango Randémico (MAR) e do Crescimento do Nucleo Corrigido
(MCNC), associado a um algoritmo de aglomeragdo de vortices com excessivo grau de
recobrimento de seus nudcleos, com o intuito de diminuir o nimero de vortices. O
processo de convecgdo tem o seu custo computacional enormemente reduzido neste
trabalho, pela aplicagdo do Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo (MEMA).
O desenvolvimento de camada limite em placa plana ¢ simulado para validar o modelo,
o qual é empregado por ultimo em simulagdes do escoamento ao redor de um cilindro
circular, para diferentes valores do niumero de Reynolds. Os resultados numéricos
obtidos apresentam boa concordancia com outros resultados numéricos e experimentais

disponiveis na literatura.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

APPLICATION OF THE VORTEX METHOD TO THE INCOMPRESSIBLE FLOW
AROUND BODIES WITH ACCURATE WALL BOUNDARY CONDITIONS

Helaine Crispim dos Santos

December/2010

Advisor: Gustavo César Rachid Bodstein

Department: Mechanical Engineering

In this work we apply a numerical model to simulate the two-dimensional,
incompressible and unsteady flat plate parallel to the uniform flow around a cylindrical
bluff body, with circular cross-section. Numerical simulations are carried out using the
Vortex Method. The body is modeled using the Panel Method, where the body is
represented by vortex panels and an additional layer of vortices, which satisfy
simultaneously the no-penetration and the non-slip conditions on the surface. The
vorticity viscous diffusion process is modeled by two methods, the Random Walk
Method (RWM) and the Corrected Core Spread Method (CCSM), in association with a
merging algorithm used in order to replace groups of vortices with intense overlapping
by a single one, reducing the computational cost of the model. The convection step
takes advantage of the Fast Adaptive Multipole Method (FAMM), which reduces
enormously the computational cost.

The flat plate boundary layer development is simulated to validate the model,
which is used again to simulate the flow around a circular cylinder, for different
Reynolds numbers. Numerical results present good agreement when compared to other

numerical and experimental results available in literature.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A Mecanica dos Fluidos, por sua riqueza e complexidade, sempre exerceu um forte
fascinio sobre grandes fisicos e matematicos. A seguir, sera abordada sua evolugdo
historica, baseado em TEIXEIRA et al. (2005).

Arquimedes, no século III a.C., foi talvez o primeiro a examinar a estrutura interna dos
liquidos. Ele chegou a afirmar que os fluidos ndo podem ter espagos vazios internamente,
significando que eles devem ser continuos (TOKATY, 1994). Ele teve também nog¢do da
pressdo hidrostatica de um fluido e de sua transmissdo em todos os sentidos. No tratado de
Arquimedes intitulado “Sobre os Corpos Flutuantes”, ele apresenta o principio atualmente
chamado de Principio de Arquimedes. Na realidade, o trabalho de Arquimedes ¢
consequéncia de varias proposicdes que ele faz no tocante ao comportamento dos sélidos
em um fluido.

No século XVII, Simon Stevin procurou encontrar provas experimentais para as
proposi¢des de Arquimedes. Para isso ele propds o chamado principio de solidificagdo,
onde um so6lido de qualquer configuragdo, mas de mesma densidade que o fluido pode
permanecer nesse fluido em completo equilibrio, qualquer que seja sua posicdo, sem,
contudo, perturbar a pressao no resto do fluido. Com base neste principio, ele estabelece
que a pressdo seja independente da configuracdo do corpo e depende apenas do peso da
coluna de liquido acima dele. Este principio é conhecido como Principio Fundamental da
Hidrostatica: a pressdo sofrida pelo fundo de um vaso contendo um fluido depende apenas
da érea horizontal do fundo e da profundidade abaixo da superficie, mas ndo depende da
forma do vaso.

Galileu Galilei, tentando entender o principio de funcionamento do sifdo, utiliza o
conceito de velocidade virtual: uma pequena massa de liquido (contida num tubo estreito)
pode ficar em equilibrio com uma grande massa de liquido (contida num grande recipiente),
pois uma pequena descida do nivel do liquido no recipiente corresponde a uma grande

subida do liquido no tubo. Estas observacdes e inferéncias permitiram Galileu apresentar



uma nova abordagem para os conceitos da hidrostatica de Arquimedes, pois o proprio
Arquimedes usara outro procedimento, ou seja, ele partiu de consideragdes estaticas,
propriamente ditas, ao passo que Galileu, trabalhando com o conceito de velocidade virtual,
utiliza um raciocinio com base na cinematica (DUGAS, 1988).

Em Florenga, na corte do Grao-Duque, Galileu participa em 1611 de uma reunido
amigavel entre filosofos e cientistas de orientagdes diversas, que foram convidados por
Cosimo II. O tema da conversa era a flutuagdo dos corpos e suas possiveis explicagdes.
Galileu expos e defendeu a tese de Arquimedes, segundo a qual o corpo flutua ou ndo
dependendo de sua densidade ser menor ou maior que a do meio. Outros, ao contrario,
defendiam a tese de Aristoteles, segundo a qual era a forma do corpo que determinaria seu
comportamento no meio. Dessa discussdo nasceria o “Discorso intorno alle cose che stanno
in su I’accqua o che in quella si muovonno”, publicado em maio de 1612, onde além de
trabalhar com os conceitos de peso absoluto e peso relativo, define e faz uso do conceito de
momento. Como ainda ndo dispunha do conceito de massa, Galileu ndo concebia a
grandeza peso como o produto da massa pela aceleragdo gravitacional, como a mecanica
newtoniana posteriormente estabeleceria.

Benedetto Castelli foi autor de um tratado sobre medigdes de agua corrente “Della
misura dell’acque correnti”, em 1628. Desde a Antiguidade, e, em particular nos ultimos
séculos da Idade Média, a opinido mais aceita era que na natureza o vacuo seria impossivel.
Alguns fendmenos conhecidos, tais como o funcionamento de um sifao ou a subida de um
liquido por um canudo, quando sugado, pareciam confirmar o principio de que a natureza
tinha um horror vacui (aversao pelo vacuo). As bombas hidraulicas pareciam funcionar
segundo este principio. Entretanto foi casualmente observado que estas bombas ndo podiam
elevar a agua a uma altura superior a 10 m. Galileu tentou explicar o fendmeno, mas a
conclusdo a que chegou foi apenas que parecia que o horror vacui da natureza era limitado.
Na época de Galileu, um construtor projetou, para os jardins do duque de Toscana, uma
bomba aspirante muito elevada, mas verificou-se que a 4gua ndo podia ser aspirada a uma
altura superior a 10 m. A explicacdo foi dada por um estudante de Galileu, Evangelista
Torricelli, que foi seu sucessor na Academia de Florenga. Torricelli afirmou: “Vivemos no

fundo de um oceano de ar que, conforme mostra a experiéncia, sem divida tem peso”,



devendo, portanto, exercer sobre um corpo uma pressdo atmosférica (NUSSENZVEIG,
2002).

NUSSENZVEIG (2002) e MARTINS (1989) afirmam que a experiéncia, hoje
conhecida como “experiéncia de Torricelli”, foi, na realidade, realizada pelo seu colega
Vincenzio Viviani em 1643. O importante ¢ que foi constatado que, quando um tubo de
mais ou menos um metro de comprimento era totalmente cheio com merclrio e
cuidadosamente vertido sobre uma cuba também contendo mercurio, nem todo o metal
acabava escorrendo, permanecendo no tubo uma coluna de 760 mm acima do nivel do
mercurio na cuba. Constataram que qualquer que fosse o tamanho do tubo, desde que maior
que 760 mm, no fim do processo descrito, sempre permanecia no tubo uma coluna de 760
mm de mercurio. Em termos do principio do horror vacui, era como se esta aversao da
natureza pelo vacuo tivesse um limite, pois qualquer que fosse o caso, na parte superior do
tubo parecia ter sido formado um vacuo. Entretanto, a explicagdo que estes pesquisadores
deram para o fendmeno foi outra. Segundo eles, o responsavel por este comportamento do
mercurio era a propria atmosfera, que deveria exercer uma pressdo capaz de sustentar esta
coluna de merctrio de 760 mm e nada mais. Coube a Torricelli o mérito de ter obtido uma

expressdo relacionando a altura /, de um liquido em um reservatorio e a velocidade v,

com que o liquido deveria sair de um orificio pequeno feito na parte inferior de uma das

paredes do reservatorio: v, =(2gH,).

Blaise Pascal desenvolveu os experimentos de Torricelli, utilizando 4gua, em lugar do
mercurio. Mas como a agua ¢ 13.6 vezes menos densa que o mercurio, a coluna de 4dgua
num tubo de Torricelli deveria ser 13.6 vezes mais alta. De fato, as experiéncias de Pascal
mostraram que a coluna de 4gua media cerca de 10.30 m. Coube também a Pascal o mérito
de ter desenvolvido os estudos feitos por Stevin no ambito da hidrostatica.

No século XVIII, Isaac Newton postulou que todo fluido consiste de esferas
perfeitamente eldsticas, situadas a igual distancia uma da outra. Um corpo solido de massa

m_ e velocidade v, que move num tal meio deve transmitir quantidade de movimento

(m,v_ ) atodas as particulas do fluido com as quais ele tem contato durante o movimento.

cs

Segundo a teoria de Newton, a resisténcia experimentada por um corpo sélido com a forma



de um disco de area A4,, que se move com a velocidade v, num fluido de densidade sera
dada por: R, = p4,(v,,)*.

Daniel Bernoulli, em seu livro “Hydrodynamica” publicado em 1738, estuda a relagdo
entre a pressdo e a velocidade num liquido ideal (viscosidade nula e incompressivel), ao

longo de um tubo horizontal, que parte do fundo de um reservatorio. Depois de algumas

consideragoes fisicas, ele chega a seguinte expressao matematica conhecida como Equagao

(V) ’

de Bernoulli, isto ¢, a expressdo: p, +pT+pghh. = constante. Conta-se que esta

expressdo ndo foi obtida diretamente por Bernoulli, mas muito provavelmente por Joseph
Louis Lagrange, com base na integra¢do das equacdes diferenciais de Leonhard Euler,
utilizando uma matematica mais avancada. Assim, TOKATY (1994) atribui a Euler o titulo
de grande arquiteto da Mecanica dos Fluidos. A Equacdo de Bernoulli pode ser considerada
a equagdo fundamental da hidrodindmica dos escoamentos laminares de fluidos ideais ndo-
compressiveis.

O fisico italiano Giambattista Venturi combinou as leis de Leonardo da Vinci e de
Bernoulli-Lagrange com o mandémetro de Torricelli, construindo um dispositivo chamado
tubo de Venturi. Com este dispositivo pode-se medir a velocidade da 4gua em um tubo
horizontal de area de secdo reta, desde que seja provocado um estrangulamento no tubo.

Em fins do século XVIII, a hidrodindmica havia chegado a um ponto, a partir do qual
qualquer desenvolvimento posterior do assunto exigiria a introducdo da viscosidade em
suas equagoes.

Jean le Rond d’Alembert, estudando a resisténcia experimentada por um corpo so6lido
que se move com velocidade constante num fluido ideal e incompressivel (fluido ao qual se
aplica a Equag¢do de Bernoulli) ficou surpreso ao constatar, depois de rigorosa andlise
matematica do problema, que esta resisténcia seria nula. Este resultado ¢ um paradoxo, pois
experimentalmente constata-se que, apesar de tudo, esta resisténcia existe e cresce com a
velocidade com o que o corpo se move em relagdo ao fluido.

Durante o século XIX e inicio do século XX, a Mecanica dos Fluidos teve seu maior
crescimento. No século XIX, Claude-Louis Navier e George Gabriel Stokes desenvolveram
um conjunto de equagdes, as famosas Equagdes de Navier-Stokes, que descreveriam o

movimento das substancias fluidas tais como liquidos e gases. Estas equacdes estabelecem
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que mudancas na quantidade de movimento e aceleracio de uma particula fluida sdo
simplesmente o resultado das mudancgas na pressdo e forcas viscosas dissipativas atuando
no interior do fluido. No entanto, devido ao grau de complexidade destas equagdes, a
obtencdo da solucdo analitica ¢ fechada apenas para uma pequena classe de problemas,
onde diversas simplificacdes sdo necessarias.

Em 1904, Prandtl a partir de algumas consideragdes tedricas e de varios experimentos
simples, mostrou que o escoamento ao redor de um corpo pode ser dividido em duas
regides: uma camada fina ao redor do corpo chamada de camada limite, onde as forgas
viscosas sdo importantes, € uma regido externa ao corpo onde as forcas viscosas podem ser
desprezadas. Com este artificio, Prandtl pode deduzir um conjunto de equacdes mais
simples que as Equagdes de Navier-Stokes, as Equacdes da Camada Limite.

Mesmo com as simplificagdes de Prandtl, e com a utilizagdo da hipotese de efeitos
viscosos despreziveis, que originou as equacdes de Euler, as Equacdes de Navier-Stokes
ainda ndo possuem solugdo analitica geral. Neste contexto € que surgem as solugdes
numéricas, auxiliadas enormemente pelo concomitante progresso da computagao eletronica.
A transformagdo de equacdes diferenciais parciais em sistemas de equacdes algébricas e as
consequentes solugdes aproximadas obtidas possibilitam a analise e a melhor compreensdo
dos escoamentos complexos que ocorrem em problemas reais de Engenharia.

Os métodos numéricos conhecidos atualmente podem ser -classificados como
aproximados, pois se originam do Método dos Residuos Ponderados. Dentre estes, um dos
mais difundidos, possuindo inclusive grande aplicacdo em programas computacionais
comerciais, ¢ 0 Método dos Volumes Finitos, apresentado em PATANKAR (1980) e em
MALISKA (2004). Este método, juntamente com o Método das Diferencas Finitas, o qual
se baseia na formulagdo original do Método dos Residuos Ponderados e o Método dos
Elementos Finitos, baseado nas formulacoes fracas do Método de Residuos Ponderados,
pertence a uma classe de métodos numéricos conhecidos como métodos Eulerianos, que
possuem como caracteristica principal a discretiza¢ao da regido fluida com auxilio de uma
malha computacional, onde as grandezas de interesse sdo avaliadas.

Este trabalho utiliza uma combina¢do do Método de Vortices, também denominado
Me¢étodo de Vortices Discretos ou Método de Elementos de Voértices, que ¢ um caso

particular do Método de Particulas (COTTET e KOUMOUTSAKOS, 2000), com o Método
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dos Painéis, uma subclasse do Método de Elementos de Contorno, descrito detalhadamente
em KATZ e PLOTKIN (2001), onde o primeiro se encarrega de simular a evolugdo da
dindmica do escoamento através da discretizagdo do campo de vorticidade, tendo as leis de
Helmholtz como base tedrica, e o Método dos Painéis se encarrega de resolver o
escoamento potencial, satisfazendo as condi¢des de contorno no sélido.

Diferentemente do Método de Diferengas Finitas ¢ do Método dos Elementos Finitos,
os quais utilizam a abordagem Euleriana e discretizam o meio fluido em pontos de uma
malha de célculo, o Método de Vortices emprega uma abordagem Lagrangiana e nao
discretiza o fluido em pontos de uma malha auxiliar, sendo, portanto, livre dos problemas
inerentes aos métodos que utilizam malhas, como a dificuldade para representacdo de
geometrias complexas e o problema da difusdo numérica associada.

Esta metodologia, que ndo ¢ restrita a andlise de mecanica dos fluidos, se adequa
naturalmente a simulacdo de escoamentos externos, incompressiveis € ndo-permanentes que
se desenvolvem ao redor de corpos esbeltos, como aerofolios, e rombudos, como cilindros
de secdo circular ou retangular. Este tipo de escoamento ocorre em inimeros problemas
reais de diversas Engenharias, tais como a Engenharia Mecénica (escoamento em torno de
corpos rombudos, bancos de trocadores de calor, pas de rotores de turbomaquinas),
Aerondutica (aerofélios de superficies de sustentacdo e controle de aeronaves), Naval
(risers e estruturas de plataformas off-shore, hélices de propulsores, aerofolios de

superficies de sustentacdo e de controle de embarcagdes submersas), dentre outras.

1.1. Motivacio

Em aplicagdes de Engenharia ha a necessidade do conhecimento das forgas, momentos
e distribuicdo de pressdo devido ao escoamento de um fluido sobre um ou mais corpos. O
escoamento ao redor da maioria dos corpos presentes nas aplicacdes conhecidas (veiculos
terrestres, aéreos e aquaticos, grandes estruturas como plataformas de prospeccdo de
petréleo, torres de transmissdo de energia elétrica, prédios e cabos da rede elétrica, etc.) €
complexo, apresentando uma série de aspectos ainda ndo calculados. Estes corpos
normalmente possuem formas rombudas, e sdo denominados de corpos rombudos.

O escoamento ao redor de corpos rombudos tem sido objeto de intensa pesquisa ao

longo dos anos. Muitos trabalhos analiticos, numéricos e experimentais tém sido realizados.



Devido a sua simplicidade geométrica, o corpo rombudo mais estudado ¢ o cilindro de
secdo circular, pois a simetria apresentada pela secdo proporciona maior facilidade para a
montagem de um aparato experimental ou mesmo para a constru¢do de um modelo
matematico. Em muitas situagdes praticas da Engenharia, como as citadas anteriormente,
observa-se que a razao de aspecto, definida como a razdo entre o comprimento e o didmetro
do cilindro, ¢ muito elevada, e que os efeitos de compressibilidade sdo despreziveis. Estes
fatos motivam a modelagem teodrica do escoamento como bidimensional e incompressivel.
Os fendmenos observados no escoamento em torno de corpos rombudos possuem uma
sériec de caracteristicas complexas como consequéncia da interacdo de trés camadas
cisalhantes: a camada limite que se desenvolve na superficie do corpo, a camada cisalhante
formada a partir dos pontos de separacdo e a esteira que se desenvolve a jusante do corpo.
Neste caso, pode-se identificar duas regides distintas: uma regido essencialmente
irrotacional e outra rica em vorticidade. O estabelecimento de uma regido de gradiente de
pressdo adverso na superficie do cilindro provoca a separacdo da camada limite nas
superficies superior e inferior, e a consequente formag¢do de camadas cisalhantes. As
perturbagdes existentes no escoamento real promovem o desenvolvimento de instabilidades
nas camadas cisalhantes, provocando o espiralamento destas e a formagdo de grandes
vortices. Para nimeros de Reynolds suficientemente altos, estes vortices se desprendem das
superficies superior e inferior do cilindro alternadamente, formando uma esteira constituida
de pares de vortices conectados entre si por folhas de vorticidade. A caracteristica
oscilatoria desta esteira produz flutuagdes de pressdo na superficie do cilindro, que resultam
no aparecimento de forgas aerodindmicas (de arrasto e de sustentagdo) periddicas na
direcdo transversal ao escoamento que podem causar ruidos e vibragdes estruturais,
podendo provocar até a ruptura do corpo. A classica configuracdo resultante ¢ denominada

Esteira de Von Karman, ilustrada na Fig. 1.1.



Figura 1.1 — Esteira de Von Karman para Re =140

A caracteristica ndo-permanente e a complexidade dos fendmenos fisicos associados ao
escoamento em torno de um cilindro circular impdem severas dificuldades para a sua
analise tedrica. Para escoamentos de baixo nimero de Reynolds, as teorias de Stokes e
Oseen proporcionam modelos teoricos, resultantes da utilizagdo de varias hipdteses
simplificadoras. Extensdes matematicas destes modelos ampliam sua validade para
numeros de Reynolds até¢ 10 (ROSHKO, 1961). Além desta faixa de Reynolds, ndo existe
solucdo analitica para corpo rombudo. Portanto, experimentagdes e simulagdes numéricas
sdo as melhores formas de tratar problemas da aerodindmica desses corpos. Os estudos
experimentais visam ndo so6 o entendimento e analise dos fendmenos variados envolvidos
no problema, como também permitem a medicdo do valor das forcas aerodindmicas
desenvolvidas.

A caracteristica que o escoamento em torno de corpos rombudos possui de concentrar
toda a vorticidade do escoamento em uma regido limitada do espago (camada limite,
camada cisalhante e esteira) propicia a aplicacdo do Método de Vortices, que utiliza uma
descrigdo Lagrangiana, livre de malhas auxiliares de célculo, para simular a dindmica do
escoamento com um todo, a partir da evolu¢do de uma nuvem de vortices discretos,
evitando, assim, alguns problemas relativos a utilizagdo de malha, os quais sdo inerentes
aos métodos Eulerianos, como o de Diferengas, Volumes ¢ Elementos Finitos. Estes fatores
motivaram, portanto, a utilizacdo do Método de Vortices para analisar o escoamento
bidimensional, incompressivel e ndo-permanente ao redor de um cilindro circular, no qual
vortices com distribui¢do linear sdo dispostos ao longo da superficie do corpo, € se movem

por convecgdo e difusdo de acordo com a Equagdo de Transporte de Vorticidade.



1.2. Descri¢cao do Problema Fisico

Os fendmenos fisicos que caracterizam o escoamento bidimensional, incompressivel e
nao-permanente ao redor de um cilindro circular imerso em um escoamento uniforme sdo
dependentes do numero de Reynolds, interpretado como a razdo entre as forgas de inércia e

as forcas viscosas e definido como:

Re=£24 (1.1)

onde d ¢ o comprimento caracteristico relacionado a geometria do corpo (neste caso, o
didmetro do cilindro), U, a velocidade caracteristica (aqui, a velocidade do escoamento

incidente no infinito), o, a massa especifica e u,, a viscosidade dindmica do fluido.

A medida que o nimero de Reynolds aumenta, observa-se, experimentalmente, a
existéncia de diferentes regimes de escoamento, ilustrados no livro de VAN DYKE (1982)

e descritos como:

e Para Re <1: o escoamento ao redor de um cilindro circular ¢ fortemente dominado
pelos efeitos viscosos no regime denominado escoamento lento, onde a vorticidade
gerada na superficie do cilindro devido a satisfacdo da condigdo de ndo-
deslizamento se difunde para todo o escoamento, e ndo se observa efeitos inerciais
(convectivos), o que resulta na existéncia de uma simetria tanto em rela¢do ao eixo

horizontal que passa pelo centro do cilindro, como em relagdo ao eixo vertical.

e Para 1<Re<4: o0 campo de vorticidade ja apresenta sinais da ocorréncia de um
transporte convectivo ndo desprezivel, quebrando a simetria em relagdo ao eixo
vertical. A vorticidade ¢ progressivamente confinada atras do cilindro devido a
convec¢do do escoamento, o que caracteriza o inicio do processo de formacao de
vortices na esteira. O escoamento ¢ totalmente permanente, pois todas as
perturbagdes existentes sdo amortecidas pelas forcas viscosas. A Fig. 1.2 ilustra o

escoamento nesta faixa.



Figura 1.2 — Escoamento em torno de um cilindro circular para Re =1.54

Para 4 <Re < 40: devido a forma geométrica do corpo, o escoamento proximo a
superficie passa por uma forte desaceleracdo, formando uma regido com gradiente
de pressdo adverso. O fluido ndo consegue se manter aderido a superficie do corpo e
se divide em dois pontos de separagdo que se localizam na parte posterior do
cilindro, formando uma bolha de recirculagio nesta area. A medida que o niimero
de Reynolds aumenta, observa-se o acimulo de vorticidade devido ao movimento
convectivo do fluido. Ocorre, entdo, a formagdo de dois vortices estacionarios na
esteira, imediatamente atrds do cilindro. Estes vortices permanecem aderidos a
superficie anterior do cilindro, e sdo simétricos em relacdo ao eixo horizontal que
passa pelo centro do cilindro. Neste regime, a esteira ¢ totalmente laminar e o

escoamento ainda ¢ totalmente permanente, conforme Fig. 1.3 para esta faixa.

Figura 1.3 — Escoamento em torno de um cilindro circular para Re = 26
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Para 40 < Re <80: com o aumento relativo das forcas inerciais, & medida que o
numero de Reynolds cresce, observa-se o desenvolvimento de instabilidades e
lentas oscilagdes na esteira a jusante dos vortices estacionarios, que crescem na
direcdo do escoamento incidente, causando um aumento na amplitude de oscilagdo e
o espiralamento da esteira. Ocorre, entdo, a formacdo de vortices posicionados ao
longo de duas trilhas na dire¢do do escoamento incidente, que se encontram
deslocados uns dos outros ao longo desta linha, e com sentidos de rotagdo opostos,
formando a esteira de Von Karman. Uma vez que, nesta faixa de valores de
Reynolds, a trilha de vortices ndo interage diretamente com o par de vortices
estacionarios que se forma imediatamente atras do cilindro, o escoamento evolui de
um regime ainda essencialmente permanente nas vizinhangas do cilindro para um
escoamento ndo-permanente a jusante dele, conforme representado na Fig. 1.4

extraida de KUNDU e COHEN (2002).

Figura 1.4 — Escoamento em torno de um cilindro circular para Re = 55

Para 80 <Re<200: a partir de Re=280, os vortices estaciondrios aderidos a
superficie do corpo crescem na dire¢do do escoamento incidente até atingirem um
comprimento de, aproximadamente, duas vezes o didmetro do cilindro. Em seguida,
a trilha de vortices comega a se formar nas proximidades do corpo, fazendo com
que os estacionarios também comecem a oscilar. Finalmente, os vortices
estaciondrios se desprendem das superficies superior e inferior do cilindro

alternadamente, conforme Fig. 1.1., resultando em um escoamento nao-permanente
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na superficie do corpo. Este desprendimento alternado de voértices com circulagdes
de sinais opostos provoca uma forga transversal oscilatoria. O escoamento neste
regime ¢ bidimensional, e qualquer perturbacdo existente no escoamento ¢

amortecida pela acdo da viscosidade.

Para numeros de Reynolds superiores a 200, aproximadamente, efeitos tridimensionais
se tornam importantes, mesmo para cilindros com razdo de aspecto elevada. As forcas de
sustentagdo e arrasto de cilindros nominalmente bidimensionais sofrem o efeito deste
fendmeno, e o coeficiente de arrasto calculado para simulagdes bidimensionais € maior que
o obtido através de experimentos.

A passagem de vortices regulares com a configuracdo da rua de Von Karman na esteira
de um corpo rombudo causa o aparecimento de uma periodicidade dominante em medigdes
de velocidade na esteira. A frequéncia associada a esta periodicidade ¢ expressa como um

parametro adimensional conhecido como numero de Strouhal, Sz, expresso por:
se=14 (12)

onde f ¢ a frequéncia associada.

O namero de Strouhal depende apenas do nimero de Reynolds e esta relacdo ¢ plotada
na Fig. 1.5, extraida de SCHLICHTING e GERSTEN (2000) que expressa os resultados
experimentais obtidos por ROSHKO (1961). Os pontos experimentais foram obtidos para

cilindros de diferentes didmetros.
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Figura 1.5 — Ntimero de Strouhal para a rua de Von Karman em fun¢do do niimero de

Reynolds para o cilindro de se¢do circular

Para 200 < Re <5000 : acima de Re =200, a esteira se torna instavel e irregular, e
o escoamento no interior dos proprios vortices se torna cadtico. Segundo
WILLIAMSON (1996), este fendmeno se deve ao surgimento de efeitos
tridimensionais no escoamento, os quais ja ndo sdo mais amortecidos pela acdo da
viscosidade e acabam influenciando o escoamento bidimensional dominante. Nesta
faixa de Reynolds, a esteira tem uma forte componente de frequéncia proxima a

St =0.21.

Para 5000 < Re < 2.10°: para valores de Reynolds nesta faixa, a periodicidade da
emissdo de vortices € pouco perceptivel, e a esteira pode ser descrita como
completamente turbulenta. No entanto, a separacdo da camada limite ¢ laminar e
como consequéncia, o coeficiente de pressdo na superficie posterior do cilindro, a
jusante do ponto de separagdo, permanece aproximadamente constante e mais baixo
que a pressdo a montante. O coeficiente de arrasto, por sua vez, permanece
aproximadamente constante e em torno de 1.2 na faixa compreendida entre
10* <Re <2.10°. O grupo adimensional varia muito pouco para esta faixa e seu

valor se situa em torno de St =0.20.
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Para 2.10° < Re < 3.10°: a partir de 2.10° (BEARMAN, 1969, ROSHKO, 1961), o
escoamento sofre uma transi¢do para o regime turbulento. A principio, ha separagdo
no escoamento laminar proximo a parede e o fluido se move na direcao dos vortices
estaciondrios da esteira; ocorre, entdo, uma transicdo muito rapida, e o escoamento
turbulento resultante recola novamente a parede, a uma pequena distancia posterior
a regido de separagdo, formando uma bolha de separagdo laminar. A camada limite
turbulenta se separa agora na parte posterior do cilindro (aproximadamente a 120° a
partir do ponto de estagnacdo) reduzindo a zona de baixa pressdo. Como a
separa¢do ocorre em um ponto mais a jusante que na faixa anterior, a recuperagao
de pressdo ¢ maior, e a distribui¢do de pressdo na regido da superficie do cilindro
onde ndo ha separacdo se assemelha a distribui¢do prevista pela teoria potencial.
Como consequéncia, a esteira diminui sua extensdo transversal ao escoamento € o
coeficiente de arrasto cai até um valor minimo em torno de 0.3, em Re =5.5.10°,
caracterizando a Crise do Arrasto. A partir deste valor, o coeficiente de arrasto volta
a aumentar lentamente. Na regido entre Re =3.10° ¢ Re =3.10°, a regularidade do
processo de desprendimento de vortices diminui, € o nimero de Strouhal apresenta

muita dispersdo experimental.

Para Re >3.10°: acima de Re =3.10°, transi¢iio ocorre na propria camada limite,

eliminando o processo de separagdo laminar e recolamento turbulento. Para

Re > 4.10°, o0 niimero de Strouhal varia entre St = 0.26 e St = 0.30.

A existéncia de todos estes regimes de escoamento devido a variacdo do numero de

Reynolds torna a analise e a simulagdo numérica do escoamento em torno de um cilindro

circular extremamente complexa.

1.3.

Descri¢ao do Trabalho a Ser Desenvolvido

Neste trabalho, realiza-se um estudo numérico do escoamento ao redor de uma placa

plana paralela a dire¢do do escoamento incidente e do escoamento ao redor de um cilindro
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bidimensional de sec¢do circular. Utiliza-se neste estudo o Método de Vértices acoplado ao
Método dos Painéis.

O Método dos Painéis ¢ um método numérico que discretiza a superficie do corpo sobre
o qual o escoamento incide e ndo a regido fluida, como os Métodos de Diferencgas Finitas e
dos Elementos Finitos, apresentando grande vantagem pela sua simplicidade de modelagem
e exatiddo para o cdlculo do escoamento potencial ao redor de corpos de geometria
arbitraria. Além disso, o Método dos Painéis ¢ bastante rapido em termos de tempo de
processamento.

O Método de Vortices utiliza a abordagem Lagrangiana para acompanhar a evolucao da
dindmica do escoamento ao redor do corpo pela superposi¢ao da nuvem de vortices gerada
proxima a superficie do corpo. A solucdo da Equagdo de Transporte de Vorticidade ¢
aproximada pela utilizacdo de fungdes de base elementares carregadas pelos vortices que
mantém a dependéncia entre os campos de vorticidade e de velocidade através da utilizagdo
da lei de Biot-Savart.

Vortices induzem um campo de velocidade singular e, por este motivo, sdo substituidos
por modelos de vortices com nucleos que tornam a velocidade finita em todos os pontos. A
convergéncia do Método de Vortices é garantida pelo recobrimento destes nicleos em toda
a regido rotacional do escoamento, porém, mecanismos de aglomeracdo de vortices sdo
utilizados para diminuir o nimero de voértices que porventura estejam com eXcessivo
recobrimento de seus nticleos.

De modo a reproduzir bem a fisica do escoamento, o algoritmo utilizado simula o
processo de geragdo de vorticidade em toda a superficie do corpo, em cada instante de
tempo, através da introducdo de vortices de Lamb de forma que as condi¢des de contorno
de ndo-escorregamento e impenetrabilidade na superficie sejam satisfeitas.

Uma vez que o problema intrinseco do Método de Vortices ¢ o aumento do tempo de
computagdo a medida que a simula¢do avanca no tempo, pode-se contornar este problema
utilizando-se o M¢étodo de Expansio em Multipolos Adaptativo (MEMA) na etapa
convectiva, com o intuito de diminuir para M o custo computacional desta etapa, que
originalmente, pelo método direto vértice-vortice, é da ordem de M *, sendo M o niimero
de vortices presentes na simulagdo. Dentre os varios métodos disponiveis na literatura para

simular o transporte difusivo de vorticidade (BARBA et al., 2005a, BARBA et al., 2005b),
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utiliza-se neste trabalho o Método do Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC), proposto
por ROSSI (1996), ou o Método do Avanco Randomico (MAR), na versdo proposta por
LEWIS (1991), dependendo da aplicagdo. Os vortices que entram no corpo sao refletidos.
Para as simulagdes finais, utiliza-se o esquema de 2° ordem de Adams-Bashforth para o
avanco dos vortices no tempo.

O algoritmo de aglomeracdo de ROSSI (1997) ¢ utilizado para realizar a fusdo dos

vortices que se encontram com recobrimento excessivo de seus nicleos. Porém, devido ao

seu custo computacional também ser da ordem de M’, realiza-se a aglomeragdo
separadamente em cada caixa formada por ocasido da discretizagdo espacial utilizada no
MEMA para expansdao em multipolos.

A determinagdo dos carregamentos sobre o corpo ¢ realizada aplicando-se duas

metodologias: LEWIS (1991) e WU (1981).

1.4. Objetivos

Este trabalho objetiva, em ultima andlise, simular numericamente escoamentos
externos, incompressiveis e ndo-permanentes que se desenvolvem ao redor de um cilindro
de secdo circular, utilizando o Método de Vortices. A modelagem utilizada foi
implementada na tese de doutorado de SANTIAGO (2008), sendo que neste trabalho, o
esquema de discretizacdo da superficie do corpo que, originalmente, era ndo uniforme, foi
modificado para um esquema uniforme, por ser mais adequado para representar as
geometrias dos corpos que serdo objetos de estudo desse trabalho.

A seguir, os principais objetivos especificos deste estudo sdo listados:

a) Implementar nova geometria para a placa plana, onde a discretizacdo ¢ realizada
de maneira uniforme, e realizar simulagdes para o escoamento de Blasius ao
redor desta para validacdo do método;

b) Explorar o algoritmo final produzido por SANTIAGO (2008), modificado pelo
novo esquema de discretizacdo do corpo, através de sua aplicacdo a simulagdo
do escoamento laminar ao redor de uma placa plana paralela ao escoamento.

Este escoamento, por apresentar solugdo exata, serve de referéncia para a
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solugdo numérica obtida. O algoritmo ¢ explorado em termos de convergéncia e
acuracia da solu¢do numérica obtida.

c) Realizar simula¢des para o escoamento ao redor de um cilindro circular e
comparar os resultados numéricos obtidos com outros resultados numéricos e

experimentais disponiveis na literatura.

Vale ressaltar que o modelo utilizado neste trabalho apresenta uma maneira inédita de
implementagdo das condi¢des de contorno na superficie do corpo, onde ambas as condigdes
de ndo-penetragdo e ndo-escorregamento sdo impostas simultaneamente e explicitamente.

O trabalho desenvolvido ¢ apresentado nos capitulos que se seguem. O Capitulo 2
apresenta a revisao bibliografica onde sao mencionados e discutidos os trabalhos analiticos,
experimentais € numéricos encontrados na literatura para o Método dos Painéis e para o
M¢étodo de Vortices. O Capitulo 3 apresenta as equagdes que constituem o modelo
matematico utilizado. O método numérico desenvolvido encontra-se descrito no Capitulo 4,
o qual contém as equagdes e o algoritmo propriamente dito. O Capitulo 5 apresenta a
valida¢do do modelo desenvolvido a partir da simulagdo do escoamento de Blasius ao redor
de uma placa plana. No Capitulo 6, apresenta-se e discute-se os resultados da simulagdo do
escoamento ao redor de um cilindro circular, utilizando o modelo computacional descrito
nos capitulos anteriores. Comparagdes com resultados numéricos e experimentais também
formam parte desta se¢do. As principais conclusdes sobre o trabalho sdo listadas no

Capitulo 7.
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CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

A literatura especializada contém intimeros artigos técnicos onde sdo estudados
escoamentos em torno de corpos rombudos ou esbeltos utilizando abordagens analiticas,
numéricas ou experimentais.

O continuo interesse na busca de um conhecimento mais profundo sobre o problema,
motivado pela simplicidade da configuracdo e a complexidade dos fendmenos fisicos que
acontecem no escoamento, reflete-se na evolucao das técnicas desenvolvidas.

A seguir, sdo descritos os principais trabalhos experimentais, analiticos e de simulagdo
numérica desenvolvidos para escoamentos externos ao redor de corpos, que servirdo como
base tedrica para a formulacdo do modelo numérico proposto neste trabalho e como fonte

de dados de comparagdo e avaliacao dos resultados obtidos.

2.1. Trabalhos Experimentais

Devido a enorme complexidade dos fendémenos fisicos relacionados ao escoamento ao
redor de corpos, ¢ de suma importancia que medigdes experimentais sejam feitas em
condigdes controladas, seja no laboratorio ou no campo. As simulagdes numéricas buscam
retratar os fenomenos fisicos tdo proximos da realidade o quanto possivel. Desta forma, a
comparacdo com resultados experimentais adequados ¢ de vital relevancia para a validagdo
de um codigo computacional.

No caso de cilindros circulares, devido a um grande nimero de trabalhos experimentais
realizados, as caracteristicas fisicas dos escoamentos sdo conhecidas para uma ampla faixa
de valores do niimero de Reynolds, até aproximadamente 10’. Uma revisdo completa e
detalhada pode ser vista em MALTA (1998). Estudos experimentais das caracteristicas
destes escoamentos em fungdo do niimero de Reynolds trouxeram conhecimentos a respeito

da formacdo da camada limite laminar, sua transicdo para camada limite turbulenta,
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separagdo, formagdo de camadas cisalhantes e emissdo de vorticidade gerada na superficie
do corpo para a esteira viscosa formada a jusante. Os estudos experimentais realizados para
cilindros circulares fornecem informagdes importantes sobre fendmenos fisicos que
ocorrem em escoamentos ao redor de corpos rombudos. Dentre os inimeros trabalhos
experimentais, vale citar ROSHKO (1961), ACHENBACH (1968), BEARMAN (1969), e
WILLIAMSON (1988).

ROSHKO (1961) fez um estudo experimental em tinel de vento variando o nimero de
Reynolds entre 10° e 10” e mostrou que o coeficiente de arrasto varia de,
aproximadamente, 0.4 em Re =10°, até 0.7 em Re =3.5.10°, permanecendo constante a
partir deste ponto. ROSHKO (1961) observou também que, a partir deste nimero de
Reynolds, o nimero de Strouhal varia entre St =0.26 e St = 0.30. Este ¢ um dos estudos
experimentais mais completos, pois apresenta graficos da variacao do coeficiente de arrasto
e nimero de Strouhal em fun¢do do numero de Reynolds, e da distribuicdo de pressdo na
superficie do cilindro.

ACHENBACH (1968) fez um estudo experimental onde foram medidos os coeficientes
de pressdo e de atrito ao longo da superficie do cilindro, bem como o coeficiente de arrasto
e a variagdo do angulo de separagdo com o nimero de Reynolds. Devido a este trabalho, o
escoamento passou a ser classificado em subcritico (onde ocorre a separagdo laminar da
camada limite em 5.10° < Re < 2.10%), critico (onde ocorre a forma¢do de uma bolha de
separagio laminar com recolamento turbulento, 2.10° < Re < 3.10%) e supercritico (zona de
transicdo da camada limite laminar para turbulenta, com separagio turbulenta, Re > 3.10°).

Estudos experimentais para nimeros de Reynolds dentro do regime critico foram
realizados por BEARMAN (1969) que observou que, quando o coeficiente de arrasto ¢é
minimo, para nimero de Reynolds de 5.5.10°, o nimero de Strouhal tem um valor maximo
de 0.46. Dados para os coeficientes de arrasto e sustentacdo foram apresentados para trés
outros valores do niimero de Reynolds dentro da faixa de 1.0.10° até 7.5.10°.

WILLIAMSON (1988) estudou a descontinuidade que existe no grafico do nimero de
Strouhal em funcio do nimero de Reynolds entre 3.10° < Re < 3.10°. Ele mostrou que esta

descontinuidade se deve a presenca de efeitos tridimensionais.
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Estas compilagdes de resultados experimentais constituem referéncias importantes para

a validacdo de resultados numéricos obtidos a partir de simula¢des computacionais.

2.2.Trabalhos Analiticos

A revisdo bibliografica a seguir tem o objetivo de descrever cronologicamente a
evolugdo dos trabalhos analiticos que tém sido desenvolvidos para estudar o problema do
escoamento de um fluido ao redor de corpos rombudos (cilindros circulares,
especificamente) imersos em um escoamento.

SARPKAYA (1963) realizou um dos trabalhos analiticos mais importantes a respeito
do escoamento sobre um cilindro circular. Expressdes gerais para os coeficientes de arrasto
e sustentagdo foram calculadas e os efeitos do escoamento incidente, dipolo (fonte e
sumidouro de intensidades iguais dispostos a uma distancia infinitesimal), vortices
discretos e suas imagens foram incluidos. No entanto, a imagem no centro introduzida em
seus calculos foi omitida em trabalhos posteriores por afetar as condi¢des de contorno no

infinito.

O estudo tedrico do escoamento em torno de um cilindro circular para valores de
numeros de Reynolds finitos foi realizado por WANG (1967), expandindo as variaveis do
escoamento, da regido rotacional e potencial, para satisfazer as condi¢des de contorno na
superficie do corpo nas regides interna e externa do escoamento, através de uma série de
poténcias de tempo. A formulagdo de WANG (1967) foi composta a partir da soma das
solucdes das duas expansdes, a interna e a externa, e subtraindo a parte comum. O autor
derivou analiticamente as duas primeiras aproximagdes, nas quais a pressdo ¢ constante
através da camada limite. Na terceira aproximacao, a pressdo inicia uma varia¢do através

desta camada viscosa.

COLLINS e DENNIS (1973b) estudaram o escoamento ao redor de um cilindro circular
iniciado impulsivamente a partir do repouso através de uma expansao em série de poténcias
de tempo. Os autores formularam o problema em variaveis da camada limite, derivando
solucdes unicamente para a regido interna ou rotacional sem considerar a regido potencial.
As primeiras aproximagdes da expansdo foram obtidas analiticamente e as posteriores, até a

sétima ordem, foram calculadas numericamente. Seus resultados mostraram uma boa
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aproximacao do instante em que o fluido comeca a separar do cilindro para os casos desde
Re =0 a Re=200. O resultado do coeficiente de arrasto, nos instantes iniciais, mostrou

que os arrastos por fric¢do e pressao sao iguais para todos os nimeros de Reynolds.

A teoria de camada limite foi apresentada de forma detalhada por SCHLICHTING e
GERSTEN (2000) e especificamente para a camada limite laminar, por ROSENHEAD
(1963).

2.3.Trabalhos Numéricos

DENNIS e CHANG (1970) utilizaram o Método de Diferencas Finitas para simular o
escoamento bidimensional de um fluido que escoa de maneira incompressivel ao redor de
um cilindro circular para nimeros de Reynolds compreendidos na faixa de 5 a 100. Neste
trabalho foram calculados valores para o coeficiente de arrasto, angulo de separacdo e
distribuicdes de vorticidade e pressdo sobre a superficie do cilindro, em uma simulagdo
para tempos pequenos.

CHORIN (1973) introduziu o Método de Voértices para a solucdo das Equacdes de
Navier-Stokes aplicadas ao escoamento ao redor de corpos rombudos. Este algoritmo foi
utilizado em particular para simular o escoamento ao redor de um cilindro circular. Ele
propos o primeiro algoritmo completo do Método de Vértices, o qual ¢ constituido por trés
partes: a primeira consiste em satisfazer a condi¢do de escorregamento nulo na parede; na
segunda parte, o processo de conveccao nao-viscoso ¢ resolvido, utilizando a lei de Biot-
Savart, e por ultimo, o transporte dos vortices discretos por difusdo viscosa ¢ simulado
através do Método de Avango Randémico. Para Re =10*, o valor do coeficiente de arrasto
obtido foi C, =0.87, aproximadamente 2/3 do valor experimental, € para Re =10, este

valia C, =0.27, muito inferior ao obtido experimentalmente. O autor supds que a

representacdo grosseira da camada limite provocou uma ocorréncia prematura da Crise do
Arrasto.

COLLINS e DENNIS (1973a) apresentaram um algoritmo numérico, que consistia no
emprego do método implicito de Crank-Nicolson, para solu¢do das Equacdes de Navier-

Stokes, valido somente enquanto a esteira se comportava de maneira simétrica. Os autores
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simularam o crescimento da esteira a jusante do cilindro para Re=40, 100 e 200. O
calculo da distribui¢do de pressdo para Re = 500 apresentou concordancia razoavel quando
comparado com os dados experimentais.

KUWAHARA (1978) utilizou vortices discretos para simular um escoamento
bidimensional no qual ocorria emissdo de vortices nos pontos de separagdo de um cilindro
circular. No instante inicial, 64 vortices pontuais estavam presentes no escoamento e 2

vortices foram introduzidos na parte superior e inferior do cilindro a cada passo de tempo.

Calculos feitos para Re =10* produziram resultados para o coeficiente de arrasto ao redor
da metade dos obtidos experimentalmente.

PORTHOUSE e LEWIS (1981) desenvolveram um algoritmo para simular
escoamentos bidimensionais ao redor de cilindros circulares e placas planas. Para o corpo
rombudo, a geracdo de vortices foi localizada em pontos de separacdo fixos e foram obtidos

resultados para a frequéncia de desprendimento dos vortices, e forgas de sustentacdo e

arrasto para nimeros de Reynolds entre 200 e 2.10*. Os resultados obtidos para a placa
plana, reconstruindo o perfil de Blasius, forneceram uma explicagdo para a separacdo do
escoamento e mostraram qualitativamente a turbuléncia bidimensional que acontece na
camada limite.

KAMEMOTO e¢ KAWAMATA (1986) utilizaram o Método dos Painéis com
distribuicao de singularidades do tipo vortices. O algoritmo utilizado permitia apenas que a
condi¢do de impenetrabilidade na superficie do cilindro circular fosse satisfeita.

SMITH e STANSBY (1988) utilizaram um algoritmo de Método de Vortices (isento de
malhas) associado ao Método do Vortice em Célula, o que determinou o emprego de uma
abordagem hibrida (Lagrangiana-Euleriana) para solucionar a Equacdo de Transporte da
Vorticidade. Os resultados apresentaram boa concordancia quando foram introduzidos 20
vortices ao redor do cilindro a cada passo no tempo. As simulagdes foram realizadas para
numeros de Reynolds entre 2.5.10% e 10° e apenas para tempos adimensionais pequenos.

Em MUSTTO et al. (1997), MUSTTO (1998) e MALTA (1998) foi apresentado um
novo algoritmo para simular o escoamento ao redor de um cilindro circular com e sem
rotacdo, utilizando o Método de Vértices associado ao Teorema do Circulo, que permitiu a
satisfacdo das condi¢cdes de impenetrabilidade e ndo-escorregamento na superficie do corpo

simultaneamente. Os vortices foram deslocados por conveccdo e difusdo, sendo que os
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efeitos difusivos foram simulados através do Método de Avangco Randomico. Em

MUSTTO (1998) foram mostrados resultados para a simulacdo do escoamento

incompressivel ao redor do cilindro circular € nimero de Reynolds de 10°, bem como um
estudo da influéncia dos pardmetros numéricos do algoritmo implementado por MUSTTO

et al. (1997) e MALTA (1998). MALTA (1998) realizou um estudo variando o nimero de

Reynolds entre 10° e 10°. Os resultados das simulagdes mostraram boa concordancia com
resultados numéricos e experimentais encontrados na literatura.
GUO et al. (1998) apresentaram um Modelo de Diferencas Finitas aplicado a Equagao

de Navier-Stokes bidimensional na formulagdo vorticidade — fungdo corrente para numeros

de Reynolds da ordem de 10° —10*. Os autores utilizaram um novo esquema misto de
terceira ordem avangado com quarta ordem centralizado para a discretizacdo da Equagdo de
Transporte da Vorticidade e segunda ordem centralizada para a funcdo corrente. Foram
apresentados resultados para cilindro circular e eliptico, e as influéncias da condi¢@o inicial,
da discretizag@o espacial e temporal aplicadas foram discutidas.

PEREIRA (1999) apresentou uma nova maneira de calcular a Lei de Biot-Savart a fim
de reduzir o tempo computacional. Utilizando o Método dos Painéis com distribuicdo de
vortices constante associado ao Método de Vortices, o autor obteve resultados com boa
concordancia com resultados experimentais para escoamentos de altos numeros de
Reynolds ao redor de um cilindro circular. Neste algoritmo, as condi¢des de
impenetrabilidade, ndo-escorregamento e conservagdo de vorticidade sdo atendidas a cada
passo no tempo.

Em GUEDES et al. (1999a), o Método de Expansdo em Multipolos foi aplicado ao
algoritmo desenvolvido por MUSTTO (1998) e MALTA (1998) a fim de reduzir o custo
computacional do método desenvolvido. Uma simulagdo de alta resolucdo foi realizada
com a criacdo de 64 vortices a cada passo no tempo (o maximo utilizado em MUSTTO

(1998) e MALTA (1998) foi 32 vortices). O escoamento ao redor de um cilindro circular

foi simulado até um tempo adimensional igual a 40 para nimero de Reynolds de 10°.
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2.3.1. Método dos Painéis

Solugdes analiticas para o escoamento potencial, como a Transformada Conforme, sdo
encontradas na literatura. No entanto, a dificuldade em se lidar com geometrias arbitrarias
faz com que seja necessario recorrer a utilizagdo de solugdes numéricas.

Existe uma classe de métodos numéricos com grande uso em Mecéanica dos Fluidos que
se baseia na discretizacdo da superficie de contorno, chamado de Método dos Elementos de
Contorno. O Método dos Painéis ¢ uma particularizagdo desse método e se destaca pela sua
larga aplicacdo na industria para a andlise de escoamentos potenciais ao redor de corpos
rombudos e esbeltos.

LEWIS (1981) apresentou a combinacdo do Método de Vértices com o Método dos
Painéis, facilitando a aplicacdo do Método dos Vortices a problemas que envolvam o
escoamento ao redor de geometrias complexas. Uma revisdo historica e caracteristicas
detalhadas do método podem ser vistas em HESS (1990).

Para a satisfacdo da condi¢do de contorno nos painéis, o Método dos Painéis fornece a
intensidade das singularidades que s3o dispostas na superficie do corpo. Estas
singularidades sdo representadas por fungdes basicas que, devido ao seu decaimento,
satisfazem implicitamente a condi¢@o de contorno no infinito.

Virios tipos de singularidades podem ser utilizados, com diversos tipos de distribuig¢do
sobre a superficie. PEREIRA et al. (2004) analisaram sistematicamente algumas
possibilidades de escolha de singularidades, restritas a distribui¢des de ordem constante e
linear. No mesmo ano, PEREIRA e BODSTEIN (2004) ampliaram esta anilise,
implementando os métodos com fun¢do de distribuicao quadratica.

Neste trabalho, o Método dos Painéis ¢ utilizado para calcular a contribuicdo do corpo

no escoamento, com intuito de possibilitar a simulagdo de uma geometria arbitraria.

2.3.2. Método de Vortices

A literatura com respeito a métodos Lagrangianos ¢ consideravelmente extensa,

sobretudo no contexto do Método de Vortices. Este pode ser dividido em dois tipos basicos,

de acordo com a maneira que o campo de velocidade ¢ calculado. O primeiro, denominado
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vortice em célula, calcula o valor da fungdo corrente nos nés de uma malha auxiliar de
calculo, e a partir deste ponto, a velocidade ¢ calculada por diferengas finitas nesta malha.
O segundo pode ser classificado como completamente livre de malhas pelo fato de calcular
o campo de velocidade a partir do campo de vorticidade, utilizando, para isto, a lei de Biot-
Savart.

A primeira tentativa de simular um escoamento através da modelagem do campo de
vorticidade por meio de vortices discretos foi feita por ROSENHEAD (1931), cujos
calculos manuais utilizando vortices potenciais ja mostravam resultados que apresentavam
uma grande semelhanca com o escoamento estudado. Porém, a simulagdo tornava-se
rapidamente instdvel, gerando um movimento cadtico dos vortices apds alguns passos de
tempo. Mesmo com o advento da computacgdo cientifica, que permitiu a discretizagdo da
vorticidade em um nimero maior de vortices, as simulagdes conduzidas por este modelo
ainda ndo convergiam, uma vez que este esquema gerava altas velocidades induzidas.

Posteriormente, passou-se a utilizar vortices com nucleos finitos, onde as velocidades
dentro do nucleo sdo suavizadas por alguma fun¢do especial, permitindo, assim, uma
simulacdo mais real dos efeitos viscosos do escoamento. Varios esquemas para limitagcdo
do campo de velocidade dos vortices em simulagdes bidimensionais tém sido propostos.
SPREITER e SACKS (1951) utilizaram o vortice de Rankine para desingularizar a
velocidade induzida pelo vortice pontual, por este ser uma primeira aproximacao do nucleo
de um vortice real. KUWAHARA e TAKAMI (1973) usaram o vortice de Lamb de nucleo
variavel, com o argumento que este descreve a solucdo exata para a difusdo de vorticidade
de um tnico vortice em um fluido viscoso. CHORIN ¢ BERNARD (1973), utilizaram o
vortice de Lamb de nucleo fixo.

Segundo KAMEMOTO (1994), o Método de Vortices ¢ dividido em trés classes, de
acordo com a maneira pela qual a vorticidade gerada no corpo ¢ transportada para o meio
fluido. A primeira libera vortices apenas nos pontos de separacdo que sao supostamente
conhecidos; a segunda utiliza uma aproxima¢do da camada limite para calcular os pontos
de separacdo sobre a geometria considerada e os vortices sdo gerados a partir da espessura
de deslocamento da camada limite; a terceira classe modela a vorticidade presente na
camada limite por vortices, que sdo gerados em toda a camada limite da superficie do corpo

e sdo transportados por convecgdo e difusdo para todo o escoamento, fazendo com que a
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separacdo ocorra como um resultado natural da simulagdo. Ainda neste artigo, propds um
modelo para geracdo da vorticidade na superficie, baseado na aproximacdo de camada
limite. Segundo este modelo, uma folha de vorticidade ¢ transferida inicialmente ao fluido,
ficando livre para se movimentar por acdo da difusdo e conveccdo, sendo transformada em
um vortice pontual ao atingir uma determinada distancia do corpo. Foram apresentados
resultados para cilindro retangular e esfera. Este esquema de geracdo demonstra a grande
preocupacdo de se obter uma boa representacdo da vorticidade nas proximidades da
superficie, uma vez que a influéncia desta regido no célculo das forgas e na determinagao
da vorticidade gerada no corpo ¢ fundamental para a obteng¢ao de bons resultados.

CLARKE e TUTTY (1994) desenvolveram uma metodologia para simular escoamentos
impulsivos ao redor de corpos de geometria arbitraria, associando o Método de Vortices
com o Método dos Painéis, empregando painéis curvos, e simulando os efeitos viscosos
com uma combina¢do do Método do Avanco Randomico com o Método da Velocidade de
Difusdo (MVD). O custo computacional da etapa convectiva foi diminuido a partir de um
algoritmo de decomposi¢@o. Os autores validaram o codigo computacional utilizando dados
experimentais e numéricos dispostos na literatura, comprovando que o método
desenvolvido possuia acurdcia semelhante a encontrada por codigos de diferengas finitas,
sem, no entanto, apresentar a difusdo numérica relacionada a utiliza¢do de malha.

WALTHER e LARSEN (1997) utilizaram o Método de Vortices para simular o
escoamento bidimensional incompressivel viscoso sobre uma placa plana de espessura e
comprimento finitos. Os autores empregaram uma nova abordagem para correlacionar os
campos de velocidade e de vorticidade, e para determinar a vorticidade na superficie da
placa, assim como utilizaram uma eficiente técnica de matriz de influéncia para o calculo
da conveccao via multipolos. Os resultados numéricos encontrados foram comparados com
a solucdo de Blasius para placa plana e, para o caso ndo viscoso, com a solugdo de
Theordorsen para placa plana oscilatoria, apresentando boa concordancia com resultados
experimentais € numéricos obtidos na literatura.

PEREIRA (1999) simulou o escoamento ao redor de um cilindro circular e ao redor de
um aerofolio NACA 0012 para o angulo de ataque de 5°, limitando o niimero de vortices

com um esquema de eliminagdo e realizando a conservagdo da circulagdo conforme
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proposto por LEWIS (1991). Devido a limitagdes computacionais, ainda foi utilizado o
esquema de eliminacdo de vortices, o que reduz a resolucdo do campo de vorticidade.

COTTET et al. (2000) apresentaram uma metodologia para aproximag¢do das equacdes
de Navier-Stokes, utilizando vortices pontuais com tamanho de nucleos diferenciados, com
o objetivo de se obter diferentes niveis de discretizacdo para diferentes regides do
escoamento, como a camada limite e a esteira viscosa, aumentando a eficiéncia
computacional quando comparada aos métodos que utilizam vortices com tamanho de
nucleo fixo. Os resultados foram validados através da implementacdo de problemas de
escoamentos ao redor de cilindros e interacdes de vortices com paredes.

PLOUMHANS e WINCKELMANS (2000) desenvolveram um modelo para redistribuir
as particulas no escoamento ao redor de um corpo de geometria arbitraria. O Método de
Troca de Intensidade entre Particulas (MTIP) foi alterado para as particulas proximas ao
corpo para evitar fluxo andmalo de vorticidade durante a etapa difusiva. A convergéncia
quadratica do esquema foi verificada matematicamente e por diversas simulagdes
conduzidas e a validacdo obtida através da comparagdo com o problema do escoamento
impulsivo ao redor de cilindro.

ROUVREAU e PERAULT (2001) simularam o escoamento bidimensional e
incompressivel ao redor de um cilindro circular através de um codigo numérico baseado no
Método de Vortices, onde a condi¢do de ndo-deslizamento foi satisfeita a partir da
consideracdo da espessura do elemento de superficie, pardmetro desprezado nas
metodologias usuais. A etapa difusiva foi calculada através da utilizagdo de um método
deterministico baseado na solugdo da Equagdo do Calor. Os autores apresentaram
resultados para os coeficientes de sustentacdo e arrasto, campos de velocidade e de
vorticidade e o nimero de Strouhal, que foram concordantes com a literatura disponivel.

YANG et al. (2003) aplicaram o Método de Voértices para simular o escoamento ao
redor de uma placa plana e de um cilindro, satisfazendo as condi¢des de contorno de
impenetrabilidade e ndo-escorregamento simultaneamente. Para tanto, os autores utilizaram
singularidades do tipo fonte e vortice na superficie, que formam as incognitas do sistema
linear a ser resolvido, onde a primeira satisfaz a condicdo de Neumann para
impenetrabilidade e a segunda, a condicdo de Dirichlet para ndo-escorregamento. Os

autores também apresentaram uma formulagdo para determinacdo da distancia de
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nascimento dos vortices, na qual a condicdo de ndo-escorregamento continuava sendo
valida. Os resultados foram comparados com valores experimentais e analiticos,
apresentando boa concordancia.

ZHU e KAMEMOTO (2003) apresentaram uma metodologia baseada no Método de
Vortices para simular o escoamento ao redor de corpos, onde os campos de velocidade e
pressdo foram obtidos através de formulagdes integrais. Utilizaram, ainda, o Método do
Crescimento do Nucleo com um algoritmo de aglomerag@o para simular a etapa difusiva do
escoamento bidimensional ao redor de um cilindro circular, que foi validado por
experimentos e simulacdes de outros autores.

BARBA et al. (2005a) desenvolveram uma modificagdo do Método de Vortices,
tornando-o completamente livre de malhas, diferentemente dos métodos que utilizam
técnicas de troca de intensidade entre particulas. No trabalho apresentado, foi empregado o
Me¢étodo do Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC) na etapa difusiva, e a adaptacio
espacial foi realizada utilizando-se a interpola¢do de fungdes bésicas radiais, controlando
automaticamente o tamanho do nilicleo dos vortices e, dessa forma, garantindo a
convergéncia. Esta metodologia proporcionou um ganho considerdvel nas simula¢cdes com
vortices na descrigdo Lagrangiana, ao mesmo tempo em que permitiu simulagdes em
multiplas escalas com varias resolucdes.

BARBA et al. (2005b) citaram como deficiéncias do Método de Vortices, o custo
computacional da utilizacdo da lei de Biot-Savart, o tratamento da difusdo na descrigdo
Lagrangiana e a perda de acurdcia devido a distor¢do Lagrangiana dos elementos
computacionais. A primeira limitacdo citada foi resolvida pela utilizagdo de aceleradores
multipolos e a segunda, através dos diferentes métodos desenvolvidos para lidar com a
difusdo viscosa. Em relag@o a terceira limitagdo, os autores sugeriram a interpolagdo com
fun¢des radiais basicas, permitindo o controle do tamanho do nucleo dos vortices quando se
aplica o Método do Crescimento do Nucleo Corrigido, ou quando se busca uma resolugao
variavel no dominio fisico.

BOUFERROUK e CHERNYSHENKO (2005) utilizaram a regulariza¢do de Tikhonov
no Método de Vortices para simular um escoamento bidimensional ndo-viscoso em placa
plana, que sem esse artificio, se torna instavel, e em um cilindro de sec¢do circular, que teve

seu ruido diminuido pela regulariza¢do proposta.

28



ROSSI (2005) utilizou fungdes basicas Gaussianas elipticas e deformaveis, para
representar o campo bidimensional de uma grandeza escalar, em um escoamento
incompressivel. Estas fungdes se movimentam e se deformam para simular a evolugdo do
escoamento em estudo, de acordo com um equacionamento para a velocidade, rotacao,
extensdo e deformacgdo dos elementos. O autor conseguiu acurdcia espacial de quarta
ordem, ajustando o centrdide das fungdes basicas com o residuo do método numérico por
ele apresentado.

ROSSI (2006a) comparou os resultados de simulagdes de escoamentos bidimensionais e
incompressiveis, utilizando fungdes basicas Gaussianas e axisimétricas, com os resultados
obtidos com fung¢des béasicas Gaussianas elipticas e deformaveis. Os resultados para um
problema de deformagdo e difusdo em uma distribuicao elipsdide de um escalar imerso em
um escoamento com linhas de corrente circulares e fechadas apontaram diversas vantagens
para a abordagem com elementos deformaveis, como a utilizagdo em problemas cuja
resolu¢do requerida seja significativamente maior, e a menor necessidade de correcdo
devido a sua inconsisténcia.

ROSSI (2006b) apresentou duas técnicas para aproximacao da integral de Biot-Savart
na avaliacdo de funcdes Gaussianas elipticas e deformaveis, através da aplicacdo de uma
pequena perturbacdo na funcdo corrente, a qual somente € aplicavel para interagdes diretas
entre os elementos computacionais. O autor também apresentou um estudo da aplicacdo de
aceleradores multipolos para as funcdes elipticas Gaussianas deformdveis, introduzindo
uma nova escala computacional e limitando a eficiéncia da expansdo em multipolos. Esta
deficiéncia foi minimizada através da imposi¢do de um limite inferior para o tamanho das
caixas, permitindo uma aproximacao acurada a partir de uma tolerancia estabelecida.

WEE ¢ GHONIEM (2006) apresentaram um método, o Método de Redistribuicdo de
Vorticidade (MRV), que realiza simultanecamente a difusdo da vorticidade e a reordenagdo
da malha de célculo no Método de Vértices. O escoamento evolui no tempo realizando dois
subpassos, sendo que o primeiro ¢ fruto da convecg¢do dos vortices de acordo com o campo
de velocidade, enquanto o segundo se encarrega da difusdo viscosa e da reordenacdo da
malha através do uso da interpolagdo. A estabilidade e o erro da semente de interpolacdo
foram avaliados, demonstrando que o esquema pode ser utilizado com sucesso inclusive em

problemas complexos com difusdo ndo-linear.
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COCLE et al. (2007) apresentaram uma modelagem do Método de Vortices que
permitiu reduzir a regido de malha dos métodos tradicionais de vortice em célula, uma vez
que esta ¢ super dimensionada se comparada a regido rotacional do escoamento, devido a
necessidade de se garantir a satisfagdo da condicdo de contorno para o escoamento nao
perturbado, imposi¢do que acarreta um custo computacional muitas vezes invidvel. Deste
modo, os autores trabalharam com uma regido estritamente rotacional, dividindo este
dominio em sub-regides, onde as condi¢cdes de contorno sdo satisfeitas utilizando-se o
método paralelo de multipolos. Esta combinagdo dos métodos de vortice em célula e
paralelo de multipolos conduziu a uma solucdo mais acurada e com menor custo
computacional.

ELDREDGE (2007) apresentou uma metodologia para o Método de Vortices que
utiliza um avango no tempo intermediario para avaliar a intensidade de folhas de
vorticidade que devem satisfazer a condicdo de ndo-deslizamento ao terem sua vorticidade
transmitida para os vortices adjacentes. O autor utilizou uma malha cartesiana para calcular
os valores de vorticidade a cada passo no tempo, for¢ando a satisfagdo do teorema de
Kelvin pela redistribuicdo da vorticidade gerada na superficie para os vortices, durante a
etapa da difusdo das folhas de vorticidade. Foram feitas diversas analises quanto a
estabilidade e convergéncia para os parametros numéricos utilizados, em particular, a
avaliagdo da velocidade de deslizamento residual. O método apresentou boa concordancia
com dados experimentais e numéricos.

ZHAO et al. (2007) introduziu um novo modelo do Método de Vortices, denominado
Me¢étodo de Transporte de Vortices Generalizado, que consiste em utilizar uma descricao
hibrida Lagrangiana-Euleriana, onde o campo de vorticidade ¢ determinado através do
transporte de circulagdo em um campo de velocidade artificial, recorrendo-se a Equagao de
Poisson para se estabelecer o campo de velocidade na descricdo Lagrangiana. O Processo
de Transporte Generalizado leva em conta o movimento e a variagdo da area de circulagdo
dos voértices, ou seja, considera simultaneamente os fendmenos de convecgdo e difusdo
viscosa. O método se mostrou capaz de simular escoamentos em cilindros, capturando

fendmenos na proximidade da parede como separagdo e variagdo de velocidade tangencial.
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2.3.3. Convecgao — Métodos de Expansao em Multipolos

Cada etapa do Método de Vortices tem sido trabalhada individualmente por diversos
pesquisadores, com o intuito de produzir um método numérico mais preciso € com menor
custo computacional. Os métodos de multipolos foram desenvolvidos a fim de acelerar a
etapa convectiva do Método de Vértices, que possui um custo computacional da ordem de
M?, onde M ¢é o nimero de vortices necessarios para uma boa discretizagio da regido
rotacional do escoamento, a partir do célculo do campo de velocidade induzido por poélos,
hierarquizando-se a influéncia de acordo com a distancia e com a densidade de vortices
presentes em cada regido. BARNES e HUT (1986) apresentaram um esquema particula-

caixa que promoveu a reducdo do custo computacional para M logM , enquanto

GREENGARD e ROKHLIN (1987) e CARRIER et al. (1988) propuseram um esquema
caixa-caixa que reduziu esta para ordem de M .

STRICKLAND et al. (1999) desenvolveram um algoritmo de multipolos com aplicacdo
em problemas de radiacdo tridimensional e problemas de escoamentos tridimensionais. Este

algoritmo foi desenvolvido para computacdo paralela, o que resultou em um custo
computacional de ordem menor que M e maior que M ou M log M .

IHLER (2004) mostrou os resultados alcangados pela utilizacio de um método de
expansdo em multipolos que se baseia em aproximagdes matriciais de bandas baixas,
discutindo o método heuristico de aproximacdes matriciais em bloco e a formacdo das
expansdes analiticas que formam a base dos métodos de expansdo em multipolos. O
algoritmo permitiu a reduc¢do do custo computacional para a ordem de M .

SANTIAGO et al. (2006) realizaram simulagdes ao redor de corpos, aplicando o
Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo (MEMA) na etapa convectiva,
proporcionando a reducdo do tempo de processamento para a ordem M , a cinco nuvens de
vortices diferentes, que representam possiveis configuracdes geométricas instantaneas de

esteiras viscosas.
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2.3.4. Difusao Viscosa

Em CHORIN (1973), a difusao viscosa foi simulada através do Método do Avango
Randémico (MAR), baseado na concep¢do do movimento Browniano de Einstein, para
aplicagdo em escoamentos com alto nimero de Reynolds. Este ¢ o primeiro modelo de
Método de Vortices que considera os efeitos viscosos e possui a vantagem de possuir baixo
custo computacional e facilidade de implementagdo, porém seu carater estocastico ocasiona
regides sem recobrimento dos vortices, causando ruidos no campo de velocidade.

PORTHOUSE e LEWIS (1981) incluiram o Método do Avango Randomico no modelo
de Método de Vortices em combinagdo com o Método dos Painéis, formando a base para o
livro de LEWIS (1991) que trata da geracdo de vorticidade na superficie do corpo e seu
subsequente desprendimento e transporte na esteira.

OGAMI e AKAMATSU (1991) apresentaram o Método da Velocidade de Difusdo
(MVD), no qual a difusdo de vorticidade foi simulada pelo movimento induzido nos
vortices pela denominada velocidade de difusdo, proporcional ao gradiente da vorticidade e
a viscosidade cinematica, e inversamente proporcional a vorticidade. Os autores mostraram
que o método ¢ valido para valores de nimero de Reynolds inferiores aqueles abrangidos
pelo Método do Avango Randdmico, sendo dispensavel a utilizagdo de teoria de camada
limite, pois este pode lidar diretamente com o seu desenvolvimento, separagdo e
recolamento.

KEMPKA e STRICKLAND (1993) apresentaram um método numérico para a
simulagdo da difusdo viscosa da vorticidade baseado no MVD. Diferentemente dos
trabalhos anteriores, os autores consideraram os efeitos do divergente da velocidade de
difusdo, que mantém relacdo com a area na qual a vorticidade ¢ difundida, resultando em
calculos mais acurados, quando comparados com outros resultados numéricos e analiticos.

KOUMOUTSAKOS e LEONARD (1995) apresentaram uma nova metodologia de
simulagdo da difusdo denominada Método da Troca de Intensidade entre Particulas (MTIP
ou “Particle Strength Exchange — PSE”). As simulagdes obtiveram resultados acurados para
o escoamento ao redor de um cilindro circular.

SHANKAR ¢ VAN DOMMELEN (1996) propuseram um novo modelo para simular a

difusdo da vorticidade em uma descricdo puramente Lagrangiana. Este modelo baseou-se
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na troca de intensidade entre os vortices, o que foi feito mantendo-se os momentos de
ordem zero, um e dois, ou seja, a conservagdo da circulagdo, do momento linear e do
momento angular, respectivamente. As trocas satisfaziam um sistema linear formado
quando se minimiza a norma maxima das quantidades trocadas, utilizando-se a técnica de
programacao linear ¢ o método simplex para solugdo. A metodologia foi testada no
problema de difusdo de um vortice pontual e na iteragdo de um par de vortices,
apresentando boa concordancia com demais trabalhos numéricos e experimentais.

ROSSI (1996) realizou uma alteragdo no Método de Crescimento do Nucleo, que havia
sido abandonado desde que GREENGARD (1985) mostrou que este aproximava
incorretamente as equacdes de Navier-Stokes, que ficou conhecido como Método do
Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC). Através de um refinamento espacial que
consistia na divisdo de vortices, mantendo-se inalterados os momentos correspondentes,
obteve-se uma metodologia deterministica eficiente e de fécil implementagcdo para
utilizagdo no Método de Vortices, com custo computacional semelhante ao Método do
Avango Randdmico, porém com resultados mais acurados.

ROSSI (1997) apresentou um algoritmo de aglomerag¢do, a fim de baixar o custo
computacional do MCNC, diminuindo o numero de vortices na simulagdo, sem implicar, no
entanto, em perda de recobrimento, diminuicdo da acurdcia ou atraso na convergéncia.
Dessa forma, o erro da aglomera¢do foi mantido sob controle e a aglomeragao foi efetivada
mantendo-se os momentos de ordem zero (conservacao da circulagdo), ordem um
(momento linear) e ordem dois (momento angular).

TAKEDA et al. (1997) realizaram um estudo comparativo com quatro diferentes
métodos de difusdo viscosa: o Método do Avanco Randomico (MAR), o Método da
Velocidade de Difusdao (MVD), o Método da Redistribuicdo de Vorticidade (MRV) ¢ o
Me¢étodo do Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC), utilizando o Método dos Painéis
para satisfazer a condi¢do de contorno na superficie e o Método de Multipolos para acelerar
a etapa convectiva. Os autores simularam o escoamento ao redor de cilindro circular com
numero de Reynolds variando de 100 a 9500 e apresentaram dados comparativos quanto a
acuracia, a eficiéncia computacional e a aplicabilidade para computagdo paralela.
Concluiram que o MAR apresentou solugdes com excessivo ruido e pouca sensibilidade

quanto a sequéncia numérica randdmica, ao passo que o MVD mostrou melhora
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significativa quanto a convergéncia, se comparado ao MAR, que, no entanto, foi afetada
drasticamente quando o recobrimento dos vortices foi perdido. A formulacio do MRV
garantia o controle do erro, sendo que a adi¢do de novos vortices para obtengdo de sistemas
possiveis, tendia a aumentar o numero de vortices de maneira linear, podendo ser
controlada por algum tipo de processo de aglomeragdo. Finalmente, o MCNC apresentou
ganho em acurdcia, porém, o crescimento exponencial do nimero de vortices foi um fator
limitante deste método, o que implicou na utilizagdo de algoritmos de aglomeracdo e
consequente inclusdo de parametros e erros numeéricos.

KIDA ¢ NAKAJIMA (1998) obtiveram uma equacao integral para a vorticidade, do
tipo Fredholm, partindo da Equagdo de Navier—Stokes, a qual ¢ implementada no Método
de Crescimento do Nucleo com fun¢do Gaussiana e com fun¢do Gaussiana alternativa para
simular o escoamento com alto nimero de Reynolds e condi¢do inicial suavizada. Os
autores mostraram que o método com fungdo Gaussiana foi valido para resolver
escoamentos com alto nimero de Reynolds presentes em muitas aplicacdes de Engenharia,
contrariando as criticas apresentadas por GREENGARD (1985).

PLOUHAMS et al. (2002) simularam o escoamento ao redor de uma esfera com
numero de Reynolds de 300 a 1000, utilizando o Método da Troca de Intensidade entre
Particulas. Os autores apresentaram resultados para os coeficientes de arrasto e de
sustentacdo, bem como suas amplitudes de flutuacdo, e o numero de Strouhal, que
mostraram ser bem concordantes com outros trabalhos numéricos.

LEE et al. (2002) compararam o Método da Redistribuicdo de Vorticidade (MRV) com
o Método de Troca de Intensidade entre Particulas (MTIP) quanto & acuricia e ao custo
computacional, para o caso da difusdo de um vortice de Lamb e para um escoamento
impulsivo ao redor de um cilindro circular, com numero de Reynolds igual a 60. Para o
primeiro caso, a acuracia e o custo computacional foram praticamente os mesmos para 0s
dois métodos comparados, porém, para o cilindro circular, o MTIP mostrou-se mais
acurado e com menor custo computacional do que o MRV.

LAN et al. (2005) apresentaram uma revisdo dos avangos no Método de Vortices nas
ultimas décadas, incluindo o estudo do Método de Troca de Intensidade entre Particulas
(MTIP), do Método do Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC), do método de

particulas deterministico e do método de vortices hibrido. Os autores incluiram, também,
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um esquema de método de vortices eficiente, desenvolvido para altos niimeros de Reynolds
e para computacdo paralela de escoamentos ao redor de corpos rombudos, permitindo a
eliminagdo de limites nas resolugdes espacial e temporal.

SANTIAGO e BODSTEIN (2006) apresentaram um estudo comparativo de quatro
diferentes métodos de difusdo viscosa, dos pontos de vista de acuricia e custo
computacional visando a aplicagcdo destes ao Método de Vortices, a saber: Método do
Avango Randémico (MAR), Método da Redistribuicao de Vorticidade (MRV), Método do
Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC) e Método da Velocidade de Difusao (MVD). A
solugdo analitica para a difusdo de um vortice pontual permitiu que os autores concluissem
que o MCNC apresentou acuracia superior aos demais, além da facilidade de
implementagdo numérica, e que seu alto custo computacional, comparado ao MAR, pdde

ser facilmente contornado utilizando-se um algoritmo de aglomeragao de vortices.
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CAPITULO 3

MODELO MATEMATICO

Para a solucdo de qualquer problema real de Engenharia ¢ necessario que a formulagdo
e o equacionamento do problema matematico representem o problema fisico em estudo e,
ainda, fornecam uma relacdo satisfatoria entre a qualidade da solugdo, ou seja, o nivel de
acuracia desejado, o custo computacional relacionado e as ferramentas disponiveis.

Este trabalho apresenta a modelagem do escoamento externo, bidimensional,
incompressivel e ndo permanente que se desenvolve ao redor de corpos imersos em um
meio fluido infinito. O modelo matematico apresentado neste capitulo consiste em atender
ao modelo numérico desenvolvido, ou seja, a aplicagdo conjunta do Método dos Painéis
com o Método de Vortices, onde o primeiro tratarad da solugdo do escoamento potencial e o
segundo, da evolucdo da dindmica da vorticidade.

No entanto, devido a complexidade da modelagem dos fenomenos fisicos envolvidos no
problema, faz-se necessdrio adotar hipoteses simplificadoras que visam proporcionar uma
formulacdo matematica que conduza a resultados satisfatorios, tendo em vista as
ferramentas para solu¢do atualmente disponiveis e, para o caso em estudo, origina o

Problema de Valor de Contorno descrito posteriormente.

3.1. Hipoteses Simplificadoras

O problema em estudo pode ser exemplificado por um corpo bidimensional de
geometria arbitraria imerso em uma regido infinita (livre de fronteiras s6lidas) totalmente
preenchida por um fluido que inicia seu escoamento uniforme impulsivamente, ou seja, este
assume velocidade constante em todo o seu dominio instantaneamente. Tal problema pode

ser visualizado na Fig. 3.1, onde Q_ representa a velocidade do escoamento que incide

sobre o corpo.
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Figura 3.1 — Problema em estudo: escoamento externo ao redor de um corpo

bidimensional de geometria arbitraria

Deste modo, sdo listadas a seguir as hipdteses simplificadoras que serdo utilizadas

na formulagdo matematica do problema em estudo:

e a dimensdo do corpo no plano normal ao do escoamento ¢ infinita, de forma que o
escoamento pode ser considerado como bidimensional;

e 0 escoamento se inicia do repouso de forma impulsiva;

e a regido fluida ¢ infinita e sem influéncia de barreiras ou outros fendémenos
interfaciais;

e existe apenas um Unico corpo imerso no fluido;

e o fluido ¢ homogéneo, newtoniano, com propriedades constantes e seu escoamento
ocorre de maneira incompressivel, considerando que as velocidades envolvidas sdo
muito menores que a velocidade do som no meio;

e a for¢a de campo gravitacional ¢ desprezada.

A hipotese de regime permanente nao foi considerada, pois a dindmica do escoamento
provoca consideraveis oscilacdes temporais no campo de velocidades, as quais deverdo ser
representadas no modelo matematico formulado.

O equacionamento do problema em estudo, levando em consideragdo as hipdteses
simplificadoras, conduz a um Problema de Valor de Contorno que serd apresentado no

proximo item.
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3.2. Problema de Valor de Contorno

Os campos de velocidade e pressdo de um escoamento incompressivel de um fluido
newtoniano, ndo sujeito a forcas de campo, sdo relacionados através das Equacdes da
Continuidade e de Navier-Stokes, as quais tomam a forma respectivamente das Egs. (3.1) e

(3.2), dadas por:

Vou=0 (3.1)
Du_ou . yvu=—Lvpiwi, (3.2)
Dt ot Yo,

onde u ¢ o campo de velocidade vetorial e dimensional, ¢ ¢ o tempo, p ¢ a pressdo

estatica absoluta, v € a viscosidade cinematica do fluido e p sua massa especifica.

A fim de normalizar os resultados obtidos, as variaveis sdo reunidas em grupos
adimensionais, os quais guardam relacdo com as propriedades do fluido e as grandezas

fisicas de interesse, a saber:

e avelocidade caracteristica, O, ;

e 0 comprimento caracteristico, ¢ (diametro do circulo), ilustrado na Fig. 3.2;

e o tempo caracteristico, ¢/Q, , determinado em fungdo das variaveis anteriores.

- C >

Figura 3.2 — Comprimento caracteristico (didmetro)
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Desta forma, a partir do seguinte conjunto de variaveis adimensionais que sdo inseridas

nas Egs. (3.1) e (3.2), obtém-se as Equagdes da Continuidade e de Navier-Stokes na forma

adimensional, ou seja,

* * t *
L L. P_ (3.3)
0., c c PO,

Entdo, V-u =0, (3.4)
Du* * 1 2 *

e —=-Vp +—Vu , 3.5
Dt P Re (3:5)

Q.
onde Re= ¢ o numero de Reynolds.

\%

O sistema de Equagdes Diferenciais Parciais (3.4) e (3.5) estd sujeito as seguintes

condic¢des de contorno:
e u=0 na superficie do corpo, que reflete as condicdes de impenetrabilidade e nao
escorregamento para um corpo estacionario;
° ||u|| =1, no infinito.

E a condicdo inicial é:

° ||u||=0 em t<0;

J ||u|| =1,em ¢t >0, para toda a regido fluida.
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3.3. Equacio de Transporte da Vorticidade

A representacdo de um escoamento em fun¢do do seu campo de vorticidade torna-se
util no estudo em questdo, devido a possibilidade de interpretar o movimento de um fluido
em um escoamento incompressivel através da criacao e subsequente evolugdo do campo de
vorticidade no tempo. Assim, conhecendo-se os fendmenos fisicos que relacionam a
geracdo da vorticidade na superficie do corpo, pode-se resolver o escoamento transportando
esta informacao para o restante do dominio.

Particularmente, ¢ indispensavel que o campo de pressdo seja expresso em funcdo do
campo de vorticidade, pois esta grandeza ird representar a evolugdo do escoamento e
permitird a avaliagdo recorrente do campo de velocidade e a determinagdo dos
carregamentos na superficie do corpo.

Assim, uma vez que o vetor vorticidade ¢ definido como o rotacional do vetor
velocidade, ou seja, ® =V xu, a Equagdo de Transporte de Vorticidade ¢ entdo obtida

tomando-se o rotacional da Eq. (3.2) na forma completa,

V x al+u*-Vu*=—Vl+iv21{‘ . (3.6)
ot P Re

Assim, a equagao fica:

: * £ * £ l *
a&ﬂl Vo =0 -Vu +—V’e (3.7)
ot Re

A interpretacdo para cada termo desta equagdo pode ser descrita como (BATCHELOR
(1967)):

*

om - -
o = representa a taxa de variagdo local de vorticidade;
t

e u -V representa o transporte convectivo (ou advectivo) de vorticidade;

e  -Vu representa o esticamento e a deformacio das linhas de vorticidade;
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1 * i .. . \ ~
o EVZ(D representa o transporte difusivo de vorticidade devido a agdo da
e

viscosidade.

No caso bidimensional, o vetor vorticidade torna-se um escalar, possuindo apenas a
componente normal ao plano do escoamento. Logo, a Eq. (3.7) se torna uma equagdo

escalar, dada por:

aiwtu* Vo =LV2a) .
ot Re

(3.8)

E importante observar que o termo ® -Vu' é identicamente nulo no escoamento
bidimensional. Este fato representa uma limitacdo desta modelagem para a simulagdo de
escoamentos turbulentos, pois o fendmeno da turbuléncia em fluidos estd intimamente
ligado a deformagao das linhas de vorticidade, como discutido em SARPKAYA (1994), ¢ ¢

intrinsecamente tridimensional.
3.4. Relacio Velocidade—Vorticidade: A Lei de Biot—Savart

O Método de Vortices prevé a solucdo da Equacdo de Transporte da Vorticidade (Eq.
3.8) a qual resolve o campo de vorticidade do escoamento. Deve-se, portanto, buscar uma
formulacdo que relacione os campos de vorticidade e velocidade, este Ultimo de maior
interesse, pois possibilita resolver o escoamento e determinar os carregamentos no corpo.

A Equagdo da Continuidade para o fluido incompressivel ¢ dada por: V.-u=0. O
problema consiste, entdo, em determinar o campo de velocidade como uma distribuicdo de
vorticidade conhecida. Assim, o campo de velocidade pode ser expresso como o rotacional

de um campo vetorial B, tal que
u=VxB. (3.9)

Como o rotacional do gradiente de um vetor ¢ nulo, pode-se escolher B, tal que
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V-B=0. (3.10)
Substituindo as Egs. (3.9) e (3.10) na expressdo que define o vetor vorticidade, tem-se

w=Vxu=Vx(VxB)=V(V-B)-V’B

w=-V’B. (3.11)

A Eq. (3.11) é denominada Equacdo de Poisson para o vetor potencial e a sua solugao,

utilizando o Teorema de Green (conforme KARAMCHETTI (1980)), ¢ dada por

Bzij . (3.12)
Ay, |r0 —r1|

onde B ¢ avaliado no ponto P (distante r, da origem, conforme Fig. 3.3, extraida de

KATZ e PLOTKIN (2001)) e ¢ resultado da integracdo da vorticidade @ no volume V. A
partir da definicdo da Eq. (3.9), obtém-se:

1 w
u=—|Vx| —— dv. (3.13)
47[;[ (|r0—rl|}’
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Figura 3.3 — Velocidade no ponto P devido a distribuigdo de vorticidade

Considerando uma parte infinitesimal do filamento de vorticidade ® como mostrada na

Fig. 3.4 a seguir, obtida em KATZ e PLOTKIN (2001),

Figura 3.4 — Velocidade no ponto P induzida por um segmento de vortice

a area dS ¢ escolhida tal que seja normal a @. A dire¢do dl no filamento ¢ dl = (0 /w)d!,
a circulacdo ¢ definida por I'=wdS e dV =dSdl. Dessa forma, substituindo essas
expressoes na Eq. (3.13) e mantendo r, e dl constantes, obtém-se a expressdo para o

campo de velocidade incompressivel, induzido pela vorticidade concentrada em uma regiao

finita por
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1 J-a)x(ro—r1
47Z'V |r0—r1|3

)dV. (3.14)

A Eq. (3.14) ¢ a Lei de Biot—Savart, desenvolvida inicialmente na teoria de campos
eletromagnéticos. Nesta equag@o, J representa o volume da regido rotacional, ou seja, da

regido onde a vorticidade esta distribuida.
3.4.1. Velocidade Induzida por um Segmento de Vortice em Linha Reta

Um filamento de vorticidade é definido como um tubo de vorticidade, onde toda a
vorticidade estd concentrada em um nucleo finito. Quando a area da secdo transversal do
nucleo tende a zero e esta ¢ infinita, o filamento ¢ denominado filamento singular de
vorticidade, conforme ilustram as Figs. 3.5(a) e 3.5(b). Caso o filamento singular de
vorticidade seja uma linha reta, este ¢ chamado vortice — linha e, no caso bidimensional, de

vortice pontual, singular ou potencial, conforme Figs. 3.5(c) e 3.5(d).

(b)

(©) (d)

Figura 3.5 — Filamentos de velocidade

Serd formulado, aqui, o potencial de velocidade e suas derivadas para um vortice
pontual. Desta forma, faz-se necessdrio estabelecer um elemento de singularidade com

apenas um componente de velocidade tangencial, como mostrado na Fig. 3.6, por KATZ e
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PLOTKIN (2001), cuja magnitude ird decair de maneira similar a da componente radial da

velocidade de uma fonte bidimensional, isto ¢, de 1/7 . Entéo, u, =0 e u, =u,(r,6).

¥
A - Linhas de potencial constante
Velocidade devida & /
civeulagio positiva ‘ y
L]
—
Linhas de corrents

Figura 3.6 — Linhas de corrente e de potencial constante para um vortice bidimensional

situado na origem

Substituindo essas componentes de velocidade na Equacao da Continuidade,

ou, 10u, ou  u, 10u,
or rold ox r r oo (3.15)
u, =u,(r)

Para fluido irrotacional, substituindo essas relagcdes na expressdo da vorticidade,

0, =4 ()25 (w) | -0

’ | or Y

ru, =cte= A4

b

a magnitude da velocidade varia com %, assim como a componente de velocidade radial

de uma fonte. O valor da constante 4 pode ser calculado usando a defini¢do da circulagao,

0
por I' = I u.dl = I u,rd@ =274, onde I' € definido como positivo no sentido horario.

2z
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Assim, no plano X —Y, conforme figura anterior, a integral de linha deve ser realizada na

diregdo oposta de aumento de @. A constante 4, entdo, fica 4=—T/27 e as coordenadas

do campo de velocidade,

(3.16)

a (3.17)

Como esperado, a componente tangencial da velocidade decai a uma taxa de %,

conforme Fig. 3.7, extraida de KATZ e PLOTKIN (2001).

g

Figura 3.7 — Varia¢do radial da componente tangencial de velocidade induzida por um

vortice

O potencial da velocidade, para um elemento de vortice na origem, pode ser obtido pela

integracao das Egs. (3.16) e (3.17) por

¢=—§%9+c, (3.18)

onde C é uma constante, onde seu valor foi arbitrado como nulo.

Para um vortice localizado em um ponto P(x,,y,), a Eq. (3.18) pode ser escrita em

coordenadas cartesianas como
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O:arctgy_yo;cos@zx_xo;senezm,
X—X, r r
1—‘ —
¢ =——arctg2 20 (3.19)
2 X=X,
Analogamente, para o campo de velocidade,
I_‘ — —
u=ues=u,seng=——2 Yo _ LY Yo o (3.20)
2 r 2w r
v=u.n=ugcose=—Lx_x°=—Lx_2x°. (3.21)
2 7 2r r

Como r = \/(x—xo)2 +(y—y,)", as Eqgs. (3.20) e (3.21) ficam, respectivamente, para as

direcdes x e y,

PR b/ (3.22)
27 (x=x))" +(¥y =)
L X% (3.23)

_Z (x_xo)2 +(y_J’0)2 '

Nas Egs. (3.17), (3.22) e (3.23) pode-se observar a existéncia de uma singularidade na
velocidade induzida para um ponto que se aproxima do centro do proprio vortice, onde as
velocidades induzidas tendem a valores infinitos. Entretanto, a observacdo de situacdes
fisicas reais revela que estas velocidades ndo crescem indiscriminadamente ao se aproximar
do centro do vortice, sugerindo a necessidade da utilizacdo de um modelo que represente

melhor as velocidades nesta regido, como serd apresentado na proxima secao.
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3.5. Modelagem da Vorticidade

De acordo com SAFFMAN (1992), um vortice pode ser definido, em escoamentos
bidimensionais, como uma regido finita no plano, que possui vorticidade ndo-nula e que ¢
circundada por um escoamento irrotacional.

A vorticidade presente no escoamento ¢ modelada através da utilizagdo de elementos de
vorticidade discretos, cujas intensidades sdo determinadas por ocasido da solugdo do
Problema de Valor de Contorno.

A discretizacdo do campo de vorticidade, necessaria para que se obtenha uma
modelagem matematica que torne possivel uma solu¢do numérica acurada, deve ser feita
com elementos de vorticidade discretos que guardem boa relagdo entre a qualidade da
solucdo e o custo computacional envolvido. Os modelos disponiveis para discretizagdo da
vorticidade em duas dimensdes incluem os vortices singular (potencial), de Chorin, de
Rankine e de Lamb.

Um vortice pontual possui um nucleo de area zero, onde se concentra a vorticidade. A
velocidade sobre qualquer ponto no espago localizado a uma distancia radial » obedece a

formula derivada da Lei de Biot-Savart dada por

u, = —L. (3.24)
2xwr

Para vortices muito proximos entre si, o valor do raio » é muito pequeno, € a
velocidade induzida por um vortice sobre outro tende para infinito, acarretando problemas
de instabilidade numérica. Para remover as singularidades apresentadas pelo vortice
singular, a primeira alternativa seria a utilizagdo do modelo de Chorin. No entanto, este se
comporta como um vortice pontual fora do nucleo e, no interior deste, apresenta uma
velocidade induzida constante, apresentando, dessa forma, uma singularidade na origem e

na derivada para a distribui¢do de velocidade, no limite do nicleo do raio o, . Por esse

motivo, os dois modelos mais utilizados para a representagdo de vortices reais sdo os
modelos de Rankine e Lamb (SARPKAYA (1994)). Ambos os modelos suavizam as

velocidades induzidas a partir de uma distancia ao centro do vortice.
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O modelo de Rankine sugere que o vortice gire internamente como um corpo rigido na
regido do seu nicleo e assuma o comportamento do vortice potencial fora deste. Este possui
um valor constante de vorticidade no nicleo, de modo a produzir uma distribui¢do continua

e linear de u, nesta regido, porém introduz uma descontinuidade na derivada do campo da

velocidade induzida na circunferéncia do nticleo. A Fig. 3.8 mostra a distribuigdo de

vorticidade e velocidade para os trés modelos mencionados.

| . Chorin , Potencial

\ , Rankine L’/ ) Chorin

T
-

Y

o Fd a F

Figura 3.8 — Distribui¢cdo de vorticidade e velocidade induzida para um vortice potencial,

de Chorin e de Rankine

O modelo de Lamb, também denominado de Oseen, contorna as singularidades mais
eficientemente que os anteriores, pois possui uma distribui¢do Gaussiana de vorticidade,
que ¢ uma solucdo exata da Equacdo de Navier-Stokes para um voértice viscoso em um
dominio infinito. A velocidade ¢ finita para qualquer r, conforme Fig. 3.9. Assim, tem-se

que:

a_w:zﬁ[ra_wj, (3.25)
ot ror\ or
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Figura 3.9 — Distribui¢c@o de vorticidade e velocidade induzida para um vortice de Lamb

onde a solugdo para este problema de decaimento ¢ expressa por

2
wo(r,t) = — ;;2 exp(—%j : (3.26)

u,(r,t) =—2Lm[l—exp(—;—22ﬂ. (3.27)

Nas Egs. (3.26) e (3.27), r ¢ distancia radial entre o centro do vortice e o ponto do

escoamento onde a velocidade induzida ¢é calculada, sendo definida como

2 2 r . .
r= \/(x -x,)"+(¥—»,) , e o éuma escala de comprimento viscoso, expressa por

o =~avt . (3.28)

Adimensionalizando a Eq. (3.28), esta fica
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o = . (3.29)

_ 2
U=UeS=1, senOzLy—zy([l—exp[—r—zﬂ e (3.30)
2r r o
I' x-—x, r’
v=uen=u,c080 =—————|1—exp| —— || (3.31)
2r r o

3.5.1. Folha de Vorticidade

Outro elemento de vorticidade utilizado para discretizar o campo de vorticidade ¢ a
folha de vorticidade. Elas tendem a suavizar as velocidades induzidas em uma dire¢do
paralela a sua orientagdo principal, porém introduzem uma descontinuidade na velocidade
induzida ao se cruzar transversalmente a folha.

As componentes de velocidades induzidas por uma folha de vorticidade com

distribuicdo constante de velocidade por unidade de comprimento » sdo obtidas
integrando-se as Eqs. (3.22) e (3.23) ao longo da folha de vorticidade, onde y(x,) =y, que

ficam

N2 S S
275 (x=x))" +y

X

/4 XX
V=—"t— | ————dx,.
27[)'!:(x—x0)2+y2 ‘

Resolvendo as integrais acima, tem-se

u=£[92—91] e
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2
ve L

2r 1, 4r

b

onde 6,,0,,r e r, podem ser vistos na Fig. 3.10 e sdo definidos como

01=arctg{ Y }02=arctg{ Y }rl=\/(x—x1)2+y2;r2=\/(x—x2)2+y2
X—x X—Xx,

(x,0) (5.0)

Figura 3.10 — Velocidade induzida pelo ponto P por uma folha de vorticidade de
intensidade y[x, - x, |, obtida em KATZ ¢ PLOTKIN (2001)

Assim, obtém-se

u=L{arctg(Lj—arctg[ Y He (3.32)
2r X=X, X=X

2 2
v:lln(xL)eryz_ (3.33)
47 (x—x,)" +y

Para o caso de distribuicdo linear, onde y(x) =y, +y,(x—x,),

52



u:A]Z X0V

X, €
2. 2%
5 (x=x))"+y

0-

vz_L'[ xO(x_zxo) zd
5 (x=x0)" +y

Analogamente,

| —2 (6,-6,
47zyn x )}

:_L{ 1n(x )"+ 2){arctg( J j—arctg( Y H}e (3.34)
4 (x—x,)"+y° X=X, X=X

= —L{gln:—vt(xl x2)+y(9 -6 )}

<

27

= { ln()C ) 4y +(x1—x2)+y{arctg( 4 j—arctg( 4 H} (3.35)
o (x—x,)"+)° X=X, X=X

3.6. Escoamento Potencial e Formula¢iao do Problema

O escoamento incompressivel ao redor de corpos imersos num fluido Newtoniano pode

ser dividido em duas regides distintas com relacdo a influéncia da viscosidade. A regido

proéxima ao corpo, a camada limite, e a regido a jusante do corpo, a esteira, sdo

profundamente influenciadas pela viscosidade e caracterizadas pela existéncia de

vorticidade ndo-nula. Fora dessas regides, a influéncia da viscosidade torna-se desprezivel e

0 escoamento caracteriza-se por possuir um campo de vorticidade nulo.

Considerando a integral de linha numa regido simplesmente conexa, ao longo de uma

linha arbitraria C, a circulag@o ao longo de C pode ser definida como

T = [u-di = [ (udx+vdy+wdz). (3.36)
C

C
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Pelo Teorema de Stokes, pode-se escrever

r:ju«n=jmqms, (3.37)
S

C
onde o vetor vorticidade € expresso por @ =V xu.

Para a regido onde a influéncia da viscosidade ¢ desprezivel, o escoamento ¢
considerado irrotacional, isto é, @ =Vxu=0. Logo, ao se aplicar esta condi¢cdo na Eq.
(3.37), pode-se mostrar que a integral de linha torna-se uma derivada de ponto. Deste
modo, o campo de velocidade pode ser descrito através do gradiente de uma funcao escalar

¢, denominada potencial de velocidade, tal que
u=Vvg. (3.38)
A Equacdo da Continuidade para escoamentos incompressiveis ¢ dada por
V-u=0. (3.39)

Assim, substituindo a Eq. (3.38) na Eq. (3.39) obtém-se a Equacdo de Laplace, expressa

por
V-(Vg)=V’¢=0. (3.40)

Esta equagdo diferencial parcial requer duas condigdes de contorno, uma na superficie
do corpo e outra no infinito. Para um corpo imerso no fluido, a componente da velocidade
normal a superficie do corpo deve ser nula, satisfazendo, portanto, a condigdo de

impenetrabilidade da fronteira s6lida por

V¢-n:%:0. (3.41)
on
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A segunda condi¢do de contorno requer que a perturbacgao criada pelo movimento deva
decair com o distanciamento do corpo, ou seja, para r — . A velocidade tendera,

portanto, a velocidade do escoamento incidente, isto €,
Iim(Vg-Q_)=0. (3.42)

Assim, sendo o campo de velocidade de um escoamento potencial definido como
u=Vg¢, onde ¢ ¢ a funcdo potencial de velocidade, e considerando entdo o escoamento
potencial, bidimensional e incompressivel ao redor de um corpo rigido em repouso, pode-se
formular o seguinte Problema de Valor de Contorno para o potencial de velocidade, escrito

na forma adimensional;

V*¢ =0, no fluido (3.43)
o¢ :
Vé(r)-n= 20 =0, na superficie do corpo (3.44)
n
lim|V ¢(r,7)| =1, no infinito (3.45)

3.7. Solucao Geral da Equacio de Laplace Bidimensional

Para um corpo bidimensional de superficie S, imerso numa regido V com superficie
exterior S, , como ilustrado por KATZ e PLOTKIN (2001) e representado na Fig. 3.11, as
condigdes de contorno expressas pelas Eqs. (3.44) e (3.45) sdo aplicaveis a S. e S,

respectivamente. A normal n ¢ exterior ao volume de interesse V, limitado pelas

superficies S. e S, .
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Figura 3.11 — Problema de fluxo potencial

Substituindo o vetor u pela fungdo @V¢, —4,Vgh no Teorema da Divergéncia,

expresso por J. V-udl = J. u-ndS, obtém-se
vV N

[@Vh -4,V 4)ndS = [(4V’8, -4,V 4)dV (3.46)

onde ¢ e ¢, sdo fungdes escalares da posicdo. Esta equagdo ¢ uma das identidades de

Green.

A integral de superficie ¢ realizada ao longo de toda fronteira S, incluindo um modelo
de esteira (superficie S, ) que representa uma descontinuidade no campo irrotacional, onde

S=8S.+85,+5,.
Definindo ¢, = % € ¢, = ¢, para o0 caso em que o ponto P se situa externamente a V',

ambos ¢ e ¢, satisfazem a Equacdo de Laplace e a Eq. (3.46) torna-se

J.FV;/}—;N(lﬂ-ndS =0. (3.47)
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Para o caso particular em que P se encontra no interior da regido de interesse, este
deve agora ser excluido da regido de integragdo e envolto por uma pequena esfera de raio

¢ . Fora da esfera, na regido remanescente, os potenciais satisfazem a Equacdo de Laplace,

ouseja, V> (1 )=0 e V?¢, =0 Assim, a Eq. (3.46) fica
7 2

| FVqﬁ—qﬁV(lﬂ-ndS 0. (3.48)

S+esferas

Para resolver a integral sobre a esfera, faz-se necessario introduzir um sistema de

coordenadas esféricas em P, e uma vez que o vetor m aponta para dentro da esfera:

n=-e, n-V¢=—% e V(%):(—%z)er. A Eq. (3.48) se torna
1 1 106 &),
ﬂ;w—w(;ﬂ-ndS—eSfim(;E+7 S=0. (3.49)

Na vizinhanga da esfera P, j dS =4re* (onde r=¢), e quando & — 0 (supondo que o
S

potencial e suas derivadas sdo fungdes bem postas e ndo variam muito na esfera), o

primeiro termo da integral na esfera & desaparece e o segundo termo fica expresso por

- j (%de:—mﬁ(P) (3.50)

esferae

Assim, a Eq. (3.49) fica, entdo,

j FV;ﬁ Y (1ﬂ ‘ndS = 47p(P)

_ (3.51)
#(P) =LJ{1V¢—¢V(lﬂ-ndS
A r r
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Se o ponto P situa-se na fronteira S., de forma a excluir o ponto a partir de V', a

integracdo ¢ realizada apenas no hemisfério que o circunda com raio &, tornando a Eq.

(3.51)

¢(P)— j{ Vé— ¢v( ﬂ ds.. (3.52)

S

Para a situagdo em que o fluido de interesse se situa no interior da fronteira de S,
resultando em um “potencial interno” ¢, o ponto P (que estd na regido V') é exterior a

S . Assim, aplicando a Eq. (3.51), esta fica

0:[{1%1. —Qv(lﬂ-ndb’, (3.53)

onde n aponta para fora de S.. Considerando a influéncia do potencial interno e somando

a Eq. (3.51) com a Eq. (3.53) e acrescentando a contribui¢do de S, obtém-se

¢(P):4iﬂ —(p—-¢. )V ( H ndS+4— j LV;& ¢v( H-ndS, (3.54)

Sp+S,

onde a contribuigdo da integral sobre S pode ser definida como

4.(P)=—— | Fw— Mlﬂ-nd& (3:55)
4r s.L7 r

Este potencial geralmente depende da selecdo do sistema de coordenadas e, por
exemplo, em um sistema inercial onde um corpo se move através de um fluido estacionario,

¢ torna-se uma constante na regido. Além disso, a superficie da esteira ¢ supostamente
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fina de forma que a%n ¢ continua através dela. A partir dessas hipoteses e da substituicao

da Eq. (3.55) na Eq. (3.54), tem-se

ﬂp)ziI{%v(¢—¢f)_(¢_¢i)v(%ﬂ‘ndS+4LJ.

SC 4 SE

{¢n -v[ ! ﬂdS +4.(P). (3.56)

r

Considerando, agora, um segmento da fronteira S ., como mostrado na Fig. 3.12, entdo

a diferenca entre os potenciais externo e interno pode ser definida como: —yu=¢—¢ e a
: : - _ A

diferenca entre as derivadas na direcdo normal como: —A= on~ en: Estes

elementos sdo denominados dipolo (x) e fonte (A) e o sinal negativo ¢é resultante do vetor

normal apontando na dire¢do de S.. Com essas defini¢des, a Eq. (3.56) pode ser reescrita

como
1 1 1 1 1
H(P)=—— j {z(-} —/m- V(—ﬂdS +— j { - V(—ﬂdb’ +¢.(P), (3.57)
4 5 r r 47 5 r
® =
@ P 'it
n

Figura 3.12 — Potencial de velocidade perto de uma fronteira sélida S ., obtido por

KATZ e PLOTKIN (2001)

onde u, que aparece na segunda integral (sobre S, ), ¢ a diferenca do potencial entre as

superficies superior e inferior da esteira (ou seja, se a espessura da mesma ¢ nula, entdo
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H=—A¢ em S,.). O vetor n ¢ a normal local a superficie, que aponta na direcdo do

dipolo. E conveniente substituir n-V por %n . Assim,

1 1 o0 (1 1 o (1
o= S{H;j—ua[;ﬂds+Eiu§[;ﬂds+¢wm. (.58)

Ambas as solucdes para fonte e dipolo decrescem para » — oo e, automaticamente,
satisfazem a condi¢do de contorno expressa pela Eq. (3.42).

Para determinar o potencial de velocidade na regido V', a intensidade da distribuig¢@o
i i og,/ _o¢ _
dos dipolos e fontes deve ser obtida. Estabelecendo n= Jon © $=¢ em S., os

termos da fonte e dipolo desaparecem e o problema ¢ modelado por uma distribuicdo de

fonte na fronteira e, no caso bidimensional, as fun¢des ficam: ¢ =Inr e ¢, =¢.

No ponto P, a integrag@o sera ao redor de um circulo comraio ¢, e a Eq. (3.49) fica

[[Inrvg—gv(inr)]-nds— | {lnr?+¢(1ﬂdb’ =0. (3.59)

r r

N circulog

A circunferéncia do circulo ao redor de P ¢é 2z¢ (equivalente a 47&”, no caso

tridimensional) e a Eq. (3.51), para o caso bidimensional, fica

#(P) = —i [[In7v$-gv(inr)]-nds. (3.60)

N

Se o ponto P se situa na fronteira S., entdo a integracdo ¢ realizada sobre um

semicirculo com raio ¢ e a Eq. (3.60) torna-se ¢(P)=—%J[lan¢—¢V(lnr)]-ndS e
S

quando este se encontra no interior de S., a versdo bidimensional da Eq. (3.53) fica

oz—ij(mrwﬁi —¢,Inr)-ndSs .
27Z'SC
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Finalmente, com a defini¢cdo do potencial ¢, e dos elementos x e A, a Eq. (3.58) para

0 caso bidimensional fica

1 o 1 o
#(P) = Zﬂz(m r)- ya—(ln r)}dS —gi[/za(lﬂ r)}dS +¢,(P). (3.61)

n

A Eq. (3.61) revela que se pode chegar a solugdo do problema distribuindo-se
singularidades ao longo do corpo e da esteira, pois estes sdo os contornos que definem a
regido onde a Equacdo de Laplace ¢ valida. Estas singularidades, que podem ser do tipo
vortices, dipolos ou fontes, representam as fungdes de transferéncia que permitem resolver
o escoamento no dominio fluido, a partir do contorno.

O tipo de singularidade deve ser escolhido visando a obtencdo da melhor
representatividade da fisica do problema possivel e, uma vez que ndo ¢ possivel obter seu
valor analiticamente, ¢ necessario discretizar o contorno para a solu¢cdo numérica que, neste

trabalho, sera feito a partir da utilizagdo do Método dos Painéis.

3.8. Condicio de Contorno — Utilizacdo Simultinea de Painéis e Vortices Para

Discretizacao do Corpo

A imposicdo da condigdo de contorno na superficie solida permite determinar a
intensidade das singularidades distribuidas no contorno. Assim, satisfazendo-se a condig@o
de impenetrabilidade, o campo de velocidade ¢ unicamente determinado
(KOUMOUTSAKOS et al. (1994)). No entanto, surge na superficie do corpo uma folha de
vorticidade espuria, que gera velocidade de deslizamento ndo-nula sobre o painel.

A modelagem desenvolvida utiliza uma combinagdo de vortices e painéis e consiste em

eliminar essa folha de vorticidade espuria, acrescentando uma camada de L vortices

discretos nas vizinhangas dos painéis, conforme mostrado na Fig. 3.13. A intensidade 7(S )

da folha de vorticidade 7(S ) ¢ determinada simultaneamente a intensidade I" do vortice.

Este procedimento permite formar um sistema onde s3o impostas explicita e

simultaneamente as condi¢des de contorno de impenetrabilidade e de ndo-deslizamento, de
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maneira a melhorar a representacao da superficie e do processo de difusdo de vorticidade na

parede do corpo.

7(S)

Figura 3.13 — Utilizac¢ao simultanea de vortices e painéis

A circulagdo da folha de vorticidade espuria se expressa por

= [7(s)ds. (3.62)

BATCHELOR (1967) mostrou que a variacdo de circulagdo em um escoamento real

viscoso, barotrdpico e com forcas de corpo conservativas ¢ dada por

a—F=v.|'V2ua’s=—\/J'V><a)a’s=—v.|'6—wa’s. (3.63)
ot v v w. on

A Eq. (3.63) ¢ uma generalizagdo do teorema de Kelvin para escoamentos viscosos.

Integrando-a no tempo, obtém-se

r= jc Tt(—va—det'ds : (3.64)

on

Comparando a Eq. (3.64) com a Eq. (3.62), sujeita a hipotese de que o fluxo de

vorticidade na parede € constante no intervalo de tempo dt , pode-se escrever
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va—w=—&. (3.65)
on ot

A Eq. (3.65), obtida por KOUMOUTSAKOS et al. (1994), ¢ a Equacdo de Contorno de
Neumann para a vorticidade, que permite relacionar o fluxo de vorticidade normal a

superficie com o aparecimento da folha de vorticidade espuria.
3.9. Difusao da Vorticidade na Superficie Solida e Nascimento de Novos Vortices

No modelo para o nascimento dos vortices proposto neste trabalho, a imposi¢do da
condi¢do de impenetrabilidade ¢ possivel devido a utilizacdo conjunta de vortices e painéis,
baseado na hipotese de que uma folha de vorticidade espuria surge na superficie do corpo,
apos um intervalo de tempo Ar. Porém, esta folha de vorticidade, por agdo do processo
puramente difusivo, d4 origem a uma camada de vortices de Lamb, os quais passam a
satisfazer a condi¢do de ndo-escorregamento. E pressuposto que ambas as distribuicdes de
vorticidade co-existem de modo a satisfazer as condi¢cdes de impenetrabilidade e nao-
escorregamento simultaneamente, respeitada também a condicdo de conservagdo de
circulagao.

Para a modelagem em questdo, necessita-se determinar a quantidade de vortices por
painel L, e de sua exata posicdo de nascimento, o que ¢ feito tomando-se como base o

processo difusivo na superficie, ou seja, quando y =0. Neste caso, u =0 na parede, € o

termo convectivo ¢ nulo, o que permite escrever a Equagdo de Transporte da Vorticidade

como
2 2
%—‘2’:{27?%7?) (3.66)

Pelas definicdes de @ e da Equacdo da Continuidade para o caso bidimensional, tem-se

_v_ou (3.67)

w=
ox Oy
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%4‘@:0. (3.68)
ox Oy

Entao,

o 20 m) o) 2 0(a0) 8 (), 2 (o) 5.69)
ax? ox*l\ox oy) ax*\ax) dvoxlax) oax*lex) & \ax) '

Na superficie, y=0 e v=0. Entao, ? =0. Assim,
X

2
o _y. (3.70)

Substituindo a Eq. (3.70) na Eq. (3.66), obtém-se um modelo de difusdo aproximado,

valido para as proximidades da parede, conforme o Problema de Valor de Contorno a

seguir:
2
a—“’=va‘j (3.71)
ot oy
9 (1, =0,>0)= -2 (3.72)
oy ot
o(x,y >®,0>0)=0 (3.73)
o(x,y>0,6=0)=0 (3.74)

O fluxo de vorticidade no ponto (x, y= O,t), dado pela Eq. (3.72), ¢ determinado em

funcdo da intensidade y(x) da folha de vorticidade que se cria nas vizinhangas da
superficie do corpo ao se impor a condicdo de contorno de impenetrabilidade. O valor de

y(x) ¢ obtido pela distribuicdo de painéis sobre a superficie.
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Uma vez que o Problema de Valor de Contorno ndo possui escalas de comprimento e
tempo e como o meio fluido é semi-infinito, este pode ser resolvido por similaridade.

Define-se, entdo,

_
=S (3.75)
_o(x,y,0)
F(n)= OB (3.76)
5

Figura 3.14 — Espessura de difusdo o,

Realizando as derivadas parciais, obtém-se

on 1

op__ 1 3.77
oy 2t ( )
on y

o2 (3.78)
ow Of y y dF dn /4 y

Z__|LF ==L F'(p)——s, 3.79
o 81‘(5” (”)j sdndi 5 () g 3.7
ow 0|y y dF dn vy 1

00 _O0[ 7 pipy|or dEdn_ 7 e 3.80
Py ay[an (")j s s U (-89
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oy oy \ oy (3.81)
7 1 dF)_y L dFmon_y 1 e
5, 2w dy 0,2dwt dn 0oy O, 4vt
Da Eq. (3.72) tem-se que
o0l ) (3.82)
|, o
Substituindo a Eq. (3.77) no PVC, tem-se
F'(m)=-2nF (1), (3.83)
e aplicando a Eq. (3.80) na Eq. (3.82) chega-se a
y(xX) o 1 y(x)
1% F =— .
5, ) vt St
Para y=0, 7=0.
Entao,
y F@O 1 s
5, 2wt ot 354
F'(0)= —2£§n
Vot

A partir da Eq. (3.76), tem-se que F (c0) =0, pois @ =0 se y — 0. Logo, utilizando as

relagdes anteriores, o PVC pode ser reescrito como:
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F'(n)=-2nF (1)

F(0)= —2ﬁ5,,
Vot
F(2)=0

Resolvendo analiticamente, a solucdo ¢ dada por

Fln) =6, L crtly)
_Fl) (3.85)

V78, ﬂ
Vot

erfc(n) =

2% .
onde erfc(n)=1-——|e* d
() 7 ! £

Substituindo a Eq. (3.85) na Eq. (3.76), chega-se a uma expressdo para a vorticidade

que integrada no intervalo [O,oo[ fornece um valor total de

0

05,8 =[x, y,1)dyds = &y(x)%ferfc(n)dyas . (3.86)
< 0

0

Porém, da Eq. (3.75), dy = d772\/; . Logo, a Eq. (3.86) ganha a forma de:

Ddnds = 2\/;7(x)é8s [Jerfe(y)dn = (). (3.87)
0

Sabendo-se que .[ erfc(n)d n= 1 , a Eq. (3.86) pode ser reescrita como
V4
1]
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;=0 (3.88)

A Eq. (3.88) representa uma restricdo sobre ¢, que permite determinar a distancia de
difusdo o,, fazendo-se y =0, na Eq. (3.75), com 7 estimado pela Eq. (3.85), ou seja,
erfc(n) passa a monitorar a precisdo do processo de difusdo de vorticidade na parede.

A escolha da determinacao da distancia de difusdo é arbitraria. Dessa forma, neste
trabalho, serd definido erfc(r7)=0.47% e, consequentemente, 77,,,,, = 2.0, pois esses

valores inserem no modelo um satisfatério grau de precisdo para o célculo da distancia de

difusdo, a partir da Eq. (3.89) dada por:

J,

=2.83\vot (3.89)

99.53%

A equacdo acima, ainda, permite determinar a area de difusdo 04 da Fig. 3.14, bem
como serve de base para o calculo do raio do vortice de Lamb nascente, como serd visto

posteriormente.

Finalmente, pode-se escrever para a vorticidade no limite quando y — 0,

(xy, j Jr 7(x)ﬁ z

2 -
v (3.90)

e S bvrd

onde, na parede, a)(x v, &j z 7(x)

Y |- Jz 3.91
2 hors (mj N A 391
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3.10. Condicao de Conservaciao de Circulacio

A condicdo de conservagdo da circulagdo, ou teorema de Kelvin, apresenta uma forte
relacdo com a situacdo fisica simulada, uma vez que o Método de Vortices se baseia na
evolugdo do escoamento a partir da vorticidade gerada no contorno. Assim, esta pode ser

escrita como

W _ AT e _ (3.92)

dt dt dt

onde I'. ¢ a circulagdo no corpo, definida como

d d dQ
:E.[a)dA:E.[2Q(t)dA:2EAC, (3.93)

Ac Ac

dl’c
dt

onde w=2Q, ¢ Q(t) e A, sdo, respectivamente, a velocidade angular de rotagdo ¢ a area

ocupada pelo corpo no plano. Substituindo a Eq. (3.93) na Eq. (3.92), obtém-se

L2t o, (3.94)

ou, apds a integracao no tempo,
[ =-24.[Q + At)-Q(2)). (3.95)
No entanto, por defini¢do,

U= y(s)ds= [7(s)ds+ [dd+ [wid, (3.96)

Ac
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onde a primeira integral do lado direito refere-se as folhas de vorticidade, a segunda, aos

vortices nascentes, e a terceira corresponde aos vortices livres na esteira. Entdo,

[#s)ds + [ wdd == [ da—24.[0 + A) - Q1) (3.97)

Ce A Ag

Como no instante inicial ndo existem vortices livres na esteira e, uma vez que o corpo ¢

livre de rotacdo, a condicdo de conservacao de circulagdo pode ser reescrita como

[#s)ds + [da=0. (3.98)

3.11. Carregamentos Sobre o Corpo

A solucdo do escoamento resulta na determinagdo do campo de velocidade. No entanto,
o interesse maior em aplicacdes de Engenharia continua sendo a determinagdo do
carregamento sobre o corpo imerso no meio fluido.

Normalmente, utiliza-se a Equagdo de Bernoulli transiente para o célculo da pressao
sobre o corpo, o que faz com que seja necessario o calculo do termo dependente do tempo,

integrando a pressdo na superficie.

: . 2 Ou
Neste trabalho, para o célculo do coeficiente de atrito na parede C, =—— ,

Re, oy|
utiliza-se uma aproximag¢do de primeira ordem para o perfil de velocidade na parede, ou

. Ou Au
seja, —| =—.
Ay

Vo
3.11.1. Metodologia de Lewis

A metodologia proposta por LEWIS (1991) baseia-se na integracdo da pressdo na

parede e parte da Equacdo de Navier-Stokes avaliada sobre a superficie, resultando em
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P ot

(3.99)

3.11.2. Metodologia de Wu

WU (1981) apresenta uma metodologia que considera o escoamento como um todo.

Dessa forma, o autor propde uma avaliagdo da forca de superficie, expressa por
——p—+pz judr, (3.100)

onde ¢, ¢ definido como o primeiro momento de inércia, expresso por

a, = jrxde. (3.101)

=

Aqui, ® ¢ o vetor campo de vorticidade, u o vetor velocidade do corpo j, r o vetor

posi¢do do campo de vorticidade, R, a regido ocupada pelo corpo j ¢ R, =R, +ZR].,
j

onde R, € aregido ocupada apenas pelo fluido.

A Eq. (3.100) estabelece que f ¢ a soma da for¢a de inércia devido o deslocamento do
fluido para contornar o corpo, acrescida de um termo proporcional a taxa de variagdo
temporal do primeiro momento de vorticidade.

Substituindo a Eq. (3.101) na Eq. (3.100) tem-se, para apenas um corpo,

f=—p%J.rx(odR—p%'[rxdeer%'[udr. (3.102)

R, R; R;

A equacdo acima define a for¢a de contato para um corpo em movimento relativo a um

fluido qualquer. Os dois primeiros termos referem-se as forcas devido a vorticidade
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presente no escoamento € no corpo, enquanto a terceira integral expressa um balango de

massa virtual na superficie.

Para um corpo em repouso e imerso em um escoamento uniforme com velocidade

constante U, , a Eq. (3.102) fica

U.p (3.103)

f=—p%'[rxde—p%'[rxde—p Py

R, Ry

umavezque U, =-U_e pU. oR, =0 (corpo indeformavel).
J J ot

Para um escoamento que se inicia impulsivamente, pode-se escrever

dU,
dt

U

0

<At At

(3.104)

H
t<At

onde a expressdo acima representa a forca infinita necessaria a mover impulsivamente o

escoamento ou o corpo, partindo-se do repouso.

Substituindo-se a Eq. (3.104) na Eq. (3.103), obtém-se

d d U
f=—p— |rxwdR-—p— |rxmdR - pR.—= 3.105
pdtR[ pdt,-! P A ( )

J

t<At
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CAPITULO 4

MODELO NUMERICO

Este capitulo apresenta o método numérico utilizado para resolver o escoamento ao
redor de corpos, fundamentado na utilizagdo conjunta do Método de Vortices e do Método
dos Painéis.

Para a etapa convectiva do Método de Vortices, serd utilizado o método de aceleragao
de calculo conhecido como Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo — MEMA e
para a etapa difusiva, o Método do Avangco Randomico (MAR) ou o Método do
Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC). Estes métodos sdo aplicados ao problema
puramente difusivo do vortice de Lamb, uma vez que a solugdo para este problema ¢
conhecida.

Este capitulo ainda fornece as equagdes discretizadas para a solucdo numérica, assim
como os detalhes para a implementagdo e o algoritmo geral do método. A escolha dos
parametros numéricos utilizados também ¢é comentada, dando énfase aqueles que

apresentam maior influéncia no método.

4.1. Método de Vortices

O M¢étodo de Vortices se apresenta como uma excelente ferramenta numérica utilizada
na modelagem de escoamentos internos e externos, pois utiliza a descricdo Lagrangiana,
livre de malhas auxiliares de calculo, para simular a evolucdo da dindmica do escoamento
como um todo, a partir da evolugdo de uma nuvem de vortices discretos.

Seu desenvolvimento foi possivel a partir da observacao, por Helmholtz (1858), que as
linhas de vorticidade em um escoamento ndo-viscoso permaneciam constituidas pelos
mesmos elementos de fluido. Dessa forma, a discretizagdo do campo de vorticidade, através
de uma superposi¢do de vortices, permitia o calculo da dindmica do transporte da
vorticidade no escoamento, considerado irrotacional em todo o meio, com exce¢ao dos

pontos onde se encontram os vortices.
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No entanto, a discretizagdo do campo de vorticidade necessaria para se realizar o
transporte da vorticidade na descricdo Lagrangiana, se realizada com vortices pontuais,
apresenta o inconveniente matematico de indu¢do de um campo de velocidade singular nas
proximidades dos vortices discretos. Para contornar este problema, muitos modelos de
vortices tém sido empregados, como os vortices de Rankine e de Lamb, apresentados no
capitulo anterior, os quais desingularizam o campo de vorticidade com a introdu¢do de um
nucleo para os vortices.

Uma vez desingularizados, os vortices compdem uma sub-regido que deve representar a
parte rotacional do escoamento. Para tanto, seus nucleos devem definir areas que
interceptem os nticleos dos vortices vizinhos. A necessidade de recobrimento do nticleo dos
vortices pela interse¢do de nucleos adjacentes para permitir a convergéncia, bem como de
um grande niimero de vortices para representar a regido rotacional do escoamento sdo as
principais desvantagens deste método numérico em relacdo aos demais utilizados na
Mecanica dos Fluidos Computacional.

Pode-se, no entanto, citar como vantagens do Método de Voértices o fato deste ser um
método numérico que dispensa a utilizagdo de malhas auxiliares de célculos, reduzindo o
problema de difusdo numérica; sua aplicagdo a geometrias complexas ser relativamente
facil, permitindo a simulagdo do escoamento externo ao redor de corpos de diferentes
configuragdes; a facilidade de correlagdo entre a simulacdo e a fisica do problema,
permitindo a realizacdo de deducdes logicas referentes aos fendmenos fisicos envolvidos, a
partir da analise dos resultados obtidos; e a satisfacdo exata e implicitamente da condicao

de contorno no infinito.

4.1.1. Equacionamento e Algoritmo do Método de Vortices

O Método de Vortices Discretos consiste, fundamentalmente, numa ferramenta
numérica extremamente adequada para simular a dinamica da vorticidade em escoamentos
externos. O método baseia-se na modelagem da vorticidade presente no escoamento como
uma nuvem de vortices discretos, cujo campo de velocidade induzido pela nuvem ¢
resultado da dindmica do escoamento como um todo. A evolugdo temporal do escoamento

se d4 devido ao transporte convectivo e difusivo de vorticidade que ¢ regido pela Equagao
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de Transporte de Vorticidade, deduzida no capitulo anterior, expressa, para o caso

tridimensional, por

WO Vo= VitV (4.1)
ot Re

O Método de Vortices tem se desenvolvido a ponto de ja ser possivel realizar
simulagdes tridimensionais, modelados pela inclusdo do termo de esticamento e
deformacdo das linhas de vorticidade (primeiro termo do lado direito da Eq. (4.1)). A
representacdo de contornos internos ¢ possivel a partir da utilizagdo de folhas de
vorticidade para o caso ndo-viscoso, e a partir de modelos com geracdo de vorticidade por
elementos de contorno para o caso viscoso.

No entanto, para o caso de um escoamento idealizado como bidimensional, a Eq. (4.1)
pode ser simplificada, pois o primeiro termo do lado direito da equacdo (termo de
esticamento e deformacao dos tubos de vorticidade) é nulo e a vorticidade, =V xu,
torna-se um escalar. Logo, em escoamentos bidimensionais, @ possui apenas uma

componente ndo nula, a componente normal ao plano do escoamento. Assim, a Eq. (4.1)

reduz-se a
a—"’+u-v@3=iv2m. 4.2)
ot Re

Embora os efeitos convectivos e difusivos ocorram simultaneamente, pode-se supor, do
ponto de vista numérico, que eles ocorram sucessivamente dentro de um mesmo intervalo
de tempo A¢. Com base nessa idéia, CHORIN (1973) propds que o operador convectivo-
difusivo da Eq. (4.2) fosse decomposto em dois operadores, um puramente convectivo e
outro puramente difusivo, governados respectivamente, pelas seguintes equagoes,

respectivamente, para a convecg¢ao e para a difusdo,

a—w+u-Va)=0 e (4.3)
ot
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oo 1o (4.4)
ot Re

A simulagdo ¢ realizada de tal forma que a etapa convectiva ¢ calculada através da Eq.
(4.3), ignorando-se os efeitos viscosos e, dentro do mesmo intervalo de tempo, resolve-se a
etapa difusiva através da Eq. (4.4), ignorando-se os efeitos convectivos. Assim ¢
estabelecida a relacdo entre a representatividade do modelo escolhido para se simular estes
fendmenos fisicos e a discretizagdo no tempo para sua solugdo, ou seja, quanto mais
representativos forem os modelos de conveccdo e difusdo utilizados, e quanto menor for o
intervalo de tempo aplicado para esta solucdo sequencial, mais acurados serdo os
resultados.

Um diagrama esquematico simplificado do algoritmo basico do método ¢ apresentado:

Feornetria e Solugdo Ceragdo de Processo Processo Lvango
cotd. irdeial ™ Potencial > wirtines et cotrectTvo ™ difstio ™ termpo W ELE
L Atulizagin des (%] Aglomeragio Caleulo
condifies de contormo & cotte das cargas

Figura 4.1 — Algoritmo esquematico do Método

As etapas do Método de Vortices em combinagdo com o Método dos Painéis, mostradas

no diagrama esquematico acima, serdo apresentadas nos itens seguintes.

4.2. Solucao Potencial — Método dos Painéis

Pode-se classificar muitos dos métodos numéricos conhecidos atualmente como
Métodos Aproximados, pois se originam de formulagdes do Método dos Residuos
Ponderados, tais como o Método de Diferengas Finitas; o Método dos Elementos Finitos,
que se baseia em formulagdes fracas; e o Método de Integral de Contorno ou Método de
Elementos de Contorno, baseado na formulagdo inversa.

Dentre os métodos utilizados para a analise de escoamentos potenciais, pode-se citar os
analiticos, tais como o Método de Perturbagoes (VAN DYKE, 1975) ¢ a Teoria de
Variaveis Complexas (CHURCHILL e BROWN, 1984). Esta ultima aborda a técnica de
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Transformagdo Conforme, utilizada por CARREIRO (2002) e o Teorema do Circulo,
empregado por MUSTTO (2004), entre outros dispostos na literatura.

O Meétodo dos Painéis ¢ uma particularizagdo do Método de Elementos de Contorno
para aplicacdo em escoamentos potenciais. Utiliza fun¢des de ponderacdo, conhecidas
como fungdes elementares, que sdo solugdes fundamentais da Equacgdo de Laplace, as quais
eliminam as integrais de dominio e reduzem o problema a formula¢des que utilizam apenas
integrais no contorno. Apesar de ser uma simplificacdo do Método de Elementos de
Contorno, o Método dos Painéis apresenta excelentes resultados, podendo inclusive ser
utilizado para discretizar geometrias complexas.

Assim, o escoamento potencial ¢ governado pela Equacdo de Laplace para o potencial
de velocidade, V’¢=0, ao substituir u=V¢ na Equagio da Continuidade para o
escoamento incompressivel, dado por V-u=0. Considerando, entdo, o escoamento
potencial, bidimensional e incompressivel ao redor de um corpo em repouso, pode-se
formular o seguinte Problema de Valor de Contorno para o potencial de velocidade na

forma adimensional, conforme realizado no Capitulo 3 e repetido aqui:

V*¢ =0, no fluido 4.5)
o¢ :
Vé(r)-n= 0 = 0, na superficie do corpo (4.6)
n
lim|V ¢(r,7)| =1, no infinito 4.7

Utilizando a identidade de Green, a solu¢do para o PVC acima fica

= At - 2l ) as - | 42 (s
#P)=——] {z(ln )= u—(in )}ds S [u ~-(in )}dsm(f’), (4.8)

2
5. n T

onde —y=¢—¢ ¢ definido como dipolo e — 4 :a%n—a%n como fonte, sendo n o

vetor normal, com sentido positivo para o interior da superficie de controle.
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Para satisfazer a Eq.(4.8), ¢ possivel abordar o problema estabelecendo solucdes gerais
para o caso de escoamento incompressivel, ou seja, € possivel se obter a solucdo da Eq.
(4.5) distribuindo-se fontes e dipolos (ou vortices) ao longo do contorno. Estas solugdes sao
conhecidas como solucdes elementares, e respeitam automaticamente a condigdo de

contorno no infinito, expressa pela Eq. (4.7), devido ao decaimento de seus campos de

velocidade induzidos, dado por r*, onde k>1.

A solugdo do meio envolve, entdo, a integracdo destas solucdes elementares no
contorno, uma vez que cada elemento estende seu efeito ao escoamento como um todo.
Deste modo, o problema se reduz a encontrar a distribui¢do de fungdes apropriada de modo

que a condi¢ao de contorno no infinito seja satisfeita.

Especificando o valor do potencial ¢(P) nos contornos, obtém-se uma formulacao

conhecida como Formula¢do Indireta ou Problema de Dirichlet, ao passo que se
especificando velocidades induzidas nos contornos, obtém-se a Formula¢dao Direta ou
Problema de Neumann. Independentemente do tipo de formulacdo escolhida, o problema
consiste na solugdo de um sistema de equagdes algébricas cujas incognitas sdo as

intensidades das singularidades aplicadas nos contornos, que serdo vistas no proximo item.
4.2.1. Escolha de Singularidades

A escolha das singularidades adequadas para a correta modelagem do problema em
estudo deve ser feita de acordo com cada situacado fisica considerada.

Apesar da solugdo geral da Eq. (4.8) contemplar apenas distribuicao de fontes e dipolos,
neste trabalho serd utilizado um elemento de singularidade do tipo vortice com distribuicao
linear de vorticidade, baseado no potencial de velocidade induzido por um vortice potencial
ou pontual, o que para o caso de trés dimensdes se baseia na Lei de Biot-Savart.

A distribuicao de vorticidade linear pode ser decomposta na soma de uma distribui¢cdo
constante ¢ de uma distribuicdo linear pura. A distribuicdo de vorticidade constante

y(x )=y =cte. localiza-se ao longo do eixo x conforme Fig. 4.2:
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-
Plx,¥)
YrE=const.
g (i) @ [ E‘\ 8 "ra @
il X
:{1 :{2

Figura 4.2 — Distribui¢c@o de vorticidade constante ao longo do eixo x

A influéncia desta distribuicdo num ponto P(x,y) ¢ a integral da influéncia dos
elementos pontuais entre x, = X, . Assim, o potencial e as componentes de velocidade sdo

expressos, respectivamente, por

- | arctg—"—adx, . (4.9)
27 Y X=X,
y i y
=_7z' mdxo (& (410)
X, 0
y XXy,
=—— —dx, . 4.11
27 ;[ (x=x%x,) +y’ 0 ( )

Resolvendo as integrais acima, tem-se

2
T,
¢=—2l (x—xl)el—(x—xz)ez%mL2 , (4.12)
p/a I
_ Y
-2 6,-6) ¢ (4.13)
2
ve-ZL i (4.14)

2r 1, Y r;’
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onde 7 =4/(x—x)*+)°, r,=4(x—x,)* + )", 0, =arctg Y e 0, = arctg J

X=X X=X,

Substituindo as relagdes acima nas Egs. (4.12), (4.13) e (4.14), estas ficam

y y y Ly, (x=x)'+y’
=——| (x—X,)arct —(x—x,)arct +=In , 4.15
¢ 272_|:(X Xl) gX—Xl ( 2) gX—Xz 2 (X—X2)2+y2 ( )
u= L[arctg —arctg Y j e (4.16)
2r X=X, X=X,
2 2
v LX)ty (4.17)

C4rx (x—x2)2+y2 '

Na distribuicdo de vorticidade linear y(x)=y,+y,(x—x,), considerando apenas a
por¢do linear, onde y(x)=y,x e y(x)=y, =cte.,, a influéncia desta distribuicdo de
vorticidade no ponto P(x,y) no plano x—-y ¢ obtida pela integracdo dos elementos

pontuais entre X, — X, por

p=—21 [ xarctg dx, , (4.18)
X, 0
4l 't XY
u="—|—"——dx, e 4.19
27z-|‘(x—xoz+y2 ‘ .19

——0= 00, (4.20)

Integrando as expressdes acima, tem-se

R 2_ 2 2 2
p=—21 oy, & Xl)2+y2+z(xl—x2)=x a yzarctg S yzam‘[g |, @21
27l 2 (x—x,)’+y 2 2 X=X, 2 X=X,
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e \2 2
u=2 lnwvtbi arctg—2— — arctg —> e (4.22)
y 2, 2 g g
4r (x—x,) +y X—X, X —X,
VZ—A ilnwwt(x —X,)+Yy| arctg Y —arctg Y (4.23)
27| 2 (x=x,)’+y’ b X=X, x-x, )|

4.2.2. Implementacio Numérica

A eficiéncia do Método dos Painéis esta intimamente relacionada com a escolha do tipo
de singularidade (fontes, dipolos ou vortices) com distribuicdo constante, linear ou de
ordens superiores. Outro fator determinante para uma modelagem representativa ¢ a
discretizagdo da geometria, utilizando painéis formados por segmentos de reta, ou por
painéis curvos que garantam a continuidade da derivada da geometria entre os painéis.

PEREIRA (2005) realizou comparagdes entre os diferentes tipos de singularidades e
distribuicdes e chegou a conclusdo de que, para o caso do escoamento potencial ao redor de
aerofdlios, uma excelente relagdo custo computacional e acuracia dos resultados ¢ obtida,
utilizando-se uma distribui¢@o linear de vorticidade.

Deste modo, este trabalho discretiza o corpo em N painéis (Fig. 4.3), sobre os quais
sdo distribuidos elementos de vorticidade com variacao linear, conforme (Fig. 4.4b), e sdo
posicionados pontos de controle onde a condi¢do de contorno descrita pela Eq. (4.6) ¢

satisfeita. Os pontos nodais representam os pontos extremos de cada painel.

Fontos de Controle

20 197 187 17 16 15 1|4

132
I

T e e e e R ETT
L] L
2
—I_ I » I !_'_” I » I u_'_h' | t I —I_ll
3 4 5 6 T 8 9 10
+t ¢

Pontos Modais

Figura 4.3 — Placa plana discretizada
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Figura 4.4 — Distribui¢do das singularidades: a) constante; b) linear

A Fig. 4.4 permite observar as diferencas entre as distribuigdes constante e linear das
singularidades nos painéis. Pode-se notar que ndo h4 continuidade entre as intensidades
destas distribuicdes no caso constante (Fig. 4.4a), diferentemente da Fig. 4.4b, onde a
continuidade da intensidade ¢ mantida nos pontos nodais (extremos de cada painel),
permitindo, portanto, uma melhor representagao.

A implementacdo numérica do Método dos Painéis requer a utilizagdo de um sistema de
coordenadas local para cada painel e de um sistema de coordenadas global, os quais podem

ser vistos na Fig. 4.5 (para um cilindro de se¢do circular), onde S € o angulo entre o painel

i e o sistema global, medido no sentido horario.

Figura 4.5 — Sistema de coordenadas global e local do painel
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A relacdo entre estes sistemas ¢ dada por

cosff —sen S \[ X-X
x — ﬂl ﬂl 1 , (4.24)

y sen B, cos B )\ Y-,
onde x e y sdo as coordenadas no sistema local do painel, referentes a um ponto de

coordenadas globais X e Y, sendo X, e Y, as coordenadas da origem do sistema do

painel no sistema global.
4.2.2.1. Distribuicao de Vorticidade Constante

Apesar deste trabalho utilizar uma distribui¢do linear de vorticidade ao longo dos
painéis, ¢ necessario obter inicialmente o equacionamento para o caso de distribui¢do
constante de vorticidade, o que ¢ feito a seguir.

A equacdo integral para o caso bidimensional ¢ dada pela Eq. (4.8). Para construir uma

solucdo numérica, a superficie ¢ dividida em N painéis e a integracao fica

N
ZL [ V(i r)ds - Z— | v[ 0 (mr)}dsm = cte., (4.25)
Jj=1 2 painel Jj=1 T painel 6
0
d—— Vln S=4, ¢ — lndSzB..
o 27 pa.tfnel r)d ) 2z pa.!.nel l:al’l r)} : !
J

Tomando o gradiente da Eq. (4.8) e substituindo as relagdes acima nas Eqs. (4.6) e

(4.25), chega-se a

N N
{Z A2, + ZB/”./ } m=-Vg, -n, (4.26)
= =
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onde 4, e B; sdo denominados coeficientes de influéncia e dependem apenas da geometria

do corpo discretizado. Percebe-se que a esteira ndo foi discretizada, razdo pela qual a
segunda integral da Eq. (4.8) ¢ retirada da solugdo potencial, devendo ser modelada pela
nuvem de vortices discretos, a qual permitira o acoplamento entre o Método dos Painéis e o

Método de Vortices.

A Eq. (4.26), escrita para uma distribuicdo de vorticidade constante ao longo do painel,

toma a forma

{iAjyj}-n=—V¢w-n, (4.27)

onde n = (senﬂi cosﬂi) eVg =UX+V Y.

O campo de velocidade induzida por uma distribui¢do constante de vorticidade ¢ dado,

entao, por
T2z 2 X=X, X=X,
B SR WU SIH L b2 i Lt Y (4.29)
voodr s Ar aen (-

que sdo as componentes da velocidade induzida pelo painel j no ponto (x,y), cujos pontos

nodais sdo x, € x,, no sistema de coordenadas de painel, de acordo com a Fig. 4.6.
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Figura 4.6 — Varidveis do sistema de coordenadas do painel

Pode-se escrever o sistema de equagdes formado por N painéis da Eq. (4.27) na forma

matricial como

A11 A12 AI,N—I AI,N 7 bl
AZl Azz U A2,N—1 A2,N 7> bz

SR ; N N S (4.30)
AN,I AN,2 AN,N—I AN,N VN bN

O sistema formado acima possui N equacdes e N incognitas. Porém, em situagdes que
se deseja resolver o escoamento potencial com distribui¢do constante de vorticidade, deve-

se adicionar ainda a condicdo de Kutta, expressa por y, +y, =0, obtendo-se um sistema

com N+1 equagdes e N incognitas, que pode ser resolvido pelo método dos minimos
quadrados. A matriz A do sistema ¢ chamada de matriz de influéncia e depende apenas da
geometria do corpo, ao passo que o termo independente b refere-se ao escoamento
incidente e a nuvem de vortices.

Observa-se que cada linha representa a satisfagdo da condicdo de contorno de ndo-
penetracdo, descrita pela Eq. (4.6) para cada painel em seu ponto de controle, ou seja, cada

linha i representa a equagdo que iguala a influéncia de todos os painéis j ao escoamento

incidente, no sistema de coordenadas global. O calculo dos termos da diagonal principal da
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matriz A deve ser feito tomando-se o cuidado para manter o painel fora do dominio, ou
seja, deve-se obter A, =0.5, fazendo-se 6, —6, =7 na Eq. (4.28) quando 1= j.
Na montagem da matriz de influéncia A, os coeficientes A; correspondem a

influéncia do painel j sobre o ponto de controle i no que se refere apenas a geometria.
Estes coeficientes sdo inicialmente calculados no sistema de coordenadas do painel j,

fazendo-se y, =1 nas Egs. (4.28) ¢ (4.29), sendo posteriormente transferidos para o sistema

global por

[ujz[ cos S, Senﬁij{”m} (4.31)
v) \—senf cosp vy,

e projetados na direcdo normal ao painel i conforme

Aij=[uj -n=(uj (senf, cosp,). (4.32)

O vetor independente b, ¢ calculado projetando-se o escoamento incidente na diregdo

normal a cada painel i, como

U cosa
bl.=—( w}-n=—Qw( j(sen,b’,. cos ), (4.33)

V sen o

onde o ¢ o angulo de ataque que, para o caso do cilindro de se¢do circular, ¢ nulo.
4.2.2.2. Distribuicdo de Vorticidade Linear

A influéncia que cada painel exerce sobre os demais e sobre o escoamento depende dos

valores das singularidades nos extremos do painel. Assim, a Eq. (4.27) fica
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{i(Aﬂ’j +A’j7j+1)}'n =-Vg, n. (4.34)

j=1

O campo de velocidade induzido por uma distribui¢do linear de vorticidade pode ser
obtido superpondo-se os efeitos de uma distribuicdo constante com os de uma distribui¢ao

linear pura, conforme a Fig. 4.7.

7 yh yA
e
+ —
Va Va
Yy =V
> > >
X1 X2 X X1 X2 X X1 X2 X

Figura 4.7 — Superposi¢do da distribui¢ao de vorticidade constante com a linear pura

Considerando-se a superposicdo dos efeitos da distribuicdo de vorticidade constante,

com a distribui¢do linear pura sobre o painel j, combinando a Eq. (4.16) com Eq. (4.22) e a

Eq. (4.17) com Eq. (4.23), obtém-se finalmente as equagdes de velocidades induzidas por
painéis com distribui¢do linear de vorticidade, em funcdo das vorticidades dos pontos

nodais,

2 2
up — ﬁ arctgL — arctgL —{-A ylnw + arCtgL - arCtgL € (4' 3 5)
2 X—Xx, xX—x ) 4r (x—xz) +y° X=X X=X

2 2 2 2
v, = 7o ln(X—X1)2+y i Elnw_,_(xl —x2)+y{arctg Yy _arctg Yy j . (4.36)
b (x=x, 4y 272 (x—x,) +)° x—X, x—x,

Assim, rearranjando as equagdes em termos de y, € 7,, onde a e b se referem aos

extremos | e 2, respectivamente, obtém-se
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u =L (o, _91)+M{x(92_91)+y1nr_2} e (4.37)

" 2m 27(x, - x,) h
}/ rz }/b_}/a rz
Sagg Ty BV (0 (6, -0 )4 xin 2 | 438
Vo, 2 +27[(x2 _xl){(xz xl) y(ez 1)+x r]} ( )

Para montar a matriz de influéncia, do caso da distribui¢ao linear de vorticidade, ¢
necessario calcular as velocidades induzidas por cada painel j sobre cada ponto de controle
i. Essas velocidades dependem da intensidade da vorticidade nas extremidades de cada
painel j quando a distribuicao de vorticidade ¢ linear, conforme estabelecido na Eq. (4.34).
Como cada intensidade na extremidade de cada painel contribui para a inducdo de
velocidade dos painéis adjacentes, a matriz de influéncia serd formada por uma combinagao
linear das influéncias das geometrias dos painéis.

Colocando-se em evidéncia os termos que dependem de y, e y, nas Egs. (4.37) e

(4.38), ¢ possivel decompor a velocidade induzida pelo painel j, na parte que depende de

7, € na parte que depende de y, como

a )/ r2
=— e (x,—x)0, —6,)- yIn=2|, 4.39
5 = | K0 -0) -y 439
b Y | v
S § R— - In-2 |, 4.40
u, 27[()62 _ xl) _x(ez 0, ) +y ; } ( )
v =— Lo 9(0,-6)+(x,~x)n 2| e (4.41)
P 27[()52 - xl) L n
b Y | "
V= (x,—x)-p(0,-6)+xIn 2|, (4.42)
P 27[()62 - xl) L n

As componentes da velocidade total induzida por um painel j sobre o ponto de controle

de um painel i ficam, no sistema de coordenadas do painel j,

88



~a ~b
{Vﬁ, ] = [‘;Z/ ] Vit [‘;Z/ J Vst (4.43)
i/ i/ Pid

Para transformar essas componentes de velocidade para o sistema de coordenadas do

painel x—y, uma rotacdo através do angulo de orientagdo do painel S, ¢ realizada de

forma que
7 ul cosff.  senpf.
)\, ; —sen 3, cosp,
7’ 4% ) (cosB,  senp.
(Lf,,] = [ J ( ' ' j”’“ , (4.45)
") ), —sen 3, cosp,

onde a simbologia (A) designa a velocidade induzida por um painel com vorticidade

unitaria, ou seja, com y, =y, =1.

A velocidade induzida no primeiro ponto de controle ¢ influenciada pelas duas

extremidades do painel. Entdo, quando se adiciona a influéncia do painel j+1 e dai por

diante, a velocidade local auto-induzida no primeiro ponto terd a forma

(4.46)

u MAH N I/fl\b MAH MAb
= | T2 e | 7t s | P (4.47)
V)i Vo i j=2 Vo )i Vo i Vi
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Pela condicdao de contorno expressa pela Eq. (4.34), esta velocidade induzida, quando
adicionada aquela induzida pelo escoamento potencial e projetada na direcdo normal ao

painel, deve ser nula para cada ponto de controle, gerando N equacdes dadas por

sen o

[u} niz—Qw[CosaJ(sen,b’i cos 5,)=—-0, (cosasen f, senacosf), (4.48)

onde i=(1,2,..,N).

Para a montagem da matriz de influéncia, o primeiro e o tltimo elementos de cada linha

1 ja projetados na direcdo normal do painel i sdo, respectivamente, dados por

a, ZELLJ ‘n, ZELLJ (senf, cosp)e (4.49)
v il v il

b b
iy =£Lfbj ‘n, =[Lfbj (senf cosp,). (4.50)
v IN v IN

~b . ) (4.51)
[Lfbj (senf cos,@)%{ij (senfB  cosp)
v v
ij-1 q
onde i=(1,2,...,N)e j=(2,3,..,N).
Consequentemente, o termo independente se torna
cosa cosa
b, = —Qw( jni = —Qw( J(sen B, cosp). (4.52)
sen sen
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A utilizagdo da distribuicdo linear de vorticidade conduz a um sistema de N+1
incognitas com N equacdes. Para simular a evolugao temporal do escoamento a partir de
uma condi¢cdo inicial de repouso, necessita-se utilizar a condi¢do de conservagdo de
circulagdo de Kelvin. No instante inicial, quando o escoamento ainda esta em repouso, tem-

SC

al 7//' +}//'+1 <
[wds+T, =D AL+ 3T, =0, (4.53)

N 4.
Z%Al. 0. (4.54)

Utilizando a condi¢@o de conservagdo de circulagdo, chega-se a um sistema de equagdes

algébricas lineares (N +1)x(N+1), onde as intensidades dos elementos de vorticidade y;

sdo as incognitas. Assim,

ay, a; o a, n ay N1 7 bl
- R
=i (4.55)
Ay, Ay, o Ay N Ay N1 Vy bN
Al ALTAL AL AL AL 0
2 2 2 2 e

4.3. Condicao de Contorno — Utilizacao Simultinea de Painéis e Vortices

A solucdo numérica descrita anteriormente para o escoamento potencial ao redor de um
corpo busca encontrar a vorticidade sobre os painéis, satisfazendo-se a condi¢do de
contorno expressa pela Eq. (4.6), o que ¢ feito tradicionalmente resolvendo-se o sistema de

equacdes representado pela Eq. (4.30), para o caso de distribuicdo de vorticidade constante
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ao longo de cada painel e pela Eq. (4.55), para o caso de distribui¢do linear de vorticidade
sobre os painéis retos. No entanto, esta abordagem permite a satisfagdo de apenas uma
condi¢do de contorno em cada ponto de controle, pois os sistemas sdo de ordem N +1.

A modelagem descrita a seguir procura estabelecer uma representacdo mais adequada
da condicdo de contorno na parede, obtendo um equacionamento que permita trabalhar
simultaneamente com as duas condi¢des de contorno, incorporando, a partir deste ponto, a

utilizacdo simultanea de painéis e vortices conforme Fig. 4.8.

Figura 4.8 — Painéis e vortices na discretiza¢do do corpo

Com a inclusdo de N voértices, um por painel, o sistema passa a ter 2N +1 equacdes
(incluindo a condi¢do de conservagdo de circulacdo) e 2N +1 incognitas (N+1 » dos
painéis e N I" dos vortices). Para obter um bom recobrimento dos niicleos e uma melhor
resolucdo proxima a parede, serdo utilizados L vortices por painel, de forma que os
vortices do mesmo painel possuam intensidade T, /L .

A condi¢do de conservagdo de circulacdo para painéis e vortices passa a contar com a

vorticidade calculada para os vortices do sistema. Assim, tem-se

N

s+, Z 7’“ A+ LT, 43T, =0. (4.56)
C

j= Jj=1 k=1

E como no inicio da simulacdo ndo ha vértices livres na esteira, entdo
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Ny o+y.. il
Z J > J IAI_/'+2L Fj =0. (4.57)

J=1 J=1

Assim, o sistema a ser resolvido, utilizando-se painéis retos e L vortices por painel,

fica
PIMP(l,l)PIMP(l,z) PIMP(l,N)PIMP(l,N+1) VIMP(],N+2)VIMP(1,N+3) VIMP(],ZN) VIMP(1,2N+1) 7
b
1 IMP
IMP(Z,I)PIMP(Z,Z) PIMP(Z,N)PIMP(Z,N+1) I/IMP(Z,N+2)I/IMP(2,N+3) VIMP(Z,ZN) VIMP(2,2N+1) 7, b
. . . . . . . . . . > IMP
_PIMP(N,I)PIMP(N,Z) a .PIMP(N,N)PIMP(N,NH) i _VIMP(N,N+2)VIMP(N,N+3) o VvIMP(N,ZN)I/IMP(N,ZNH)_ 'y b
- ar q NIMP
PNE(],]) PNE(],Z) PNE(I,N) PNE(],N+1) VNE(],N+2) I/NE(I,N+3) V’VE(I,ZN) VNE(1,2N+1) Vv | _ (4 58)
| “iNe o .
PNE(Z,I)PNE(Z,Z) PNE(Z,N) PNE(Z,N+1) VNE(Z,N+2) VNE(Z,N+3)'” VNE(2,2N) VNE(2,2N+1) Fl b
. . . . . . . . . . Fz 2.NE
_PNE(N,I)PNE(N,Z) PNE(N,N)PNE(N,NH) | _VNE(N,N+2)VVE(N,N+3) T VNE(N,ZN) VNE(N,2N+1) i : bNNE
FN—] 0
r
ALJ2 (AL +AL)[2 e (Al +AL)/2 A2 L L - L L v

onde [P, ] refere-se aos coeficientes de influéncia dos painéis retos com distribuigdo

linear de vorticidade escritos para a condi¢do de contorno de impenetrabilidade, enquanto

que [Py;], para a condi¢do de ndo-escorregamento. Da mesma forma, [V,,] sdo os

coeficientes de influéncia relativos aos L vortices para impenetrabilidade e [VNE] para ndo-

escorregamento.

Resolvido o sistema para determinacdo das intensidades das singularidades na
superficie do corpo, determina-se a vorticidade necessaria para satisfazer simultanecamente
as condi¢cdes de contorno de impenetrabilidade e ndo-escorregamento para cada passo no
tempo. Esta vorticidade ¢ entdo transferida para o meio fluido ao se gerar novos vortices, 0s
quais serdo posicionados de maneira a manter certo grau de recobrimento de seus nucleos,
que garanta uma taxa de convergéncia satisfatoria. A se¢do seguinte apresenta a maneira de
se determinar o nimero L de vortices gerados por painel, assim como a localizagdo dos

mesSmos.
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4.4. Difusao da Vorticidade na Superficie Solida e Nascimento de Novos Vortices

A secdo anterior forneceu o modelo matematico para a determinacdo da vorticidade
necessaria para satisfazer as condi¢cdes de impenetrabilidade e ndo-escorregamento nos
pontos de controle. Para o modelo apresentado por SANTIAGO (2008), esta vorticidade ¢
distribuida em uma camada de L vortices por painel, em N painéis retos com distribuicao

linear de vorticidade conforme sistema representado pela Eq. (4.58).

A Eq. (3.89) estabelece uma distancia de difusdo 5n| =2.83/vot , que permite

99,53%

determinar o raio dos vortices por painel para a montagem da matriz de influéncia, expresso
por o, = 5% , onde a area de difusdo 64 ¢ dada por 64=0, Al .. 64 =2.83\vot Al .

A quantidade de vortices por painel L ¢ obtida recorrendo-se ao parametro numérico

h/o,, sendo h a distancia entre os centros dos vortices gerados. Tal pardmetro controla o

grau de recobrimento entre os nucleos e estd intimamente relacionado a convergéncia do

Me¢étodo de Vortices, razdo pela qual deve ser cuidadosamente estudado e controlado. Deste
modo, definindo uma razdo de aspecto R para a area de difusdo 64 como R = Al/§ , ©

fazendo-se Al = %\7’ chega-se a

R =%-2,83\/VA1‘ : (4.59)

Uma vez que h= Ay € o,= A/ entao
L 0 JzR’

n) L2
R = [—) = (4.60)

Considerando-se Af =kAl e igualando-se as Eqgs. (4.59) e (4.60), pode-se escrever
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272'2E 1

8Nh4
o,

(4.61)

Deste modo, a posi¢cdo de nascimento dos vortices segue uma distribui¢do uniforme ao
longo do corpo, tanto com relagdo aos L vortices do mesmo painel, quanto com relagdo a
vortices de painéis vizinhos.

Determinada a posi¢do e a quantidade de vortices por painel, resolve-se o sistema em
questdo, para a satisfagdo das condigdes de contorno e obtencdo da vorticidade a ser

transferida para os vortices nascentes. Os vortices nascem com a intensidade igual as
incognitas ~ /7 do sistema expresso pela Eq. (4.58), para painéis retos. Com esta

intensidade I',, calcula-se inicialmente o campo de velocidade do escoamento para,

posteriormente, proceder ao célculo das etapas convectiva e difusiva. Esta intensidade deve
ser corrigida, devendo-se levar em consideracdo, além da ja incorporada vorticidade

proveniente dos vortices do sistema I',, a vorticidade calculada para os painéis y,, uma vez

que a presenca do corpo deve ser simulada pelos vortices e painéis simultaneamente.
Assim, apods o calculo do campo de velocidade, a intensidade dos L vortices nascentes

gerados no painel i deve ser atualizada da seguinte maneira

(7/i+7/[+1)'

[=T, +AL

(4.62)

4.5. Conveccao dos Vortices

Ao se isolar os efeitos viscosos da Eq. (4.2), chega-se a Eq. (4.3), a qual permite
realizar o transporte convectivo da vorticidade, tratando o vortice como particula. O
embasamento teorico se ampara em dois teoremas fundamentais da dindmica da

vorticidade, o Teorema de Kelvin que estabelece que a circulagdo ao redor de uma curva
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material fechada é constante em um escoamento nao-viscoso, € o Teorema de Helmholtz,
que preveé que as linhas de vorticidade se movimentam com o fluido.

O M¢étodo de Vortices permite a utilizagdo de uma descricdo puramente Lagrangiana,
livre de malhas auxiliares de calculo, para a discretizagdo do campo de vorticidade.
Entretanto, esta vantagem traz consigo a necessidade de preenchimento da regido rotacional
do escoamento, o que ¢ conseguido através do aumento do nimero de vortices com
consequente recobrimento dos seus nucleos. Esta configura a maior limitagcdo do método na
etapa convectiva, uma vez que o céalculo do campo de velocidade induzida em cada vortice
para uma nuvem de M vortices possui custo computacional da ordem de M >, conforme
sera visto posteriormente.

Dessa forma, o movimento de um vortice potencial que possui vetor posi¢do I, no

instante t, ¢ determinado pela taxa de variagcdo do seu vetor posicao, ou seja,

or,
—~ =u(r,1). (4.63)
ot

Esta expressdao Lagrangiana ¢ utilizada entdo para calcular a nova posicdo de cada
vortice da nuvem devido ao transporte convectivo de vorticidade, em cada passo de tempo.
Para o calculo da velocidade no vortice i ou em qualquer outro ponto do dominio, ¢

necessario considerar a influéncia dos trés elementos que induzem velocidade:

= Velocidade induzida no vortice i, no sistema global, devido ao escoamento

incidente;

u, _q. cosa (4.64)
v, ) sena

= Velocidade induzida no vortice i, no sistema global, devido a presenca do corpo

discretizado com N painéis e Lx N vortices;
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u,) A cosp, senpf\u, ) &( cosp, senp, \u,
(Vc ji - ;(— sen B, cosp, j[vp_, j + ;(— sen 3, cosf, j[vvj ]’ (4.65)

onde u, e v, sdo as componentes cartesianas da velocidade induzida pelo painel j no
J J

vortice 1, no sistema de coordenadas do painel j, definidas pelas Eqgs. (4.28) e (4.29) para
painéis retos com distribuicdo constante de vorticidade, e pelas Egs. (4.37) e (4.38) para

painéis retos com distribui¢@o linear, assim como u, e v, sdo as componentes cartesianas

da velocidade induzida pelos vortices do sistema, calculadas, respectivamente, pelas Egs.
(3.30) e (3.31).

» Velocidade induzida por uma nuvem de M vortices pontuais livres j sobre um

vortice 1, no sistema global (para r > o).

T, (»,)
M 2
[”j -y (4.66)
v/ j=1 _i(x-xo)
27 7’

Quando r < o, calcula-se as componentes de velocidade cartesianas induzidas por uma

nuvem de vortices de Lamb j sobre um vortice i, a partir das Egs. (3.30) e (3.31) da forma

I, - 2
u, 2w r o,
(VVji_

>

I NLVE = PR
27 1P P Ug

2

, (4.67)

onde ¥ = (x-x, ) +(3-,)

Portanto, a velocidade convectiva total induzida sobre um vortice i ¢ calculada por
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4.5.1. Método de Expansio em Multipolos Adaptativo —- MEMA

A etapa convectiva do Método dos Vortices inclui, além do calculo do campo gerado
pelos painéis, aquele gerado por cada vortice discreto. Assim, para que o Método de
Vortices realize a convecgdo dos vortices, ha a necessidade de se calcular a velocidade
induzida sobre os outros, como nas Egs. (4.66) e (4.67), o que implica em um custo
computacional da ordem de M?, onde M ¢é o niimero de vortices livres presentes na
simulacdo. Os resultados sdo obtidos utilizando o codigo computacional original
implementado por CARRIER et al. (1988) em linguagem FORTRAN, que sofreu uma
modifica¢do para permitir a adigdo do vortice de Lamb para desingularizagdo dos vortices
pontuais.

A estratégia consiste em agrupar os vortices de uma nuvem em caixas de tamanhos
diferentes, de acordo com a densidade local de vortices, e avaliar as interacdes entre as
caixas que se encontram suficientemente distantes umas das outras pelo método direto

(particula-particula). Assim, para m particulas de intensidade q; localizadas em z , onde

i=1,...,m, com |zi| <r, o potencial ¢(z), paratodo ze C e z >r, pode ser escrito como

#(z) = Qlog(z) + i:—’; (4.69)

m m k
onde sz% e a, =Z%
i=1 i=1

Truncando-se o somatério em p termos, tem-se, para todo p >1

g0t
c—1)\c
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onde c=‘£ , A=i|ql.| e 05:L
r i=1

{7

Como CARRIER et al. (1988) consideravam caixas “bem separadas” aquelas com

c=2, p deveria ser da ordem de —log, &, conforme Eq. (4.70), quando se estabelecia
uma acurdcia &, . O algoritmo tinha inicio com a escolha de &_, realizando-se a expansio
em multipolos com p termos. Para tanto, o dominio era dividido sequencialmente em

caixas quadradas até que estas tivessem um nimero de vortices menor que o nimero
maximo de vortices por caixa, valor escolhido como dado de entrada. Esse pardmetro
influenciava no desempenho do algoritmo do ponto de vista do tempo de processamento,
porém nao implicava em perda de acuricia.

O codigo FORTRAN original de Carrier et al. (1988) possuia a opcdo de célculo
diferenciado para o campo induzido em pontos muito proximos, permitindo a
desingularizagdo do campo de vorticidade de acordo com o modelo que o usuério desejasse
utilizar. Deste modo, o vortice de Lamb foi adicionado ao programa, sendo o raio do seu

nucleo, o, 0 parametro utilizado como distancia para esta desingularizacdo.

4.6. Processo Difusivo

Se por um lado a utilizagdo da descri¢do Lagrangiana faz com que o Método de
Vortices ndo necessite da geracdo de malhas auxiliares de calculo, sobretudo para
geometrias complexas, por outro, insere dificuldades no processo de difusdo viscosa,
especialmente no que se refere a obtencdo de uma solugdo numérica para o termo de
difusdo da Equagdo de Transporte de Vorticidade que seja compativel com a descrigcdo
Lagrangiana. Dessa forma, nesta sec¢do, serdo apresentadas duas diferentes abordagens para
o célculo do termo difusivo, expresso pela Eq. (4.4), a saber: o Método do Avango

Randdémico (MAR) e o Método do Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC).
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4.6.1. Método do Avan¢co Randomico — MAR

O M¢étodo do Avango Randomico (MAR) foi inicialmente desenvolvido por CHORIN
(1973) para aplicagdo em escoamentos com alto numero de Reynolds. Seu principio
fundamental ¢ substituir o processo difusivo por deslocamentos randomicos de particulas
que carregam vorticidade, de modo a simular a evolugdo do campo de vorticidade devido a
difusdo viscosa.

A Eq. (4.4) possui solucdo analitica para um vortice inicialmente potencial e € escrita na

forma adimensional como

T P’
o(r,t) = Re——exp| —Re— |. 4.71
(rof)=Re 72 exp ( 4tj ¢71)

CHORIN (1973) demonstrou que, quando o niumero de vortices tendia ao infinito, o
movimento aleatério da nuvem se aproximava da solucdo exata da Eq. (4.4).
Posteriormente, LEWIS (1991) propds que se a probabilidade de se encontrar um vortice
em uma determinada posi¢do no instante ¢ pudesse ser representada por a(f), era possivel
encontrar os deslocamentos radial e polar deste vortice, Ar e AG, invertendo-se a Eq. (4.71)

para obter, respectivamente,

/41‘ 1

AO =27Q, (4.73)
onde P e O s3o numeros randomicos entre 0 e 1, retirados de uma distribuicdo

estatisticamente uniforme. As Egs. (4.72) e (4.73) podem ser escritas em coordenadas

cartesianas como

(AxDl :[Ar cos(AH)j' 4.74)

Ay, Arsen(Aé’)
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4.6.2. Método do Crescimento do Nucleo Corrigido - MCNC

O Método do Crescimento do Nucleo, implementado por LEONARD (1980),
estabelecia uma aproximagdo para a evolucdo no tempo do campo de vorticidade devido a
difusdo, através do crescimento do raio do nucleo dos vortices. Porém, deixou de ser
estudado quando GREENGARD (1985) provou que sua solugdo ndo convergia para a
Equagdo de Navier-Stokes apds longos tempos de simulagdo. ROSSI (1996) apresentou
uma modifica¢do que tornou o método de LEONARD (1980) convergente.

A modificacdo implementada por ROSSI (1996), denominada “refinamento espacial”,
tornou convergente o Método do Crescimento do Nucleo, pois se baseava na escolha de
parametros numéricos que controlavam a evolucdo temporal do raio do nucleo, realizando
uma divisdo dos vortices em intervalos regulares. Assim, o Método do Crescimento do
Nucleo Corrigido (MCNC) apresentou-se como uma boa opcdo de método de difusdo
deterministico, de facil implementacdo e completamente livre de malhas. Outra
particularidade do MCNC ¢ o fato deste ndo utilizar a decomposicdo da Equacdo de
Transporte de Vorticidade que, apesar de ndo contribuir negativamente para a
convergéncia, introduzia um erro numérico que nao esta presente no MCNC.

No MCNC, a taxa de crescimento do raio do nucleo ¢ determinada por

olom
ot

=v. (4.75)

Definem-se 0s parimetros numéricos a,,.[0,1] € / que determinam a frequéncia do
refinamento espacial. Deste modo, um vortice com intensidade inicial y terd seu raio
variando de um valor minimo inicial &,/ a um valor maximo /, quando sofrerd uma

divisdo em quatro novos vortices com vorticidades de % . Os valores minimo ¢ maximo

do raio do vortice estabelecem, respectivamente, a resolucdo minima 1 e a resolucdo
maxima l,, da simulagdo, tal que 1 <o, <1,,. Estes novos vortices sdo posicionados a 90°

uns dos outros e a uma distancia r em torno do vortice original, conforme a Fig. 4.9.
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Figura 4.9 — Divisdo do vortice no MCNC

O valor de r ¢ dado pela seguinte expressdo que garante a conservacdo do momento de

segunda ordem:

r=20\1-aene - (4.76)

4.7. Avanc¢o Temporal

As etapas convectiva e difusiva do Método de Vortices fornecem os elementos

necessarios para o calculo do deslocamento da nuvem de vortices. Utiliza-se At =kAl para

estabelecer uma relacdo entre o deslocamento dos vortices e o tamanho do painel.
Assim, o deslocamento ¢ calculado utilizando-se o avanco de Euler de primeira ordem
para os vortices que ainda ndo tém armazenadas as velocidades do passo anterior, ou seja,

os recém-nascidos, por

)0
- ‘. (4.77)
Ay ; (1) ;

Para os vortices que ja possuem a velocidade do passo anterior, o deslocamento ¢

calculado utilizando-se o avango de Adams-Bashforth de segunda ordem, ou seja,
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[Axcj :(I,Su(t)-O,Su(t-At)J y (4.78)

Ay, L,5v(1)-0,5v(t-A4t)

Assim, a nova posicao do vortice 1 €

[x(wit)j :[x(t)j {Axcj {AXDJ (4.79)
vray) \yw) \dv.) \4v,) '

onde o deslocamento de difusdo (Ax b Ay D)¢ 0 para o caso do emprego do MAR na etapa
difusiva, sendo determinado, portanto, pela Eq. (4.74). Caso seja utilizado o MCNC, tem-se
que (AxD,AyD): 0.

Esquemas de predigdo-correcdo, tais como Runge-Kutta, ndo foram adotados, pois o
calculo de mais um campo de velocidade da etapa convectiva em um mesmo instante de
tempo torna-se excessivamente dispendioso computacionalmente, como citado em
GUEDES (2003).

As velocidades u(¢) e u(t-At) da Eq. (4.78) vém da velocidade de convecgdo expressa
pela Eq. (4.68), a qual representa a soma da velocidade do escoamento incidente, com a
velocidade induzida pelos painéis e vortices do sistema de geracdao de vorticidade, e com a
velocidade induzida pela nuvem de vortices.

Os vortices que surgem da divisdo do MCNC utilizam u(z-A¢) igual ao u(z-At) do
vortice do qual foi originado. Este procedimento visa garantir a acurdcia do esquema de

Adams-Bashforth de segunda ordem.
4.8. Mecanismos de Reducao do Numero de Vortices
4.8.1. Aglomeracao Direta

Como em todo método numérico, a eficiéncia do Método de Vortices ¢ medida pelo

esforco computacional necessdrio para se obter uma determinada acuracia. Nos métodos

103



numéricos que utilizam malhas, o esforco computacional baseia-se no numero de pontos da
malha onde sdo realizados os célculos. No entanto, para o Método dos Vortices, isento de
malhas auxiliares de calculo, o esfor¢o computacional ¢ consequéncia do numero de
vortices necessarios para discretizar o campo de vorticidade acuradamente, garantindo o
recobrimento de seus nicleos e a convergéncia do método.

O Método de Vortices simula a solucdo da Equacao de Navier-Stokes para escoamentos
incompressiveis, aproximando o campo de vorticidade por uma combinacdo linear de
fung¢des de base carregadas pelos vortices. O recobrimento ocorre quando a influéncia de
mais de uma destas funcdes ¢ sentida em um determinado ponto do dominio. O crescimento
do numero de vortices durante a simulagdo, resultado da ampliagdo da regido rotacional do
escoamento, faz aumentar seu esfor¢o computacional, sobretudo durante a etapa
convectiva. Outro fator que contribui para um excessivo numero de vortices, e consequente
aumento da razdo de recobrimento, ¢ a utilizagdo de métodos de difusdo que realizam o
refinamento espacial através da divisdo dos vortices, como ocorre no MCNC.

Assim, para garantir esfor¢o computacional e acurdcia competitivos, simulagdes com o
Me¢étodo de Vortices devem recorrer a utilizagdo de mecanismos de aglomeragdo eficientes,
capazes de reduzir o nimero de vortices sem, no entanto, causarem perdas na convergéncia
e acurdcia. Tais mecanismos permitem que se substituam diversos vortices que possuam
seus nucleos em excessivo recobrimento, por um unico vortice que possua novos valores de
raio, circulagdo e posicdo, tais que esta substituicdo ndo implique em perda de
representatividade. Para tanto, o mecanismo tem a necessidade de avaliar inteiramente a
esteira, computando interagdes entre os vortices presentes e aglomerando apenas aqueles
que tém um excessivo recobrimento de seus nucleos.

O algoritmo de aglomeragdo necessita do célculo da distancia entre os vortices, que
requer M” operagdes para uma nuvem de M vortices. Com a utilizagio da expansio em
multipolos, o custo foi reduzido para a ordem de M, tornando o processo de aglomeragdo o
fator limitante.

Este trabalho utilizou o algoritmo de aglomeragdo desenvolvido por ROSSI (1997),
segundo o qual o campo de vorticidade @ foi aproximado por uma combinagdo linear de

N fungdes de base Gaussianas, dadas por
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N _ X-X, ?
)-S5 zen] Lok 450

i i

onde cada fungdo de base foi definida por trés parametros (y,,X;,0,), 0s quais

correspondem a intensidade, posi¢ao e raio do vortice.

A intensidade do vortice ¢ definida inicialmente na geragdo, satisfazendo-se as
condi¢cdes de contorno de impenetrabilidade e ndo-deslizamento na superficie solida. A
posicdo do vortice ¢ determinada pela evolugdo do escoamento, sendo resultado dos
deslocamentos induzidos pela conveccdo e difusdo. O raio do vortice ¢ um parametro
definido em funcdo da fisica do escoamento em questdo, ou seja, deve ser escolhido de
acordo com a resolucdo necessaria e imposta pelo problema.

Supondo a aglomeragdo de n vortices, o erro introduzido no campo de vorticidade ¢

dado por
( ) Yo |X|2 i% Gg |X_Xi|2 (4 81)
e(X)=—"——|exp| — |- ) ——5exp| ————— .
dro] P 4o; | Sy, o} P 4o}

O objetivo do processo de aglomeragdo ¢ obter um conjunto de n vortices que
aglomerados em um Unico voértice com ( 7, , X, , 0, ) mantenha sob controle este erro.
Inicialmente, a escolha de um vortice que possa substituir esse conjunto de n vortices,

requer a manutencdo dos momentos de ordem zero, primeira e segunda ordem, expressos,

respectivamente, por

Vo= Vs (4.82)
i=1
VoXo = Zn:Vin ¢ (4.83)
i=1
4y,0l = z 7, (40,? +]x, - x0|2) (4.84)
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O algoritmo de ROSSI (1997) baseava-se, portanto, em identificar os conjuntos de n
vortices que pudessem ser aglomerados segundo as Eqgs. (4.82), (4.83) e (4.84), mantendo-

se sob controle e(x) da Eq. (4.81), e respeitando-se 1 <o, <l,, (limitou-se o raio do

nucleo a valores maximo e minimo, aos quais correspondiam, respectivamente, 3 maxima e

minima resolugao).

ROSSI (1997) realizou a adimensionalizagio x" = %a , 0 que permitiu escrever a
0

Eq. (4.81) como

n

2 2
__ Yo Vi 2 _ 9 +_ *12 9
e(x )ZFZ_{GXPL_‘X ‘ ]—?exp{— X —X, ?} (4.85)

UO i=1 /0 i

Considerando todos os ¥ com mesmo sinal e observando a Eq. (4.82), percebe-se que a

Eq. (4.85) realiza a média aritmética do termo

= exp[_\x*rj_“_{ex{_
O .

1

* *
X —X,

2 02
G—g} : (4.86)

0 que permite escrever como limite para o erro no processo de aglomeracdo de um

subconjunto de n vortices,

. 74l
e(x )< S max
472-00 1<i<n

z,|. (4.87)

Com a Eq. (4.87), pode-se limitar o erro da aglomeracdo de n vdrtices, a partir da

diferenca entre duas fun¢des Gaussianas, conforme a Eq. (4.86). Se os parametros 00/0 e

X estdo restritos a um conjunto de vortices, a continuidade da Eq. (4.86) garante que haja

um valor maximo M para z_, o que serve de base para o teorema apresentado por ROSSI

(1997) onde, considerando todos os ¥ com mesmo sinal, tem-se que
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2
—|"f4"‘;>| <Re (4.88)
o
2
b < [ﬂj <b, (4.89)
01‘

N .. . M
Entdo, o erro no campo de vorticidade He(x*)u sera menor que Yo Ao onde
o0
0

M = max

1<i<n

).

ROSSI (1997) demonstrou que os valores extremos de z, sdo obtidos fazendo-se

['Xf 2’0%?j =(R.b) ou Oxf 2’0%_2j =(R.5,).

Uma vez determinado M em funcdo de R, b, e b,, pode-se estabelecer condi¢des

para que se obtenha uma aglomerag¢do com uma tolerancia &, para He(x*)‘

, EXpressas por
0

|7’0|M

4ro,

<e,. (4.90)

As Egs. (4.88), (4.89) e (4.90) formam os testes para que se efetue a aglomeracdo em

um conjunto de vortices, cujo erro estard controlado pela tolerdncia &, estabelecida. Porém,

a realizacdo destes testes ¢ de elevado custo computacional, uma vez que é necessario

calcular (y,,x,,0,) pelas Egs. (4.82) a (4.84) toda vez que um novo candidato ¢

acrescentado ao conjunto de vortices que se deseja aglomerar.
Por esta razdo, ¢ estabelecido um conjunto de testes mais restritivos do que o formado

pelas Egs. (4.88) e (4.90), ou seja,
2 2
I, —x,[ <RI (4.91)

m?

para todo j e um particular i no conjunto de vortices a ser aglomerado, e
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A7l?
ol e, L’” ~ (4.92)

A Eq. (4.91) substitui a Eq. (4.88), ao passo que a Eq. (4.92) substitui a Eq. (4.90), uma

2 . . ~ r
vez que o,=/ ¢ ‘X_/—XO‘ <D. Esta ultima inequa¢do advém do fato de que

2 . . , o . .
‘x ; —xi‘ <D 4 para todo vortice j e um vortice i em particular.

Sendo o custo computacional do Método de Vortices reduzido pela diminuicdo de
vortices na esteira, o ganho com a utiliza¢do do algoritmo de aglomeracdo ¢ substancial.

Porém, o custo computacional deste processo deve ser contabilizado, uma vez que tende a

ser de ordem M”.
4.8.2. Aglomeracio Utilizando a Hierarquia de Caixas do MEMA

Uma alternativa para diminuir o custo computacional envolvido na aglomeragdo, ¢
realiza-la isoladamente em cada caixa resultante da divisdo do dominio computacional
estabelecida pelo MEMA. Tal procedimento permite a utilizagdo do algoritmo de
aglomeragdo em cada caixa separadamente, evitando avaliar as interagdes entre os vortices
que estdo em caixas diferentes, o que reduz o custo computacional do processo. A
eficiéncia da aglomeragdo ¢ garantida pelo fato de que a densidade local de vortices ¢

mantida sobre controle durante a divisdo do dominio em caixas executada pelo MEMA.
4.8.3. Corte

O corte (“cut off’) ¢ um outro mecanismo encontrado na literatura, que tem como
objetivo manter sob controle o nimero de vortices, estabelecendo um teto para o tamanho
do problema, e mantendo sob controle o crescimento do numero de vortices.

No processo de divisao dos vortices, durante a etapa difusiva, para o caso do MCNC, a
intensidade dos vortices vai sendo dividida sucessivamente, criando regides com
vorticidade extremamente baixa, na fronteira da regido rotacional, povoadas por uma

grande quantidade de vortices que possuem intensidades muito pequenas, gerando um
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esforco computacional desnecessario. Deste modo, o procedimento descrito como corte ¢
adotado, fazendo simplesmente com que vortices com intensidades inferiores a um

parametro estabelecido (I',_. ) parem de se dividir, permanecendo com seu nucleo

corte

constante até o final da simulagdo. A escolha do parametro numérico para I'___ deve ser

corte
feita em fun¢do do escoamento em estudo, do custo computacional admissivel e da acuracia

desejada.

4.9. Correcao do Campo de Vorticidade Para Vortices que Cruzam a Superficie

A desingulariza¢do dos vortices insere um erro na avaliacdo do campo de velocidade

induzida pelos vortices que tém o seu nucleo interceptando a placa plana, conforme Fig.

4.10.

.ffz b_
Sl
placa plana

Figura 4.10 — Vortice com raio o que cruza a placa plana

Tal erro no campo de velocidades induzidas pelos vortices, cujos niicleos cortam a
superficie solida, pode ser modificado através da avaliagdo da vorticidade presente no
escoamento, corrigindo, simultaneamente, a circulacdo I' e o raio o dos vortices, cujos
nucleos cruzam a superficie.

A vorticidade real presente no escoamento pode ser encontrada, avaliando-se a seguinte

integral

. 76’2 *6’200 F ]/'2 ¢p
"= Ja)dA:ijexp - drd 6 = 1—5 , (4.93)

-6, -6, 0
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onde ¢, define o arco que esta dentro da placa, conforme Fig. (4.10).

A Eq. (4.93) corrige a circulacdo que deve ser aplicada para o céalculo do campo de

velocidade. A correcio do raio € feita a partir da relagio 4 = 4, — A", onde A4, ¢ a érea

total do niicleo do vértice, 4 a é4rea acima da superficie e 4, abaixo. Como

A" = 0% (¢p —sen ¢p), entdo,

o = \/1—%’+;n¢”)a. (4.94)

Deste modo, implementando-se as corre¢des relativas a circulacdo e ao raio, a

velocidade induzida em qualquer ponto do dominio por um vortice j que corta a placa ¢é

calculada por

T r
I/l'g(l"’t) = —T l—eXp - [1 (¢p “sen ¢p )J 2 . (495)
e (2
27

4.10. Correcao Para Vortices que Penetram no Corpo

O passo convectivo dos vortices ¢ calculado levando-se em consideracdo as velocidades
induzidas pelos painéis e vortices que formam a matriz de influéncia, pelos vortices
presentes na esteira, e pelo escoamento incidente. A discretizagdo temporal do método de
vortices provoca o deslocamento de um vortice para o interior do corpo, o que € fisicamente
impossivel.

Dessa forma, a modelagem em questdo utiliza o esquema de reflexdo dos vortices
(SILVA, 2005) que, por ventura, tenham sido deslocados para o interior do corpo, onde a

posi¢do ¢ recalculada sobre a normal ao painel, como pode ser visto na Fig. 4.11.
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refletido

virtice no interior
do corpo

Figura 4.11 — Reflexdo do vortice

4.11. Suavizacio da Velocidade Induzida por Vortices Muito Proximos aos Pontos de

Controle

A modelagem numérica apresentada utiliza um artificio proposto por LEWIS (1991)
para suavizar a velocidade induzida por um vortice sobre o ponto de controle localizado a
uma distancia menor que um determinado valor. Este procedimento se baseia em considerar
a velocidade induzida como um valor médio daquela induzida em pontos préximos do
ponto de controle em questao.

Assim, supondo que um vortice esteja a uma distancia inferior a este valor, deve-se
avaliar a velocidade induzida sobre os subpainéis, conforme Fig. 4.12, que utiliza como
exemplo quatro subpainéis, bem como a média das velocidades nos seus pontos de

controle.

painels painel i+]

Figura 4.12 — Utilizac¢ao de subpainéis
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Deste modo, pode-se generalizar a expressao para o célculo da velocidade induzida por

um vortice j sobre um painel i, utilizando N, (N subpainéis) por

uv 1 Ny (ﬁj
_ s () (496)
(VV j/_{/’ N&'ub p=1 ’ v pi

4.12. Atualizacio das Condicoes de Contorno

Sendo o escoamento impulsivo, ou seja, incide instantaneamente em todos os pontos do
dominio fluido em #=0", o termo independente b dos sistemas de equagdes algébricas
lineares deve ser atualizado, pois a simulagdo evolui de uma situacdo em que b ¢ formado
apenas pelo escoamento incidente, para aquela em que os vortices adicionados na esteira
também devem ser considerados.

Deste modo, deve-se adicionar ao vetor independente b,, a parcela correspondente a

velocidade induzida no ponto de controle i pelos vortices k presentes na nuvem,

chegando-se ao novo vetor independente do sistema representado pela Eq. (4.58) para

painéis retos,

cosa M u,

b =-0, n->T, n,paral<i<N e (4.97)
sen o Py v, )
cosa M u,

b =-0, t,->T, t,para N+1<i<2N (4.98)
sen o ey V)

Nas equagdes acima, o ¢ o angulo de ataque, n, e t, sdo, respectivamente, os vetores

normal e tangencial ao painel i, e o termo do somatorio, a velocidade induzida no ponto de

controle i pelos vortices k da nuvem.
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CAPITULO 5

PLACA PLANA - RESULTADOS E VALIDACAO DO MODELO

O presente capitulo apresenta os testes preliminares necessdrios para estudar os
parametros numéricos inerentes ao Método de Vortices, para o modelo apresentado por
SANTIAGO (2008), formando um codigo computacional completo que simule, de maneira
representativa, escoamentos viscosos ao redor de corpos, mantendo-se as hipoteses
anteriormente descritas, e respeitando-se as limitagdes computacionais existentes.

Para tanto, o escoamento estudado neste capitulo ¢ o desenvolvimento da camada limite
sobre uma placa plana de comprimento unitério. Os resultados obtidos sdo comparados com
a solucdo exata, por similaridade, obtida por Blasius, o que permite validar o cédigo
computacional deste trabalho. Uma vez que a teoria da camada limite conduz a uma
formulacdo que representa assintoticamente as Equagdes de Navier-Stokes quando
Re — oo, esta s6 deve ser empregada em regides suficientemente distantes do bordo de
ataque. Os efeitos associados a descontinuidade do bordo de fuga também ndo sdo
considerados pela formulagdo tedrica da camada limite, uma vez que a placa plana ¢
considerada semi-infinita.

Deste modo, as se¢des a seguir buscam validar o modelo desenvolvido e evidenciar a
convergéncia do método diante dos parametros numéricos e fisicos mais importantes que

controlam a simulac¢do, conforme Tab. 5.1:
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Tabela 5.1 — Parametros fisicos e numéricos que controlam a simulagao

Parametro Simbolo
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC A yiene
Razdo entre o espagamento entre os centros hja,
dos vortices (/) e o raio do vortice (o, )
Numero de painéis N
Passo de tempo At
Numero de Reynolds Re

Uma vez que nessas simulacdes para a placa plana serd utilizado o Método do
Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC) na etapa difusiva do Método de Vortices, o

primeiro parametro apresentado ¢ o de divisdo dos vortices, &, que estabelece a

relacdo entre a menor ¢ a maior escala de resolugdo da simulagdo, ou seja, entre o raio

minimo e maximo dos vortices, uma Vez qUe &,;xc0 iy = O s - ASSIM, quanto maior for o
valor de a,,, para 0 <@, <1, maior serd o refinamento espacial do processo de

divisao dos vortices.

O Método de Vortices tem a convergéncia garantida pela razdo de recobrimento entre
os raios dos vortices, uma vez que estes discretizam o campo de vorticidade que estd sendo
resolvido numericamente. Uma boa resolugdo somente ¢ alcancada quando os nucleos dos
vortices sdo bem pequenos, necessitando, dessa forma, de uma maior quantidade de
vortices para manter o recobrimento. Entdo, a convergéncia da simulagao ¢ obtida fazendo-
se com que o raio e a distdncia entre os vortices tendam a zero mais rapidamente. Dos
parametros apresentados na Tab. 5.1, os que controlam a razdo de recobrimento e garantem

a convergéncia sdo //o, e o, sendo que a relagdo entre eles é fungdo direta da

distancia de divisdo r = 20\/1— a2y imposta pelo MCNC.

Quanto a relagdo entre o nimero de painéis e a discretizacdo da superficie solida,
quanto maior for o valor de N, melhor serd representada a presenga do corpo,

discretizando de maneira mais refinada a vorticidade gerada na parede sélida; e quanto
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menor for o valor de Az, melhores serdo os resultados, devido a diminui¢ao de erros na
etapa convectiva.

Quanto maior for o nimero de Reynolds, mais ricas em vorticidade serdo a camada
limite e a esteira. Assim, as simulagdes foram realizadas com nimero de Reynolds da
ordem de 10°, pois este valor ja ¢ alto o suficiente para validar o método com a teoria da

camada limite de Blasius, e ¢ adequado a resolu¢cdo numérica empregada (valores de o).

Valores do nimero de Reynolds muito elevados, ou seja, a partir de 2.10°, onde ocorre a
transicdo da camada limite sobre a placa plana de laminar para turbulenta, requerem uma

resolugdo numérica maior. Assim, os valores de ¢, necessarios devem ser muito menores

que os utilizados nestas simulagdes, requerendo um nimero bem maior de vortices para
obter uma boa resolucdo. Alternativamente, pode-se utilizar uma modelagem de turbuléncia
para as pequenas escalas, mas este ndo ¢ um dos objetivos deste trabalho.

Em sintese, esperam-se resultados cada vez mais representativos e aprimorados

utilizando-se &, maiores, 4/, menores, N maiores, Az menores ¢ Re maiores até o

limite mencionado no pardgrafo anterior. Entretanto, como cada um destes parametros
também influencia, de maneira particular, o custo computacional da simulacdo, para se
obter resultados mais acurados também se deve considerar o custo computacional

envolvido, controlado a partir dos processos de aglomeracdo e corte.

5.1. Anailise de Convergéncia

A modelagem numérica, descrita no capitulo anterior, deve ser analisada quanto a
sensibilidade com relagdo aos pardmetros fisicos e numéricos que controlam a simulagao,
apresentados na Tab. 5.1, com o objetivo de analisar a convergéncia do método. Nas
simulagdes utilizou-se uma placa plana com 2% de espessura. Para avaliar a influéncia de
cada parametro, os demais serdo fixados, escolhidos por apresentar melhor custo/beneficio
global.

Primeiramente, serd analisada a convergéncia do perfil de velocidade no tempo
(adimensional), 7. Assim, a Tab. 5.2 abaixo mostra os valores dos paradmetros empregados,

bem como os dados de entrada mais relevantes para esse caso.
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Tabela 5.2 — Parametros e dados de entrada empregados na simulagdo para a

variagdo de 7

Parametro ou dado de entrada Valor
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — &, 0.7
Razdo entre o espagamento entre os centros dos 0.7

vortices (/) e o raio do vortice (o) — h/a,

Numero de painéis — N 50
Passo de tempo — A7 0.02
Numero de Reynolds — Re 10°
Erro méaximo na aglomeragao — e 1072
Limite de corte no cut off— T 107

Numero de subpainéis — N, 5

Entdo, as Figs. 5.1a, 5.1b e 5.1c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade,

variando-se 7, respectivamente, em x/C =0.25, x/C=0.50 ¢ x/C =0.75.
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T=02
T=0.6
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T=0.2
T=0.6
T=1.0
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Blasius
. T=0.2
u T=10.6
: | |
T=
‘-5 1.0
I L L L I L
6 8

Figura 5.1 — Convergéncia do perfil de velocidade variando-se 7 para:

a) x/C=0.25;b) x/C=0.50;¢c) x/C=0.75

Verifica-se a tendéncia de convergéncia mais acelerada na regido préxima ao bordo de
ataque, uma vez que, para o mesmo instante de tempo, tem-se um perfil mais proximo da
solugdo de Blasius em x/C =0.25, seguido de x/C =0.50 ¢ x/C =0.75. Esta tendéncia &
esperada, devido ao fato de a espessura da camada limite ser menor nesta regido,
necessitando, portanto, de uma menor quantidade de vortices para representd-la.
Naturalmente, a medida que 7 aumenta, espera-se uma convergéncia melhorada nas
regides mais proximas ao bordo de fuga.

Em seguida, serd analisada a convergéncia do perfil de velocidade, variando-se o
pardmetro de divisdo dos vortices no Método do Crescimento do Nucleo Corrigido

(MCNC), a,,cyc- Assim, a Tab. 5.3 mostra os valores dos pardmetros e os dados de entrada

empregados nesse caso.
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Tabela 5.3 — Parametros e dados de entrada empregados na simulagdo para a

variacdo de o,y

Parametro ou dado de entrada Valor
Razao entre o espagamento entre os centros dos 0.7
vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,

Numero de painéis — N 50

Passo de tempo — A7 0.02

Numero de Reynolds — Re 10°

Tempo de simulagdo — 7 1.0

Erro méaximo na aglomeragao — e 1072

Limite de corte no cut off— T 107
Numero de subpainéis — N, 5

Assim, as Figs. 5.2a, 5.2b e 5.2c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade,

variando-se @, , respectivamente, em x/C =0.25, x/C=0.50 ¢ x/C =0.75.
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Figura 5.2 — Convergéncia do perfil de velocidade variando-se ., para:

a) x/C=0.25;b) x/C=0.50;¢c) x/C=0.75

Dessa vez, observa-se para um mesmo instante de tempo, que o melhor resultado do

perfil de velocidade é obtido para o valor de «,,,, maior, situagdo em que ocorre um

refinamento espacial mais acentuado, provocado pela maior quantidade de divisdes dos
vortices € o consequente aumento da nuvem. Percebe-se, ainda, que a tendéncia de
convergéncia mais acelerada nas regides mais proximas (mas ndo muito proximas) ao
bordo de ataque se mantém, devido a menor espessura da camada limite, conforme
mencionado anteriormente.

Agora sera analisada a convergéncia do perfil de velocidade, variando-se o pardmetro
referente a razdo entre o espagamento entre os centros dos vortices e o raio do vortice,

h/o,. Assim, a Tab. 5.4 mostra os valores dos pardmetros ¢ os dados de entrada

empregados nesse caso.
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Tabela 5.4 — Parametros e dados de entrada empregados na simulagdo para a

variagdo de 4/o,

Parametro ou dado de entrada Valor
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — &, 0.7
Numero de painéis — N 50
Passo de tempo — A7 0.02
Numero de Reynolds — Re 10°
Tempo de simulagdo — 7 1.0
Erro méaximo na aglomeragao — e 1072
Limite de corte no cut off — I' 107
Numero de subpainéis — N, 5

Logo, as Figs. 5.3a, 5.3b e 5.3c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade,

variando-se //o, , respectivamente, em x/C =0.25, x/C =0.50 ¢ x/C =0.75.

Blasius
Wa,=¢,7
o= 1.0

u/U

ho,=1.5
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Figura 5.3 — Convergéncia do perfil de velocidade variando-se /o, para:

a) x/C=0.25;b) x/C=0.50;¢c) x/C=0.75
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Os melhores resultados do perfil de velocidade sdo percebidos para o menor valor de

h/o,, pois representa uma maior razdo de recobrimento dos niicleos dos vortices.

Novamente, nota-se uma convergéncia mais acelerada perto do bordo de ataque.
Agora sera analisada a convergéncia do perfil de velocidade, variando-se o niimero de
painéis, N. Entdo, a Tab. 5.5 mostra os valores dos parametros ¢ os dados de entrada

empregados.

Tabela 5.5 — Parametros e dados de entrada empregados na simulagdo para a

variagdo de N

Parametro ou dado de entrada Valor
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — &, 0.7
Razao entre o espagamento entre os centros dos 0.7

vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,

Passo de tempo — A7 0.02
Numero de Reynolds — Re 10°
Tempo de simulagdo — 7 1.0
Erro méaximo na aglomeragao — e 1072
Limite de corte no cut off — I' 107
Numero de subpainéis — N, 5

As Figs. 5.4a, 5.4b e 5.4c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade, variando-

se N, respectivamente, em x/C =0.25, x/C =0.50 ¢ x/C=0.75.
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Figura 5.4 — Convergéncia do perfil de velocidade variando-se N para:

a) x/C=0.25;b) x/C=0.50;¢c) x/C=0.75

Percebe-se que a qualidade da simulagdo ¢ significativamente melhor a medida que N
aumenta, pois a presenca do corpo ¢ melhor representada devido ao refinamento da
discretizagdo da vorticidade na superficie s6lida. Novamente, observa-se a tendéncia da
solucdo numérica de convergir mais rapido préximo ao bordo de ataque.

Finalmente, serd analisada a convergéncia do perfil de velocidade, variando-se o passo
de tempo, Ar. A Tab. 5.6 mostra os valores dos pardmetros e os dados de entrada

utilizados.
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Tabela 5.6 — Parametros e dados de entrada empregados na simulagdo para a

variagdo de Ar

Parametro ou dado de entrada Valor
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — &, 0.7
Razdo entre o espagamento entre os centros dos 0.7
vortices (/) e o raio do vortice (o) — h/a,
Numero de painéis — N 50
Numero de Reynolds — Re 10°
Tempo de simulagdo — 7 1.0
Erro méaximo na aglomeragao — e 1072
Limite de corte no cut off— T, 10
Numero de subpainéis — N, 5

Enfim, as Figs. 5.5a, 5.5b e 5.5c apresentam a convergéncia do perfil de velocidade,

variando-se At , respectivamente, em x/C =0.25, x/C =0.50 ¢ x/C =0.75.
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Figura 5.5 — Convergéncia do perfil de velocidade variando-se Az para:

a) x/C=0.25;b) x/C=0.50;¢c) x/C=0.75

Observa-se que a convergéncia ¢ mais rapida a medida que Az diminui, devido a
diminui¢do de erros na etapa convectiva. Também se verifica a tendéncia da solugdo

numérica de convergir mais rapidamente proximo ao bordo de ataque.

A Fig. 5.6 apresenta a convergéncia no tempo da Espessura de Deslocamento e da

Quantidade de Movimento para os pardmetros e dados de entrada listados na Tab. 5.2.
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Figura 5.6 — Convergéncia das espessuras de deslocamento e da quantidade de

movimento

E, por ultimo, a Fig. 5.7 apresenta a convergéncia no tempo do Coeficiente de Atrito

(C,), para as mesmas condigdes. Os valores de C, s3o obtidos numericamente através de

uma aproximacao de primeira ordem de a%y na parede.
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Figura 5.7 — Convergéncia do coeficiente de atrito

As Figs. 5.6 ¢ 5.7 permitem que sejam observados melhores resultados na parte central
da placa plana, especialmente para 0.25 < x/C < 0.6, em compara¢do com os visualizados
proximos as extremidades. Esta constatacdo ¢ esperada, pelo fato de a teoria de camada
limite ser aplicavel apenas a regides suficientemente distantes do bordo de ataque, assim
como pelo fato de os efeitos associados a descontinuidade do bordo de fuga ndo serem

contemplados, uma vez que a placa plana ¢ considerada semi-infinita.

5.2. Escoamento em Placa Plana — Validacao

A seguir, sdo apresentados os resultados convergidos para o modelo apresentado neste

trabalho e detalhado no capitulo anterior para os pardmetros fisicos, numéricos e demais

dados de entrada apresentados na Tab. 5.2.
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As Figs. 5.8a, 5.8b e 5.8c apresentam o resultado em 7 = 4.5 para a componente u do

perfil de velocidade ao longo da placa, em x/C =0.25, x/C=0.50 e x/C=0.75, onde

/R
n=y v , C=1 e U=l.
X

Blasius
L] T=4.5

u/U
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Figura 5.8 — Resultado convergido para o perfil de velocidade em:

a) x/C=0.25;b) x/C=0.50;¢c) x/C=0.75
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O perfil de Blasius ¢ reproduzido pelos resultados numéricos de maneira representativa,
0 que atesta a boa acuracia da simulagdo realizada ao longo da placa plana. Assim, pode-se
afirmar que o modelo numérico desenvolvido neste trabalho é capaz de reproduzir com boa
representatividade o processo de geragdo de vorticidade na superficie, o que o habilita a
realizar simula¢des de escoamentos externos ao redor de corpos de diferentes geometrias,
como cilindros de se¢do circular, objetos de estudo apresentados no proximo capitulo, pois
possibilita a determinacdo dos esfor¢os no corpo com precisao.

Em seguida, a Fig. 5.9 apresenta os resultados convergidos para a Espessura de

Deslocamento e da Quantidade de Movimento.

Sol. Analitica da Esp. de Deslocamento

B — —  Sol. Analitica da Esp. da Quant. de Mov.

0.05 n T=45
[ ] u
0.04
0.03
0.02 -
[ [ ] [ |

0.01

u I | I L I | L I I | L I L | I )

0.2 04 06 08

x/C
Figura 5.9 — Resultados convergidos para as espessuras de deslocamento e da

quantidade de movimento

E, finalmente, a Fig. 5.10 apresenta os resultados convergidos para o Coeficiente de

Atrito (C ), nas mesmas condigdes.
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Figura 5.10 — Resultado convergido para o coeficiente de atrito

Para o caso convergido, observa-se uma boa concordancia dos resultados numéricos
com as solucdes analiticas para as espessuras de deslocamento e da quantidade de
movimento, especialmente para a regido central da placa plana. As discrepancias
observadas nas extremidades se explicam pelo fato de ndo ser possivel aplicar a teoria da
camada limite em regides muito proximas ao bordo de ataque, e os efeitos referentes a
descontinuidade do bordo de fuga ndo terem sido considerados.

A boa qualidade do perfil de velocidade na parede, que pode ser observada nas Figs.

5.8a, 5.8b e 5.8c, permite o calculo do Coeficiente de Atrito (C,) com bastante precisdo,

principalmente para a parte central da placa, como esperado, pelos motivos ja mencionados.
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CAPITULO 6

CILINDRO CIRCULAR — ANALISE DE RESULTADOS

Neste capitulo sdo apresentadas as simulagdes do escoamento ao redor de um cilindro
de secdo circular, utilizando os modelos matematico e numérico descritos nos capitulos
anteriores e explorando os parametros numéricos, dentro da faixa de utilizagcdo testada e
validada no Capitulo 5.

O escoamento incompressivel ao redor de um cilindro de se¢do circular para nimeros
de Reynolds altos apresenta uma caracteristica bem conhecida: a formacdo de uma extensa
esteira viscosa a jusante do corpo com frequéncia de emissdo de vortices definida. O
processo de geracdo de vorticidade ¢ simulado por vortices discretos gerados a uma

distancia ¢ (igual ao nucleo do vortice de Lamb, o, ) dos pontos de controle dos painéis a

cada passo no tempo, que formam a esteira viscosa e sofrem convecgao e difusdo. Quanto
maior o nimero de voértices no escoamento, melhor sera a resolugdo da simulagdo. No
entanto, como as velocidades induzidas seguem a Lei de Biot-Savart, um grande numero de
vortices no escoamento implica em custo computacional elevado.

Para a etapa difusiva do Método de Vortices emprega-se, para tempos curtos, o Método
do Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC) e, para tempos longos, quando se deseja
atingir o regime permanente peridodico, o Método do Avango Randdmico (MAR). O avango
temporal utilizado ¢ o de Adams-Bashforth de segunda ordem.

A escolha da geometria estudada nesse capitulo deve-se @ maior gama de informagdes
referentes a simulagdes e experimentos na literatura, visando, portanto, a possibilidade de

comparacao dos resultados numéricos apresentados com os dados disponiveis.
6.1. Verificacido dos Parametros Numéricos e Analise de Convergéncia

Os parametros numéricos testados no Capitulo 5 para placa plana serdo utilizados em
simulagdes de tempo curto para o cilindro circular de didmetro unitario. A verificagdo

desses parametros, realizada nessa se¢do, visa adequa-los as simulagdes em cilindros,
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objetivando uma relagdo custo computacional/resultados vidvel e satisfatoria, e as rodadas
permitem a visualizacdo da tendéncia de convergéncia. Os nimeros de Reynolds e tempos
de simulagdo escolhidos permitem a comparagdo com os resultados numéricos apresentados

por KOUMOUTSAKOS e LEONARD (1995).

CASO1

O primeiro caso corresponde ao regime onde, devido a forma geométrica do corpo, o
escoamento proximo a superficie passa por uma forte desaceleragdo, formando uma regido
com gradiente de pressdo adverso. O fluido ndo consegue se manter aderido a superficie do
corpo ¢ se divide em dois pontos de separacdo que se localizam na parte posterior do
cilindro, formando uma bolha de recirculagdo nesta area, e o acimulo de vorticidade devido
ao movimento convectivo do fluido. Ocorre, entdo, a formagdo de dois vortices
estacionarios na esteira, imediatamente atras do cilindro. Com o desenvolvimento de
instabilidades e lentas oscilagdes na esteira a jusante dos vortices estaciondrios, que
crescem na direcdo do escoamento incidente, hd um aumento na amplitude de oscilacdo e o
espiralamento da esteira. Ocorre, agora, a formagdo de vortices posicionados ao longo de
duas trilhas na dire¢do do escoamento incidente, que se encontram deslocados uns dos
outros ao longo desta linha, e com sentidos de rotacdo opostos, formando a esteira de Von
Karman. Uma vez que a trilha de vortices ndo interage diretamente com o par de vortices
estacionarios que se forma imediatamente atras do cilindro, o escoamento evolui de um
regime ainda essencialmente permanente nas vizinhangas do cilindro para um escoamento
ndo-permanente a jusante dele.

Aqui, o transporte difusivo de vorticidade serd simulado através do Método do
Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC). Os parametros, bem como os demais dados de
entrada, dispostos na Tab. 6.1 abaixo, sdo escolhidos de forma a conduzir solugdes mais

refinadas para um custo computacional competitivo.
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Tabela 6.1 — Parametros e dados de entrada utilizados na simulagdo para o Caso I

Parametro ou dado de entrada Valor
Numero de Reynolds — Re 40
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — &, 0.6
Razao entre o espagamento entre os centros dos 0.7

vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,

Numero de painéis — N 100

Passo de tempo — A7 0.01

Erro méaximo na aglomeragao — e 1072

Limite de corte no cut off — I' 107
Numero de subpainéis — N, 5

Tempo de simulagdo — 7 0.25

Em relagdo aos pardmetros empregados para a andlise do perfil de velocidade
convergido da placa plana de Blasius, opta-se por reduzir o valor do parametro de divisdo
dos vortices do MCNC, «,,., pois além de gerar resultados tdo satisfatorios quanto para o
caso da placa plana, promove uma redugdo significativa do custo computacional.

Para os demais casos, opta-se por aumentar o valor do parametro referente a razao entre

o espagamento entre os centros dos vortices () e o raio do vortice (a,), h/o, , em relagdo

a placa plana, pois para nimeros de Reynolds mais elevados, a camada limite e a esteira sdo

ricas em vorticidade, o que faz com que o recobrimento seja mantido mesmo com //a,

maiores. No entanto, para este caso em particular, uma vez que o nimero de Reynolds ¢
muito baixo, € necessario aumentar a razao de recobrimento dos nucleos dos vortices

(reduzindo o valor de A/, ) para que uma boa resolugdo seja alcangada e a convergéncia

seja garantida.

Obtém-se simulagdes com melhor qualidade, aumentando-se o nimero de painéis, N,
pois a presenga do corpo ¢ melhor representada devido ao refinamento da discretizagdo da
vorticidade na superficie s6lida, e o passo de tempo adimensional, Az, ¢ reduzido a fim de

diminuir os erros numéricos na etapa convectiva do Método de Vértices. Os valores dos
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demais parametros, a saber: erro maximo no processo de aglomeracdo, e, limite do corte

no processo de cut off, T

corte >

e nimero de subpainéis, N _,, sdo mantidos iguais aos

sub >
mesmos apresentados para a placa plana.

Assim, a Fig. 6.1 apresenta as curvas do coeficiente de arrasto obtido a partir das
metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981), bem como a comparacdo desses resultados
numéricos com os obtidos por KOUMOUTSAKOS e LEONARD (1995) para os

parametros listados na tabela acima e instante de tempo 7 = 0.25.

\ o Koumoutsakos e Leonard
% — Lewis

Wu

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 6.1 — Resultados do coeficiente de arrasto para Re =40 e 7 =0.25

As curvas do coeficiente de arrasto, apresentadas nesse trabalho, mostram uma
concordancia consideravel com o resultado obtido por KOUMOTSAKOS e LEONARD
(1995), especialmente para a metodologia de WU (1981), principalmente a partir de
7=0.1.
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CASOII

Para esse caso, assim como para os demais localizados na faixa subcritica, a esteira se
torna instavel e irregular, e o escoamento no interior dos proprios vortices se torna caotico.
Este fendmeno se deve ao surgimento de efeitos tridimensionais no escoamento, os quais ja
ndo sdo mais amortecidos pela acdo da viscosidade e acabam influenciando o escoamento
bidimensional dominante. Os parametros fisicos e numéricos, ¢ demais dados de entrada

empregados nesse caso estdo dispostos, abaixo, na Tab. 6.2.

Tabela 6.2 — Parametros e dados de entrada utilizados na simulagdo para o Caso II

Parametro ou dado de entrada Valor
Numero de Reynolds — Re 200
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — &, 0.6
Razao entre o espagamento entre os centros dos 0.85

vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,

Numero de painéis — N 100

Passo de tempo — A7 0.01

Erro méaximo na aglomeragao — e 1072

Limite de corte no cut off— T, 107
Numero de subpainéis — N, 5

Tempo de simulagdo — 7 0.25

Vale ressaltar que nesse caso, assim como nos subsequentes, o parametro referente a
razao entre o espagamento entre os centros dos vortices (/4) e o raio do vortice (a,) é
aumentado, em relacdo ao caso I, visando diminuir o custo computacional pois, para
numeros de Reynolds mais elevados, ja ¢ possivel obter uma taxa de recobrimento de
vortices satisfatoria para o valor de h/c, apresentado na tabela.

Entdo, a Fig. 6.2 apresenta as curvas do coeficiente de arrasto para Re = 200 e instante

de tempo 7 =0.25.
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Figura 6.2 — Resultados do coeficiente de arrasto para Re =200 e 7 =0.25
As curvas do coeficiente de arrasto mostram uma concordancia razoavel com o
resultado obtido por KOUMOTSAKOS e LEONARD (1995), especialmente para a
metodologia de WU (1981).
CASO 111
Este caso corresponde a Re =1000 e ¢ a ultima simulacdo realizada para o instante de

tempo adimensional 7 =0.25. Analogamente ao caso anterior, a Tab. 6.3 apresenta os

parametros e dados de entrada utilizados.
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Tabela 6.3 — Pardmetros e dados de entrada utilizados na simulagdo para o Caso III

Parametro ou dado de entrada Valor
Numero de Reynolds — Re 1000
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — &, 0.6
Razao entre o espagamento entre os centros dos 0.85
vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,
Numero de painéis — N 100
Passo de tempo — A7 0.01
Erro méaximo na aglomeragao — e 1072
Limite de corte no cut off— T, 10
Numero de subpainéis — N, 5
Tempo de simulagdo — 7 0.25
Finalmente, a Fig. 6.3 apresenta as curvas do coeficiente de arrasto.
3 -
; o Koumoutsakos ¢ Leonard
| Lewis
25 |- Wu

1.5

0.05 0.1 0.15

Figura 6.3 — Resultados do coeficiente de arrasto para Re =1000 e 7 = 0.25

0.25
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Para Re =1000, observa-se a excelente concordancia dos resultados numéricos com os

obtidos por KOUMOTSAKOS e LEONARD (1995), especialmente para a metodologia de

WU (1981), e que as solucdes se tornam mais apuradas a medida que o numero de

Reynolds aumenta, como esperado. Para verificar se essa tendéncia se mantém, serdo

apresentados, a seguir, trés casos para tempos de simulagdo maiores, a saber: 7=3.0 e

7 =15.0. Como nos casos anteriores, os resultados serdo comparados com os fornecidos por

KOUMOUTSAKOS e LEONARD (1995).

CASO 1V

A Tab. 6.4 apresenta os pardmetros e dados de entrada utilizados na simulag¢do do caso

correspondente a Re = 550 .

Tabela 6.4 — Parametros e dados de entrada utilizados na simulagdo para o Caso IV

Parametro ou dado de entrada Valor
Numero de Reynolds — Re 550
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — &, 0.6
Razdo entre o espagamento entre os centros dos 0.85

vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,
Numero de painéis — N 100
Passo de tempo — A7 0.01
Erro méaximo na aglomeragao — e 1072
Limite de corte no cut off— T, 107
Numero de subpainéis — N, 5

Tempo de simulagdo — 7 3.0

E a Fig. 6.4 apresenta as curvas do coeficiente de arrasto para o instante de tempo

7=3.0.
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Figura 6.4 — Resultados do coeficiente de arrasto para Re =550 e 7=3.0

Com o0 avango no tempo, observa-se que os resultados sdo qualitativamente melhores
que os apresentados para Re =200 e inferiores aos fornecidos por Re=1000, como
esperado, por se tratar de um nimero de Reynolds intermediario entre esses valores. E
percebe-se, também, que sdo bem concordantes com a curva de KOUMOUTSAKOS e

LEONARD (1995) para as duas metodologias calculadas.

CASOV

Até aqui, empregou-se o Método do Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC) nas
simulag¢des do escoamento ao redor de uma placa plana de Blasius paralela ao escoamento e
de um cilindro de se¢do circular e didmetro unitario.

O MCNC, por apresentar um refinamento espacial, que consiste na escolha de
pardmetros numéricos que controlam a evolugdo temporal do raio do nucleo, realizando
uma divisdo dos vortices em intervalos regulares, ¢ o método mais indicado para realizar

simulagdes acuradas do Método de Vortices e, por esse motivo, foi a escolha inicial. No
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entanto, para tempos de simulagdes maiores, como para os casos V e VI que serdo
apresentados a seguir, € necessario empregar o Método do Avango Randéomico (MAR) para
o calculo do termo difusivo, pois o custo computacional do MCNC torna inviavel a sua
utilizacdo.

O MAR consiste na substituicdo do processo difusivo por deslocamentos randémicos de
particulas que carregam vorticidade, de modo a simular a evolugdo do campo de
vorticidade devido a difusdo viscosa, e foi desenvolvido para aplicagio em escoamentos
com alto nimero de Reynolds, conforme serdo analisados na proxima se¢do referente aos
testes de tempo longo. Dessa forma, serdo apresentados, a seguir, dois casos de tempo curto
para visualizacdo da tendéncia de convergéncia, visando a validagdo do MAR. Este, em
particular, refere-se a Re =1000, e os parametros numéricos e dados de entrada estdo

dispostos na Tab. 6.5.

Tabela 6.5 — Parametros e dados de entrada utilizados na simulagdo para o Caso V

Parametro ou dado de entrada Valor

Numero de Reynolds — Re 1000
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — &, 0.6
Razao entre o espagamento entre os centros dos 0.85

vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,

Numero de painéis — N 100

Passo de tempo — A7 0.01

Erro méaximo na aglomeragao — e 1072

Limite de corte no cut off— T, 107
Numero de subpainéis — N, 5

Tempo de simulagdo — 7 5.0

Assim, a Fig. 6.5 apresenta as curvas do coeficiente de arrasto para 7 =5.0.
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Figura 6.5 — Resultados do coeficiente de arrasto para Re =1000 e 7 =5.0

Percebe-se que, apesar de simular o processo de difusdo viscosa corretamente,
qualitativamente, os resultados apresentados a partir do emprego do MAR sdo inferiores
aos mostrados nos casos anteriores que utilizavam o MCNC, especialmente nos instantes
iniciais. A partir de 7 = 2.5, os resultados numéricos mostram uma concordancia muito boa

com os apresentados por KOUMOUTSAKOS e LEONARD (1995).

CASO V1

Finalmente, a Tab. 6.6 apresenta os parametros numéricos e dados de entrada para o

ultimo caso de tempo curto, referente a Re =3000 e 7=5.0.
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Tabela 6.6 — Parametros e dados de entrada utilizados na simulagdo para o Caso VI

Parametro ou dado de entrada Valor

Numero de Reynolds — Re 3000
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — &, 0.6
Razao entre o espagamento entre os centros dos 0.85

vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,

Numero de painéis — N 100

Passo de tempo — A7 0.01

Erro méaximo na aglomeragao — e 1072

Limite de corte no cut off— T, 10
Numero de subpainéis — N, 5

Tempo de simulagdo — 7 5.0

Enfim, a Fig. 6.6 apresenta as curvas do coeficiente de arrasto para esse caso.
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Figura 6.6 — Resultados do coeficiente de arrasto para Re =3000 e 7 =5.0
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Com um incremento relativamente pequeno no nimero de Reynolds, observa-se a
tendéncia dos resultados numéricos de acompanharem a curva de KOUMOUTSAKOS e
LEONARD (1995), justificando o emprego do MAR para numeros de Reynolds maiores.
Pode-se concluir, entdo, que 0 MAR se mostra bastante util para a simulacdo da etapa
difusiva do Método de Vortices, pois concilia resultados bem satisfatérios com custo
computacional baixo, se comparado ao do MCNC.

Vale ressaltar que as curvas do coeficiente de arrasto, apresentadas nesses seis casos,
ndo correspondem aos resultados convergidos. Porém, estas permitem que se perceba que
os parametros escolhidos se adequam a simulagdo do escoamento bidimensional,
incompressivel e ndo-permanente ao redor de um cilindro de secdo circular e, portanto,
novamente serdo utilizados nas simulagdes para tempo longo, apresentadas na proxima

secao.

6.2. Apresentacio e Analise dos Resultados

Como mencionado anteriormente, nessa se¢ao sao apresentadas as simulagdes de tempo
longo para cinco casos com valores do nimero de Reynolds localizados na regido
subcritica, a saber: Re=10°, Re=5.10°, Re=10*, Re=5.10* ¢ Re=10". Os valores
escolhidos permitem a compara¢do com resultados numéricos e experimentais disponiveis
na literatura. O transporte difusivo de vorticidade ¢ simulado a partir do Método do Avango

Randoémico (MAR).

CASO V11

A Tab. 6.7 apresenta os parametros e demais dados de entrada empregados na
simulagdo do escoamento bidimensional, incompressivel, nio-permanente e com Re =10’

ao redor do cilindro circular para o instante de tempo 7 = 25.0.
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Tabela 6.7 — Parametros e dados de entrada utilizados na simulagdo para o Caso VII

Parametro ou dado de entrada Valor
Numero de Reynolds — Re 10°
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — @, q¢ 0.6
Razao entre o espacamento entre os centros dos 0.85

vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,

Numero de painéis — N 100

Passo de tempo — A7 0.01

Erro maximo na aglomeragdo — e 1072

Limite de corte no cut off — I' 107
Numero de subpainéis — N, 5

Tempo de simulagdo — 7 25.0

A Fig. 6.7 apresenta as linhas de corrente para o escoamento, onde se pode observar a

formagdo da esteira de Von Karman, ainda que bastante assimétrica.

Figura 6.7 — Linhas de corrente para Re =10° e 7 =25.0
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As Figs. 6.8a e 6.8b apresentam a historia temporal dos coeficientes de sustentacdo e de

arrasto, respectivamente, obtidos a partir das metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981).
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Figura 6.8 — Coeficientes de sustentacio e arrasto para Re =10° e 7 =25.0
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Como pode ser visto, a curva para o coeficiente de sustentacdo oscila em torno de zero,
como esperado. A passagem de vortices regulares com a configuragdo da rua de Von
Karman na esteira de um corpo rombudo causa o aparecimento de uma periodicidade
dominante em medi¢des de velocidade na esteira. A frequéncia associada a esta
periodicidade ¢ expressa em fun¢do do numero de Strouhal, que serd o parametro de
comparacdo com o resultado experimental fornecido por SCHLICHTING e GERSTEN
(2000), e numérico, por OGAMI e AYANO (1995). Assim, serdo apresentados na Tab. 6.8
abaixo, os valores obtidos para a frequéncia adimensional da for¢a de sustentacdo a partir
das metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981) e os resultados experimental e numérico,

para fins de comparagdo. Na Tab. 6.9 serdo apresentados os erros associados.

Tabela 6.8 — Valores do nimero de Strouhal para o Caso VII

Resultados Valores de St
LEWIS (1991) 0.208
WU (1981) 0.1875
Experimental por SCHLICHTING e GERSTEN (2000) 0.20
Numérico por OGAMI e AYANO (1995) 0.215

Tabela 6.9 — Desvios de St em relagdo aos valores experimentais fornecidos por

SCHLICHTING e GERSTEN (2000) para o Caso VII

Resultados Erro (%)
LEWIS (1991) 4.0
WU (1981) 6.25
Numérico por OGAMI e AYANO (1995) 7.5

Percebe-se que o nimero de Strouhal apresentou erros de 4.0% e 6.25% para as
metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981), respectivamente, com relacdo ao resultado
experimental fornecido por SCHLICHTING e GERSTEN (2000), e inferiores ao valor
obtido numericamente por OGAMI e AYANO (1995), o que atesta a boa qualidade da

simulagao.
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Analogamente, o valor médio do coeficiente de arrasto, bem como a comparacdo deste
com o resultado experimental obtido por BLEVINS (1984) e numérico, por OGAMI e
AYANO (1995) estao dispostos, abaixo, na Tab. 6.10. Na Tab. 6.11 serdo apresentados os

desvios percentuais.

Tabela 6.10 — Valores médios do coeficiente de arrasto para o Caso VII

Resultados Valores de C,
LEWIS (1991) 1.037
WU (1981) 1.070
Experimental por BLEVINS (1984) 1.0
Numérico por OGAMI e AYANO (1995) 1.38

Tabela 6.11 — Desvios de C, , emrelacdo aos valores experimentais fornecidos por

BLEVINS (1984) para o Caso VII

Resultados Erro (%)
LEWIS (1991) 3.7
WU (1981) 7.0
Numérico por OGAMI e AYANO (1995) 38.0

Observa-se que o coeficiente de arrasto médio apresentou erros de 3.7% e 7.0% para
as metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981), respectivamente, com relagdo ao
resultado experimental fornecido por BLEVINS (1984), bem inferiores ao valor obtido
numericamente por OGAMI e AYANO (1995), o que corrobora a boa qualidade dos
resultados globais obtidos. Cabe ressaltar que, para valores do nimero de Reynolds
superiores a 200, os efeitos tridimensionais se tornam importantes. As forgas de sustentagdo
e arrasto de cilindros, nominalmente bidimensionais, sofrem o efeito deste fendmeno, € o
coeficiente de arrasto calculado para simulacdes bidimensionais ¢ maior que o obtido
através de experimentos. O nimero de Strouhal ¢ mais insensivel a esses efeitos.

Finalmente, a Fig. 6.9 apresenta a distribui¢do de pressdo sobre o cilindro, obtida a

partir da metodologia de LEWIS (1991).
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Figura 6.9 — Distribuicdo de pressdo para Re =10’ e 7 =25.0
A curva do coeficiente de pressdo apresenta um comportamento suave € encontra-se
relativamente proxima a curva experimental. O coeficiente de pressao de base, no entanto, ¢
mais negativo, o que justifica o fato de o coeficiente de arrasto ser mais alto que os valores
experimentais encontrados na literatura.

CASO VIII

A Tab. 6.12 apresenta os parametros e dados de entrada empregados na simulag@o para

Re =5.10° e instante de tempo 7 = 25.0.

153



Tabela 6.12 — Parametros e dados de entrada utilizados para o Caso VIII

Parametro ou dado de entrada Valor

Numero de Reynolds — Re 5103
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — @, q¢ 0.6
Razao entre o espacamento entre os centros dos 0.85

vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,

Numero de painéis — N 100

Passo de tempo — A7 0.01

Erro maximo na aglomeragdo — e 1072

Limite de corte no cut off — I' 107
Numero de subpainéis — N, 5

Tempo de simulagdo — 7 25.0

A Fig. 6.10 apresenta as linhas de corrente para o escoamento, onde ¢ possivel observar

a formacdo da esteira de Von Karman, ainda que assimétrica.

Figura 6.10 — Linhas de corrente para Re =5.10° e 7 =25.0
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As Figs. 6.11a e 6.11b apresentam a evolucao temporal dos coeficientes de sustentacdo

e de arrasto, respectivamente, obtidos a partir de LEWIS (1991) e WU (1981).
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Figura 6.11 — Coeficientes de sustentagio e arrasto para Re =5.10° e 7 =25.0
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Novamente, a curva para o coeficiente de sustenta¢do oscila em torno de zero, como
esperado. Na sequéncia, serdo apresentados na Tab. 6.13 abaixo, os valores para o numero
de Strouhal obtidos a partir das metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981), e o resultado
experimental, por SCHLICHTING e GERSTEN (2000), para fins de comparagdo. Na Tab.

6.14 serao apresentados os erros associados.

Tabela 6.13 — Valores do ntimero de Strouhal para o Caso VIII

Resultados Valores de St
LEWIS (1991) 0.206
WU (1981) 0.212
Experimental por SCHLICHTING e GERSTEN (2000) 0.20

Tabela 6.14 — Desvios de St em relacdo aos valores experimentais fornecidos por

SCHLICHTING e GERSTEN (2000) para o Caso VIII

Resultados Erro (%)
LEWIS (1991) 3.0
WU (1981) 6.0

Percebe-se que com o aumento do nimero de Reynolds, os valores para o nimero de
Strouhal s3o mais acurados para as metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981), em
relagdo ao resultado experimental fornecido por SCHLICHTING e GERSTEN (2000).

Analogamente, o valor médio do coeficiente de arrasto, bem como a comparacdo deste
com o resultado experimental obtido por ROSHKO (1961), estdo dispostos, abaixo, na Tab.

6.15. Na Tab. 6.16 serdo apresentados os desvios percentuais.

Tabela 6.15 — Valores médios do coeficiente de arrasto para o Caso VIII

Resultados Valores de C p
LEWIS (1991) 1.071
WU (1981) 1.086
Experimental por ROSHKO (1961) 1.05
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Tabela 6.16 — Desvios de C, em relagdo aos valores experimentais fornecidos por

ROSHKO (1961) para o Caso VIII

Resultados Erro (%)
LEWIS (1991) 2.0
WU (1981) 3.4

Analogamente, com o incremento do numero de Reynolds, observa-se a reducdo dos
erros associados ao calculo do coeficiente de arrasto para LEWIS (1991) e WU (1981), em
relagdo ao resultado experimental fornecido por ROSHKO (1961).

Finalmente, a Fig. 6.12 apresenta a distribuicdo de pressdo sobre o cilindro, obtida a

partir da metodologia de LEWIS (1991).
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Figura 6.12 — Distribui¢o de pressio para Re =5.10° e 7 =25.0
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Observa-se que hd uma maior proximidade entre os resultados numérico e experimental

nesse caso e que, novamente, o coeficiente de pressio de base ¢ mais negativo,

contribuindo para o aumento do coeficiente de arrasto.

CASO IX

A seguir, a Tab. 6.17 apresenta os parametros ¢ dados de entrada utilizados na

simulagdo para Re =10* e 7 =25.0.

Tabela 6.17 — Parametros e dados de entrada utilizados para o Caso IX

Parametro ou dado de entrada Valor
Numero de Reynolds — Re 10*
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — &, 0.6
Razao entre o espagamento entre os centros dos 0.85
vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,

Numero de painéis — N 100

Passo de tempo — At 0.01

Erro méaximo na aglomeragao — e 1072
Limite de corte no cut off— T, 107

Numero de subpainéis — N, 5
Tempo de simulagdo — 7 25.0

E a Fig. 6.13 apresenta as linhas de corrente para o escoamento, onde ¢ possivel

observar a formagao da esteira de Von Karman.
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Figura 6.13 — Linhas de corrente para Re =10* e 7 =25.0

Agora, as Figs. 6.14a e 6.14b apresentam a evolucdo no tempo dos coeficientes de

sustentacdo e de arrasto, respectivamente, obtidos a partir de LEWIS (1991) e WU (1981).
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Figura 6.14 — Coeficientes de sustentacio e arrasto para Re =10* e 7 = 25.0
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O valor do coeficiente de sustentagdo oscila em torno de zero, como previsto. A seguir,
serdo apresentados na Tab. 6.18 abaixo, os valores para o nimero de Strouhal obtidos a
partir das metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981), e o resultado experimental, por
SCHLICHTING e GERSTEN (2000), para fins de comparagdo, ¢ na Tab. 6.19, os erros

associados.
Tabela 6.18 — Valores do nimero de Strouhal para o Caso IX
Resultados Valores de St
LEWIS (1991) 0.196
WU (1981) 0.190
Experimental por SCHLICHTING e GERSTEN (2000) 0.20

Tabela 6.19 — Desvios de St em relacdo aos valores experimentais fornecidos por

SCHLICHTING e GERSTEN (2000) para o Caso IX

Resultados Erro (%)
LEWIS (1991) 2.0
WU (1981) 5.0

Com o aumento do nimero de Reynolds, os valores para o numero de Strouhal sdo
ainda mais acurados, apresentando erros de 2.0% e 5.0%, respectivamente, para as
metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981), em relacdo ao resultado experimental
fornecido por SCHLICHTING e GERSTEN (2000).

Analogamente, o valor médio do coeficiente de arrasto, bem como a comparacdo deste
com o resultado numérico fornecido por OGAMI e AYANO (1995), e com o experimental
obtido por BLEVINS (1984), estdo dispostos, abaixo, na Tab. 6.20. Na Tab. 6.21 serao

apresentados os desvios percentuais.
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Tabela 6.20 — Valores médios do coeficiente de arrasto para o Caso IX

Resultados Valores de 5d
LEWIS (1991) 1.106
WU (1981) 1.103
Experimental por BLEVINS (1984) 1.10
Numérico por OGAMI e AYANO (1995) 0.84

Tabela 6.21 — Desvios de C, , emrelacdo aos valores experimentais fornecidos por

BLEVINS (1984) para o Caso IX

Resultados Erro (%)
LEWIS (1991) 0.54
WU (1981) 0.27
Numérico por OGAMI e AYANO (1995) 23.63

Para Re=10* o calculo do coeficiente de arrasto médio apresentou erros bem
inferiores ao valor obtido numericamente por OGAMI e AYANO (1995). Observa-se,
ainda, a O6tima concordancia dos resultados numéricos, para ambas as metodologias
abordadas nesse trabalho, com o experimental.

Finalmente, a Fig. 6.15 apresenta a distribuicdo de pressdo sobre o cilindro, obtida a

partir de LEWIS (1991).
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Figura 6.15 — Distribui¢do de pressio para Re =10 e 7 =25.0
A distribuicdo do coeficiente de pressdo sobre o cilindro apresenta uma diferenca
significativa em relagdo ao caso anterior onde, aqui, o coeficiente de pressdo de base
encontra-se ainda mais préximo ao valor experimental, o que justifica uma diferenca menor
na estimativa do coeficiente de arrasto.

CASO X

Agora, a Tab. 6.22 apresenta os parametros e dados de entrada empregados na

simulagio para Re =5.10% e 7 =25.0.
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Tabela 6.22 — Parametros e dados de entrada utilizados para o Caso X

Parametro ou dado de entrada Valor

Numero de Reynolds — Re 510*
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — @, q¢ 0.6
Razao entre o espacamento entre os centros dos 0.85

vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,

Numero de painéis — N 100

Passo de tempo — A7 0.01

Erro maximo na aglomeragdo — e 1072

Limite de corte no cut off — I' 107
Numero de subpainéis — N, 5

Tempo de simulagdo — 7 25.0

A Fig. 6.16 apresenta as linhas de corrente para o escoamento.

Figura 6.16 — Linhas de corrente para Re =5.10* e 7 =25.0
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A seguir, as Figs. 6.17a e 6.17b apresentam a variagdo no tempo dos coeficientes de

sustentacdo e de arrasto, respectivamente, obtidos a partir de LEWIS (1991) e WU (1981).
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Figura 6.17 — Coeficientes de sustentagio e arrasto para Re =5.10* e 7 =25.0

Conforme esperado, o valor do coeficiente de sustentacdo oscila em torno de zero.
Dessa forma, serdo apresentados na Tab. 6.23 abaixo, os valores para o nimero de Strouhal
obtidos a partir das metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981), e o resultado
experimental, por SCHLICHTING e GERSTEN (2000), para fins de comparacao, e na Tab.

6.24, os desvios relacionados.

Tabela 6.23 — Valores do nimero de Strouhal para o Caso X

Resultados Valores de St
LEWIS (1991) 0.188
WU (1981) 0.193
Experimental por SCHLICHTING e GERSTEN (2000) 0.185
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Tabela 6.24 — Desvios de St em relacdo aos valores experimentais fornecidos por

SCHLICHTING e GERSTEN (2000) para o Caso X

Resultados Erro (%)
LEWIS (1991) 1.6
WU (1981) 4.3

Com o aumento do nimero de Reynolds, os valores para o numero de Strouhal sdo
ainda mais acurados, apresentando erros de 1.6% e 4.3%, respectivamente, para as
metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981), em relacdo ao resultado experimental
fornecido por SCHLICHTING e GERSTEN (2000).

O valor médio do coeficiente de arrasto, bem como a comparagdo deste com o resultado
experimental obtido por ROSHKO (1961), estdo dispostos, abaixo, na Tab. 6.25. Na Tab.

6.26 serdo apresentados os desvios percentuais.

Tabela 6.25 — Valores médios do coeficiente de arrasto para o Caso X

Resultados Valores de C d
LEWIS (1991) 1.195
WU (1981) 1.203
Experimental por ROSHKO (1961) 1.20

Tabela 6.26 — Desvios de C, , emrelacdo aos valores experimentais fornecidos por

ROSHKO (1961) para o Caso X

Resultados Erro (%)
LEWIS (1991) 0.42
WU (1981) 0.25

Para Re =5.10", observa-se uma pequena reducio nos erros numéricos em comparagio

a0 caso anterior.

Finalmente, a Fig. 6.18 apresenta a distribuicdo de pressdo sobre o cilindro, obtida a

partir de LEWIS (1991).
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Figura 6.18 — Distribui¢do de pressio para Re =5.10* e 7 =25.0
Os resultados obtidos para a distribui¢do do coeficiente de pressdo sobre o cilindro sdo
qualitativamente melhores que os observados nos casos anteriores, o que justifica a boa
acuracia dos resultados apresentados para o coeficiente de arrasto.

CASO XI

Finalmente, esse ¢ o ultimo caso apresentado neste trabalho para simulagdes de tempo

longo. Assim, a Tab. 6.27 apresenta os parametros ¢ dados de entrada empregados na

simulagio para Re =10 ¢ 7 =25.0.
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Tabela 6.27 — Parametros e dados de entrada utilizados para o Caso XI

Parametro ou dado de entrada Valor
Numero de Reynolds — Re 10°
Parametro de divisdo dos vortices do MCNC — @, q¢ 0.6
Razao entre o espacamento entre os centros dos 0.85

vortices (/) e o raio do vortice (a,) — h/a,

Numero de painéis — N 100

Passo de tempo — A7 0.01

Erro maximo na aglomeragdo — e 1072

Limite de corte no cut off — I' 107
Numero de subpainéis — N, 5

Tempo de simulagdo — 7 25.0

Logo, a Fig. 6.19 apresenta as linhas de corrente para o escoamento.

Figura 6.19 — Linhas de corrente para Re =10° ¢ 7 = 25.0
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A seguir, as Figs. 6.20a e 6.20b apresentam a histéria temporal dos coeficientes de

sustentacdo e de arrasto, respectivamente, obtidos a partir de LEWIS (1991) e WU (1981).
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Figura 6.20 — Coeficientes de sustentagdo e arrasto para Re =10° € 7 = 25.0

Novamente o valor do coeficiente de sustentagdao oscila em torno de zero. Entdo, serdo
apresentados na Tab. 6.28 abaixo, os valores para o numero de Strouhal obtidos a partir das
metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981), e o resultado experimental, por
SCHLICHTING e GERSTEN (2000), para fins de comparagdo, € na Tab. 6.29, os desvios

relacionados.
Tabela 6.28 — Valores do nimero de Strouhal para o Caso XI
Resultados Valores de St
LEWIS (1991) 0.189
WU (1981) 0.192
Experimental por SCHLICHTING e GERSTEN (2000) 0.190
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Tabela 6.29 — Desvios de St em relacdo aos valores experimentais fornecidos por

SCHLICHTING e GERSTEN (2000) para o Caso XI

Resultados Erro (%)
LEWIS (1991) 0.5
WU (1981) 1.0

Como esperado, esse caso possui os melhores resultados quando comparados ao valor
experimental fornecido por SCHLICHTING e GERSTEN (2000).

O valor médio do coeficiente de arrasto, bem como a comparagdo deste com o resultado
numérico apresentado por OGAMI e AYANO (1995), e o experimental obtido por
BLEVINS (1984), estao dispostos, abaixo, na Tab. 6.30. Na Tab. 6.31 serdo apresentados

os desvios percentuais.

Tabela 6.30 — Valores médios do coeficiente de arrasto para o Caso XI

Resultados Valores de C,
LEWIS (1991) 1.205
WU (1981) 1.202
Experimental por BLEVINS (1984) 1.20
Numérico por OGAMI e AYANO (1995) 1.07

Tabela 6.31 — Desvios de C, , emrelacdo aos valores experimentais fornecidos por

BLEVINS (1984) para o Caso XI

Resultados Erro (%)
LEWIS (1991) 0.42
WU (1981) 0.17
Numérico por OGAMI e AYANO (1995) 10.83

Os valores dispostos na tabela acima confirmam a excelente concordancia dos
resultados numéricos apresentados nesse trabalho com o experimental, se comparados com

os resultados obtidos por OGAMI e AYANO (1995).
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Por fim, a Fig. 6.21 apresenta a distribuicdo de pressdo sobre o cilindro, obtida a partir

de LEWIS (1991).

Experimental
Numérico: Lewis

c
I LN L L L L e e

0.2 0.4 0.6

Figura 6.21 — Distribui¢io de pressdo para Re =10’ e 7 = 25.0

Finalmente observa-se, para nimeros de Reynolds elevados, como nesse caso, uma
excelente concordancia dos resultados numéricos com o experimental obtido a partir da
literatura disponivel. A partir desses resultados, pode-se afirmar que o esfor¢o na superficie
do corpo foi determinado de maneira precisa, o que atesta a boa acuracia da simulagdo
realizada ao redor do cilindro de secdo circular. Nas se¢des a seguir, serd realizada uma
comparagdo, em forma grafica, dos valores para o coeficiente de arrasto e numero de
Strouhal em fun¢do do nimero de Reynolds, para os resultados apresentados nesse trabalho

e pelos demais autores.
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6.3. Coeficiente de Arrasto em Funcio do Numero de Reynolds

Os valores numéricos do coeficiente de arrasto médio em funcdo do numero de
Reynolds correspondentes aos casos VII a XI, para as metodologias de LEWIS (1991) e
WU (1981), bem como os resultados experimentais, e os numéricos, fornecidos por

OGAMI e AYANO (1995) encontram-se listados na Tab. 6.32.

Tabela 6.32 — Valores numéricos e experimentais do coeficiente de arrasto em

fun¢do do numero de Reynolds

Coeficiente de arrasto
Casos Re LEWIS | WU Num. por OGAMI | Experimental
e AYANO
VII 10° 1.037 1.070 1.38 1.0
VIII 5.10° 1.071 1.086 — 1.05
IX 10* 1.106 1.103 0.84 1.10
X 5.104 1.195 1.203 — 1.20
XI 10° 1.205 1.202 1.07 1.20

A Fig. 6.22 fornece uma visdo global dos resultados numéricos superpostos aos

experimentais, mostrados, abaixo, no grafico de C, xRe.
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Figura 6.22 — Grafico C, xRe

Os resultados obtidos para os casos VII a XI, para valores de Reynolds entre

10° <Re<10°, localizados na faixa subcritica, representam bem o comportamento
esperado para as simulacdes. Observa-se, pelo grafico, que os valores numéricos para o
coeficiente de arrasto apresentam uma concordancia muito boa com os valores
experimentais, relembrando que os resultados numéricos sdo maiores devido aos efeitos
tridimensionais inerentes ao escoamento real. Para os casos VII, IX e XI, os resultados
numéricos apresentados nesse trabalho, para as duas metodologias de calculo abordadas,

sdo bem superiores aos obtidos numericamente por OGAMI e AYANO (1995).

6.4. Numero de Strouhal em Func¢io do Numero de Reynolds

Os valores numéricos do nimero de Strouhal em fun¢cdo do niimero de Reynolds
correspondentes aos casos VII a XI, para as metodologias de LEWIS (1991) e WU (1981),
bem como os resultados experimentais obtidos por SCHLICHTING e GERSTEN (2000), e
o numérico, por OGAMI e AYANO (1995) encontram-se listados na Tab. 6.33.

175



Tabela 6.33 — Valores numéricos e experimentais do nimero de Strouhal em funcao

do niimero de Reynolds

Numero de Strouhal

Casos Re LEWIS | WU Num. por OGAMI e Experimental
AYANO
VII 10° 0.208 | 0.1875 0.215 0.20
VIII 5.10° 0.206 0.212 — 0.21
IX 104 0.196 0.190 — 0.20
X 5.10% 0.188 0.193 — 0.185
XI 10° 0.189 0.192 - 0.190

A Fig. 6.23 ilustra os resultados numéricos superpostos aos experimentais, mostrados,

abaixo, no grafico de St xRe.
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Figura 6.23 — Grafico St x Re
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Observa-se, pelo grafico, que os valores numéricos para o nimero de Strouhal,

apresentados nesse trabalho, apresentam uma boa concorddncia com os valores

experimentais, especialmente para Re =10°. Uma dispersio maior ¢é percebida na
comparacao com o resultado obtido por OGAMI e AYANO (1995).

A partir dessas andlises, pode-se afirmar que, em fun¢do dos resultados obtidos, o
método desenvolvido ¢ capaz de simular escoamentos extremamente complexos. Valores
muito proximos dos experimentais foram obtidos nas simulagdes numéricas. As
discrepancias encontradas devem-se, sobretudo, a complexidade do escoamento, uma vez
que o fendmeno de separacdo da camada limite e a consequente formagdo de uma extensa
esteira oscilatoria e turbulenta representam desafios a serem vencidos do ponto de vista

numérico.
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CAPITULO 7

CONCLUSOES

A modelagem numérica apresentada neste trabalho objetiva simular escoamentos
bidimensionais, incompressiveis e ndo-permanentes ao redor de corpos rombudos de secao
circular.

As simulagdes numéricas sdo realizadas utilizando-se o Método de Vortices, o qual
lanca mao de uma descri¢do puramente Lagrangiana e livre de malhas auxiliares de calculo
para simular a dindmica do escoamento, através da evolugdo de uma nuvem de vortices. No
algoritmo empregado, vortices de Lamb sdo gerados, a cada passo de tempo, proximos a
superficie do corpo e se movem por conveccdo e difusdo para simular a camada limite e a
esteira viscosa. Tal modelo desingulariza o campo de velocidade induzido por um vortice
pontual, através da inclusdo de um nticleo de raio ndo nulo. A convergéncia do método ¢
alcancada quando se garante um alto grau de recobrimento entre os nicleos dos vortices
presentes na simulagao.

A presenga do corpo no escoamento ¢ simulada através do Método dos Painéis, uma
particularizacdo do Método dos Elementos de Contorno, aplicado a escoamentos potenciais.
Neste trabalho, o corpo ¢ discretizado a partir de uma distribuicdo de elementos de
vorticidade com variacdo linear ao longo da superficie s6lida, o que garante a continuidade
da fung@o nos pontos nodais. Tradicionalmente, esse método permite a satisfagdo apenas da
condicdo de impenetrabilidade na superficie. A partir da utilizagdo simultanea de vortices e
painéis para a representacdo do corpo, o Método de Vortices consegue satisfazer
simultaneamente as condi¢gdes de ndo-deslizamento e impenetrabilidade em cada ponto de
controle, enriquecendo a simulagdo com a determinagdo de um fluxo de vorticidade mais
representativo da situagdo fisica em questdo. O fluxo de vorticidade, resultante da
imposicao simultanea das duas condi¢des de contorno na parede, ¢ calculado com alto grau
de acurécia e, através do novo processo de geracao de vortices, ¢ repassado para os vortices

nascentes.
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A evolugdo dos modelos de difusdo viscosa empregados no Método de Vortices esta
intimamente relacionada a necessidade de uma representagcdo satisfatoria do campo de
vorticidade. Para obter simulagdes de qualidade, objetiva-se preencher o dominio com a
maior quantidade de vortices possivel, o que contribui para o aumento do custo
computacional. Dois modelos de difusdo viscosa sdao utilizados neste trabalho. Para a

simulacdo do escoamento ao redor da placa plana, visando a validagdo do modelo, ¢

o~

empregado o Método do Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC). Este, ainda,
utilizado nas simulagdes para cilindro circular, porém para tempos curtos, inferiores a
7=3.0, onde 7 ¢ o tempo adimensional de simulacdo. Para tempos maiores, emprega-se o
Me¢étodo do Avango Randomico (MAR). Ambos os métodos estudados simulam o processo
de difusdo viscosa corretamente, porém, como a acuracia dos resultados numéricos depende
do grau de recobrimento dos nucleos dos vortices e, consequentemente, do nimero de
vortices presentes na simulacdo, pode-se concluir que o MCNC, por realizar um
refinamento espacial através da divisdo dos vortices em intervalos de tempo regulares, é o
método mais indicado para simulagdes acuradas do Método de Voértices, pois possui a
melhor relacdo custo/beneficio global, aliado a simplicidade de implementagao.

A utilizacgdo do MCNC faz com que seja necessario recorrer ao emprego de
mecanismos para o controle do numero de voértices presentes na simulagdo sem, no entanto,
causarem perdas na convergéncia e na acuracia. O algoritmo de aglomeragdo de ROSSI
(1997) se propde a controlar o grau de recobrimento existente entre os raios dos vortices,
realizando a aglomeragdo dos nucleos em regides onde a taxa de sobreposicao € excessiva.
Como consequéncia, o nimero de vortices passa a ser controlado, reduzindo o custo
computacional da simulagdo como um todo, que ainda é da ordem de M >, onde M ¢ o
numero de vortices presentes na simulagao.

A etapa convectiva do Método de Vortices inclui o calculo da velocidade auto-induzida
pela nuvem de vortices. Este procedimento de célculo também possui custo computacional
da ordem de M *. Este trabalho emprega o Método de Expansdo em Multipolos Adaptativo
(MEMA), proposto por CARRIER et al. (1988), que realiza a expansdo em multipolos
agrupando vortices em caixas de tamanhos diferentes, de acordo com a densidade local dos

mesmos. Dentro da mesma caixa € realizado, entdo, o calculo direto vortice-vortice, ao
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passo que as interacdes entre caixas diferentes sdo efetuadas pela expansdo em multipolos.
Tal procedimento permitiu a redu¢@o do custo computacional para a ordem de M .

Uma alternativa para diminuir o custo computacional envolvido na aglomeracdo, que
utilizando apenas o algoritmo proposto por ROSSI (1997) era da ordem de M *, é realiza-la
isoladamente em cada caixa resultante da divisdo do dominio computacional estabelecida
pelo MEMA. Esta estratégia permite a utilizacdo do algoritmo de aglomeracdo em cada
caixa separadamente, evitando avaliar as intera¢des entre os vortices que estdo em caixas
diferentes, o que reduz o custo computacional do processo. A eficiéncia da aglomeracdo ¢
garantida pelo fato de que a densidade local de vortices ¢ mantida sobre controle durante a
divisdo do dominio em caixas executada pelo MEMA.

Vale ressaltar que o modelo numérico utilizado neste trabalho apresenta uma maneira
inédita de implementacgdo das condi¢des de contorno na superficie do corpo, onde ambas as
condicdes de impenetrabilidade e ndo-escorregamento sdo impostas explicita e
simultaneamente. A qualidade dos resultados encontrados para os perfis de velocidade nas
simulagdes do escoamento ao redor de uma placa plana atesta a capacidade do modelo para
simular, de maneira representativa, o processo de geragdo de vorticidade na superficie
solida. Outra contribuicdo deste trabalho refere-se a implementacdo de um esquema
uniforme de discretizagdo da superficie do corpo, por ser mais adequado para representar as
geometrias dos corpos que sdao objetos de estudo desse trabalho, apresentando,
consequentemente, resultados mais acurados se comparados com trabalhos anteriores.

Foram utilizadas duas metodologias distintas de célculo dos carregamentos sobre a
superficie do corpo, a saber: LEWIS (1991) e WU (1981). A primeira baseia-se na
integracdo da pressdo na parede e parte da Equacdo de Navier-Stokes avaliada sobre a
superficie, e a segunda propde a avaliagdo da forca na superficie, considerando o campo de
vorticidade na parede e na esteira do escoamento como um todo. Os resultados encontrados
mostram boa concordancia entre as duas maneiras de célculo apresentadas e demais
resultados numéricos dispostos na literatura.

O Capitulo 5 apresenta os testes preliminares, a partir da realizagcdo de simulagdes do
escoamento ao redor de uma placa plana de Blasius, paralela ao escoamento, necessarios
para estudar os pardmetros numéricos inerentes ao Método de Vortices, para o modelo

apresentado por SANTIAGO (2008), formando um cédigo computacional completo que
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simule, de maneira representativa, escoamentos viscosos ao redor de corpos, mantendo-se
as hipodteses simplificadoras descritas no Capitulo 3, e respeitando-se as limitagdes
computacionais existentes.

Os resultados servem para validar o modelo desenvolvido e avaliar a convergéncia do
método diante dos pardmetros numéricos e fisicos mais relevantes que controlam a

simulagdo, tais como, &, ¢, h/ o,, N, At e Re. Para todos os casos, os testes mostram

resultados cada vez mais representativos e acurados quando se refinam esses parametros.
Os resultados sdo obtidos para trés posi¢des na placa, x/C =0.25, x/C =0.50, x/C =0.75
e para diferentes instantes de tempo. Assim, para os mesmos instante de tempo e posi¢cao na

placa, o melhor resultado do perfil de velocidade é obtido para o valor de «,,., maior,

situagdo em que ocorre um refinamento espacial mais acentuado, provocado pela maior
quantidade de divisdes dos vortices e o consequente aumento da nuvem. Melhores

resultados também sdo percebidos para valores de h/c, cada vez menores, pois

representam uma maior razdo de recobrimento dos niicleos dos vortices. Da mesma forma,
percebe-se que a qualidade da simulacdo € significativamente melhor a medida que se
aumenta o nimero de painéis, N, pois a presenca do corpo ¢ melhor representada devido
ao refinamento da discretiza¢do da vorticidade na superficie s6lida e, finalmente, observa-
se que os resultados sdo melhores a medida que o intervalo de tempo, Ar, diminui
Observa-se, para todos os casos, a tendéncia de convergéncia mais acelerada na regido
proxima ao bordo de ataque, devido ao fato de a espessura da camada limite ser menor
nesta regido, necessitando, portanto, de uma menor quantidade de vortices para representa-
la. Na analise da convergéncia das espessuras de deslocamento e da quantidade de
movimento e do coeficiente de atrito, observam-se melhores resultados na parte central da
placa plana, especialmente para 0.25< x/C < 0.6, em comparacdo com os visualizados
proximos as extremidades. Esta constatacdo ¢ esperada, pelo fato de a teoria de camada
limite ser aplicavel apenas a regides suficientemente distantes do bordo de ataque, assim
como pelo fato de os efeitos associados a descontinuidade do bordo de fuga ndo serem
contemplados, uma vez que a placa plana ¢ considerada semi-infinita.

Os resultados convergidos para o perfil de velocidade sdo capazes de reproduzir o perfil

de Blasius de maneira representativa, atestando a boa acurécia da simula¢do. Assim, pode-
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se afirmar que o modelo numérico desenvolvido neste trabalho permite reproduzir, com boa
representatividade, o processo de geragdo de vorticidade na superficie, o que o habilita a
realizar simula¢des de escoamentos externos ao redor de corpos de diferentes geometrias,
como cilindros de secdo circular, pois possibilita a determinagdo dos esfor¢cos no corpo com
precisdo. Da mesma forma, os resultados convergidos obtidos para as espessuras de
deslocamento e da quantidade de movimento, assim como para o coeficiente de atrito,
mostram muito boa concordancia com as solucdes teodricas disponiveis na literatura.

A escolha dos parametros numéricos utilizados nas simulagdes para o cilindro de se¢do
circular teve como ponto de partida o estudo para placa plana, objetivando uma relagdo
custo computacional/resultados vidvel e satisfatoria. A escolha da geometria deve-se a
maior quantidade de simulacdes e experimentos disponiveis na literatura, permitindo,
portanto, a possibilidade de comparagao dos resultados. O avango temporal utilizado ¢ o de
Adams-Bashforth de segunda ordem.

Inicialmente sdo realizadas, nesse capitulo, trés simulagdes de tempo bem curto,
7=0.25, de forma a permitir a visualiza¢do da tendéncia de convergéncia do método.
Assim, sdo apresentados os resultados numéricos obtidos a partir das metodologias de
LEWIS (1991) e WU (1981) para o coeficiente de arrasto para diferentes valores de
Reynolds, bem como a comparagdo destes com os resultados numéricos obtidos por
KOUMOUTSAKOS e LEONARD (1995). Observou-se que, como esperado, as solugdes
se tornam mais apuradas a medida que o numero de Reynolds aumenta, e que
especialmente para Re=1000, os resultados numéricos apresentados nesse trabalho
apresentam uma excelente concordancia com os extraidos da literatura. Para verificar se a
tendéncia se mantém, mais trés simulacdes para tempos maiores sdo realizadas, a saber:
7=3.0 e 7=5.0. Para as simulagdes realizadas até o instante de tempo 7 =3.0,
empregou-se 0 Método do Crescimento do Nucleo Corrigido (MCNC) na etapa difusiva do
Me¢étodo de Vértices, pois por realizar um refinamento espacial, ¢ o método mais indicado
para realizar simulagdes acuradas do Método de Vortices. No entanto, para tempos de
simulagdo maiores, ¢ necessario empregar o Método do Avanco Randémico (MAR) para o
calculo do termo difusivo, pois o custo computacional do MCNC torna inviavel a sua
utiliza¢do. Assim, os dois ultimos casos sdo simulados, visando a validagdo do MAR e,

através da analise dos resultados, pode-se concluir que 0 MAR se mostra bastante til para
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a simulacdo da etapa difusiva do Método de Vortices, pois concilia resultados bem
satisfatorios com custo computacional baixo.

Em seguida, sdo realizadas simulagdes de tempo longo, 7 = 25.0, para cinco valores do
nimero de Reynolds localizados na regido subcritica, a saber: Re =10, Re=5.10°,

Re=10%, Re=5.10" e Re=10". Os valores escolhidos permitem a comparagdo com
resultados numéricos e experimentais disponiveis na literatura. Assim, para cada caso, sdo
apresentados a linha de corrente do escoamento, que permite a visualiza¢do da formagdo da
esteira de Von Karman, a historia temporal dos coeficientes de sustentacdo e arrasto, € a
distribuicdo de pressdo na superficie do corpo. Observa-se que a curva do coeficiente de
sustentacdo oscila em torno de zero. Assim, a frequéncia adimensional da forca de
sustentacdo ¢ o parametro de comparagdo dos resultados numéricos com os experimentais,
fornecidos por SCHLICHTING e GERSTEN (2000) e numéricos, por OGAMI e AYANO
(1995), conforme o caso. Da mesma forma, os valores médios do coeficiente de arrasto sao
comparados com os resultados experimentais obtidos por BLEVINS (1984) e ROSHKO
(1961) e numéricos, por OGAMI e AYANO (1995). Com o incremento do numero de
Reynolds, percebe-se que o nimero de Strouhal e o coeficiente de arrasto médio
apresentam erros significativamente baixos para as metodologias de LEWIS (1991) e WU
(1981), com relagdo ao resultado experimental, e bem inferiores ao valor obtido
numericamente por OGAMI e AYANO (1995), o que corrobora a boa qualidade dos
resultados globais obtidos. Cabe ressaltar que, para valores do nimero de Reynolds
superiores a 200, os efeitos tridimensionais se tornam importantes. As forgas de sustentagdo
e arrasto de cilindros, nominalmente bidimensionais, sofrem o efeito deste fendmeno, € o
coeficiente de arrasto calculado para simulagdes bidimensionais ¢ maior que o obtido
através de experimentos. O nlimero de Strouhal é mais insensivel a esses efeitos. Para todos
0s casos, a curva do coeficiente de pressdo apresenta um comportamento suave € encontra-
se bem proxima a curva experimental. O coeficiente de pressdo de base, no entanto, ¢ mais
negativo, o que justifica o fato de o coeficiente de arrasto ser mais alto que os valores
experimentais encontrados na literatura.

Finalmente, ¢ realizada uma comparagdo, em forma grafica, dos valores para o
coeficiente de arrasto e nimero de Strouhal em fungdo do numero de Reynolds, para os

resultados apresentados nesse trabalho e pelos demais autores. Os resultados obtidos para o
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numero de Strouhal e o coeficiente de arrasto apresentam uma boa concordancia com o0s

valores experimentais, especialmente para Re =10°. Uma dispersio maior é percebida na
comparacdo com o resultado obtido, numericamente, por OGAMI e AYANO (1995).

A partir dessas andlises, pode-se afirmar que, em fun¢do dos resultados obtidos, o
método desenvolvido ¢ capaz de simular escoamentos extremamente complexos. Valores
muito proximos dos experimentais foram obtidos nas simulagdes numéricas. As
discrepancias encontradas devem-se, sobretudo, a complexidade do escoamento, uma vez
que o fendmeno de separacdo da camada limite e a consequente formagdo de uma extensa
esteira oscilatoria e turbulenta representam desafios a serem vencidos do ponto de vista
numerico.

Pode-se concluir, dessa forma, que o Método de Vortices utilizado neste trabalho possui
enorme potencial para a simulacdo de escoamentos externos ao redor de corpos, podendo
ainda evoluir bastante. Como sugestdes para a continuagdo deste trabalho, pode-se citar a
implementagdo e utilizagdo de programacgdo paralela; e a melhoria da representacdo do
campo de vorticidade, através da utilizagdo de funcdes de base de ordem espacial superior
ou de técnicas que empregam malhas auxiliares temporarias para o reposicionamento dos

vortices no espaco.
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