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        Este trabalho tem por objetivo propor uma modelagem numérica para um modelo 

teórico de escoamentos bifásicos com padrão estratificado amplamente difundido na 

literatura. De igual modo, esse trabalho visa apresentar um código matemático com a 

modelagem implementada. Uma vez pronto, o código permitirá a simulação de 

diferentes cenários de operação de gasodutos bifásicos. O modelo é resolvido através do 

método numérico conhecido como Flux Corrected Transport (FCT). Para validação do 

modelo, e consequentemente do código matemático, casos são apresentados para a 

comparação dos resultados com resultados de dois outros códigos, um deles, um 

simulador comercial de escoamento em dutos. 
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 This work aims to propose a numerical model for a theoretical two-phase flow 

model with stratified pattern found at the Literature. Moreover, this work intents to 

present a code containing the proposed numerical model already implemented. So, the 

code will allow simulating different scenarios of a two-phase gas pipeline operation. 

The model is solved by a numerical method known as Flux Corrected Transport (FCT). 

In order to validate the presented model, and also the code, some cases are created to 

compare the results with another two codes, one of those a commercial simulator 

pipeline flow.
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1. Introdução 

 

1.1 Gasodutos: Histórico e Classificação 

 

Segundo classificação da ANP, duto é a designação genérica de instalação 

constituída por tubos ligados entre si, destinado à movimentação de petróleo e seus 

derivados (oleodutos), gás natural e outros gases (gasodutos). Quando um oleoduto é 

utilizado para transporte de diversos tipos de produtos ele também pode ser chamado de 

poliduto. Os dutos têm uma classificação em relação ao meio que atravessam, podendo 

ser classificados como dutos de Transporte ou de Transferência (TERZIAN, 2005). 

Segundo TERZIAN (2005), a utilização de dutos como meio de transporte de 

líquidos é conhecida desde tempos remotos pelos egípcios, gregos, romanos, astecas e 

chineses. Mas, foi em 1865 que o primeiro oleoduto de transporte foi construído ligando 

um campo de produção a uma estação de carregamento de vagões, a uma distância de 8 

km na Pensilvânia. Em 1930, teve início o transporte de produtos refinados entre Nova 

York e a cidade de Pittsburg. Ainda de acordo com TERZIAN (2005), a participação 

dutoviária iniciou-se no Brasil nos anos 40 e 50, evoluiu gradativamente nos anos 60, 

tendo apresentado importante incremento na década de 70 e inicio da década de 80. A 

primeira linha brasileira que se tem registro foi construída na Bahia, com diâmetro de 2" 

e 1 km de extensão, ligando a Refinaria de Aratu ao Porto de Santa Luzia, com início de 

operação em maio de 1942. 

Contudo, apenas em 1975, o primeiro gasoduto interestadual (GASEB) entrou 

em operação, ligando os estados de Sergipe e Bahia, com 235 km e diâmetro de 14". 

Hoje, segundo a ANP (GASNET, 2013), existem mais de 50 gasodutos de transporte 

operando no Brasil (vide Figura 1.1). 
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Figura 1.1 – Gasodutos de Transporte em Operação no Brasil (GASNET, 2013) 
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Na maioria desses gasodutos, uma abordagem bifásica é mais recomendada visto 

que, devido a parâmetros de operação, distância do duto e outros, o gás que escoa pelo 

gasoduto pode apresentar condensados. Outros tipos de dutos que também são 

considerados como apresentando um escoamento bifásico são os risers. 

Risers, são dutos, flexíveis ou rígidos, que transportam os fluidos resultantes do 

processo de produção (óleo, gás, água) desde o poço de petróleo no fundo do mar até a 

plataforma de produção na superfície.  

Segundo SILVA (2006), a produção de petróleo em um poço está geralmente 

associada ao escoamento bifásico uma vez que as frações mais leves de hidrocarbonetos 

são liberadas da fase líquida à medida que a pressão do reservatório diminui e atinge a 

pressão de bolha, ou à medida que o óleo escoa e perde pressão ao longo de seu 

escoamento através do poço. Isto pode ser ainda mais complicado, considerando que o 

escoamento pode também conter água e areia. 

A ANP, através da Lei 11.909/09, de 29 de novembro de 2011, estabelece três 

definições de gasodutos: Gasoduto de Transferência, Gasoduto de Escoamento da 

Produção e Gasoduto de Transporte. 

Gasoduto de Transferência é o gasoduto destinado à movimentação de gás 

natural, considerado de interesse específico e exclusivo de seu proprietário, iniciando e 

terminando em suas próprias instalações de produção, coleta, transferência, estocagem e 

processamento de gás natural. São gasodutos de menor porte. 

Gasoduto de Escoamento da Produção são dutos integrantes das instalações de 

produção, destinados à movimentação de gás natural desde os poços produtores até 

instalações de processamento e tratamento ou unidades de liquefação. Risers estão 

incluídos nessa classificação. 
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Finalmente, Gasoduto de Transporte se define por gasoduto que realiza 

movimentação de gás natural desde instalações de processamento, estocagem ou outros 

gasodutos de transporte até instalações de estocagem, outros gasodutos de transporte e 

pontos de entrega a concessionários estaduais de distribuição de gás natural. Estão 

inseridos nessa classificação os gasodutos apresentados na Figura 1.1. 

Por sua vez, a operação de gasodutos automatizada se deu por volta da segunda 

metade da década de 1980, com a difusão do uso de microcomputadores, bem como, a 

capacidade de comunicação entre instrumentos instalados no campo e tais 

computadores. No inicio da década de noventa, os primeiros sistemas supervisórios de 

dutos começaram a ser implantados no Brasil cuja função principal, qual seja, operar 

remotamente o duto. 

Uma vez que os dutos são operados de maneira automatizada e remota, 

começam a aparecer as primeiras funções avançadas em tempo real para a gestão 

operacional e logística de dutos, tais como sistema de detecção, localização e 

quantificação de vazamentos, acompanhamentos de inventários, de diferentes bateladas 

de líquidos, de posições de pigs, de concentração de gases em gasodutos, otimizações 

diversas como de de uso de compressores em gasodutos, dentre outras. Para gasodutos 

bifásicos, segundo FIGUEIREDO (2010), esse processo se deu na primeira década dos 

anos 2000. As principais dificuldades para tal surgimento podem ser listadas como 

sendo: (i) a necessidade de instrumentação de medição de ambas as fases presentes no 

gasoduto; (ii) a dificuldade de modelagem de escoamento em duas fases, para o correto 

funcionamento das funções avançadas de tempo real; e (iii) o tempo computacional 

requerido para executar simuladores comerciais e acadêmicos de tempo real que usam 

as modelagens de escoamento bifásico. 



 

 6 

Este trabalho abordou a segunda dificuldade listada, procurando implementar 

uma modelagem numérica para um modelo teórico de escoamento bifásico existente, 

bem como desenvolver um algoritmo computacional simples, eficiente e em código 

aberto para o cálculo de um dado escoamento bifásico. 

 

1.2 Objetivos 

 

Como citado, este trabalho tem por objetivo propor uma solução numérica para 

um modelo teórico de escoamentos bifásicos amplamente difundido na literatura 

(OMGBA-ESSAMA, 2004; MASELLA et al., 1998; CARNEIRO et al., 2011, entre 

outros). De igual modo, apresentar um código aberto em linguagem FORTRAN com a 

modelagem implementada, de maneira a permitir futuramente, em outros trabalhos, o 

desenvolvimento de outros módulos. Esses módulos podem contemplar, por exemplo, 

funções avançadas de tempo real, como detecção de vazamentos e acompanhamento de 

pigs. 

O escoamento bifásico no interior de um gasoduto é apresentado com uma fase 

predominantemente gasosa, modelado com base no modelo de dois fluidos, em 

abordagem unidimensional, isotérmica e transiente, com fase gasosa compressível. Um 

simulador comercial numérico de escoamento bifásico em dutos (OLGA) e um outro 

código computacional desenvolvido pelo grupo de computação e matemática aplicada 

da Universidade de Cranfield, sob o projeto multicliente TMF (Transient Multiphase 

Flow), do qual a PETROBRAS faz parte, também são usados para comparar e validar 

os resultados obtidos das modelagens acima descritas.  

A modelagem escolhida, como dito, tem como base o modelo de dois fluidos, 

qual seja o SPM-4 (Single Pressure Model), que pressupõe a existência de uma única 

pressão para as fases gás e líquida, e é composto por quatro equações diferenciais, 
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sendo duas para a conservação de massa e duas para a conservação de quantidade de 

movimento, uma para cada fase (gás e líquido). Segundo BAPTISTA (2013), o modelo 

SPM-4 emprega uma modelagem transiente e trata a simulação em regime permanente 

como um transiente normal de acomodação das condições de contorno às condições 

iniciais, onde nenhuma alteração é introduzida a menos de permitir que o próprio passo 

de tempo avance. O modelo SPM-4 é resolvido utilizando o método Flux Corrected 

Transport (FCT), apresentado por BORIS e BOOK (1975). 

É importante salientar que, embora trabalhos anteriores tenham apresentado a 

modelagem proposta, esse trabalho apresenta um código matemático que permite a 

troca do modelo de dois fluidos apresentado por outro semelhante, bem como das 

equações constitutivas escolhidas facilmente. Isso permite a elaboração de uma gama de 

futuros trabalhos relacionados à simulação de escoamento em gasodutos bifásicos. 

 

Nivel do mar

Fundo do 

mar

Gasoduto de 

Transferência

Cabeça do 

Poço

Plataforma 

de Produção

UPGN

Altimetria 

Acidentada

Malha de 

Gasodutos de 

Transporte

Lâmina 

D’Água

Segmento Offshore Segmento 

Onshore

 

Figura 1.2 – Exemplo de um Gasoduto. 
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2. Revisão Bibliográfica 

 

2.1 Introdução 

 

O termo escoamento multifásico aplica-se quando mais de uma fase está 

presente e escoando simultaneamente. Por definição, fase subentende-se como sendo 

uma região do espaço delimitada por uma interface que limita em seu interior um 

material com composição química homogênea, propriedades de transporte e de estado 

definíveis. O termo fase frequentemente é usado como sinônimo do estado da matéria: 

gás, líquido ou sólido. Essa ambiguidade do uso do termo fase pode causar uma 

insegurança no emprego do termo multifásico uma vez que nem sempre o número de 

estados da matéria corresponde ao número de fases de uma mistura de materiais 

(ROSA, 2012). 

O estudo de escoamentos multifásicos é algo extremamente difícil, dado a 

complexidade do problema analisado. A quantidade de informação necessária para 

realizar uma análise é grande, existe o dobro de variáveis requeridas pelo escoamento 

monofásico, uma quantidade superior de equações constitutivas para o fechamento do 

conjunto de equações e um maior conhecimento da viscosidade e densidade das fases, 

além das vazões mássicas das fases. Além disso, um escoamento bifásico pode mudar 

seu padrão de escoamento, mudando a natureza do problema abordado. Assim, todos 

esses aspectos tornam a análise desses escoamentos bem mais complicada, comparada 

com aquela realizada com escoamentos monofásicos. 

Devido à grande dificuldade na compreensão da sua modelagem, o estudo de 

escoamentos bifásicos teve um avanço mais lento quando comparado com o estudo de 

escoamentos monofásicos, sendo esse encontrado largamente descrito na literatura. 
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Contudo, escoamentos bifásicos começaram a ser estudados recentemente, 

principalmente porque a criação de sistemas numéricos e computacionais permitiu a 

realização de simulações em que duas ou mais fases ocorrem simultaneamente. ROSA 

(2012) relata que estudos envolvendo escoamentos bifásicos tiveram início no começo 

do século XX e que, somente na década de 1940, surgiram as primeiras abordagens para 

modelar escoamentos bifásicos utilizando processos de médias. No entanto, este mesmo 

autor cita que esta metodologia só foi formalizada nas décadas de 1960 e 1970, 

conhecida hoje por modelo de dois fluidos e modelo de mistura. 

 

2.2 Classificação de Escoamentos Bifásicos 

 

Escoamentos bifásicos podem ser classificados de muitas formas, dependendo 

do critério que cada autor utiliza. Os fenômenos físicos, tais como os padrões de 

escoamento, interações entre as fases e modelagem matemática desses fenômenos para 

escoamento bifásico são avaliados conforme a visão e a priorização específica de cada 

autor.  

Uma maneira de classificar esses escoamentos se dá através dos padrões de 

escoamentos de fluidos bifásicos. Segundo ISHII e HIBIKI (2006), a classificação dos 

padrões de escoamento é baseada na geometria da interface entre as fases, ou seja, cada 

padrão de escoamento é caracterizado por dois fluidos escoando simultaneamente em 

um duto e pela geometria de suas interfaces. O escoamento bifásico de óleo e gás pode 

ter então diversas classificações como, por exemplo, as classificações de padrões 

apresentadas por SHAHA (1999) e ISHII e HIBIKI (2006). 

Para dutos horizontais ou quase horizontais (onde o duto tem uma inclinação 

formando um pequeno ângulo com a horizontal), tem-se a classificação conforme 

SHAHA (1999), o qual define uma classificação em quatro padrões principais, quais 
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sejam: bolhas, golfadas, estratificado e anular. Os outros padrões são apenas variações 

ou combinações destes principais, citados em artigos clássicos, como o de TAITEL e 

DUKLER (1976), referência clássica nesse assunto, e são ilustrados para escoamento 

horizontal (SHAHA, 1999) conforme a Figura 1. 

 

Figura 2.1 – Escoamento bifásico horizontal classificado por SHAHA (1999). 

 

ISHII e HIBIKI (2006) também propõem uma classificação mais detalhada, 

dividindo o escoamento em classes e, ainda, subdividindo essas classes em padrões. As 

classes, em número de três, são chamadas de escoamento separado, escoamento de 

mistura ou transitório e escoamento disperso. Já os padrões representam as diferentes 

geometrias de interfaces. Este tipo de classificação está mais bem detalhado na tabela 1. 

Existe um consenso na identificação de três padrões básicos para escoamentos 

gás-líquido aplicados para dutos verticais e inclinados, sejam eles: disperso, 

estratificados ou fases separadas e intermitentes (ROSA, 2012). 
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ROSA (2012) considera ainda que a forma da interface é outro assunto 

complexo de ser tratado. A interface plana ocorre para baixas velocidades de gás. À 

medida que a velocidade de gás aumenta, começam a surgir ondas bidimensionais 

seguidas por ondas tridimensionais na interface. A forma da interface deixa de ser plana 

e ondas passam a ascender às paredes do duto, aumentando o perímetro interfacial. 

Esse mesmo autor apresentou, devido a complexidade da interface, uma 

caracterização experimental da interface e uma determinação do fator de atrito 

interfacial em escoamentos estratificados horizontais, mostrando a influência do 

aumento da velocidade do gás na forma da interface. 

 

Tabela 2.1 – Escoamento bifásico classificado por ISHII e HIBIKI (2006). 

Classe Padrão Geometria Configuração Exemplos 

Escoamento 

Separado 

Escoamento 

em Película  

Película de líquido 

em gás. 

Película de gás em 

líquido. 

Condensação em 

película. 

Ebulição em 

película. 

Escoamento 

Anular 
 

Película de gás e 

núcleo líquido. 

Película de líquido 

e núcleo gás. 

Ebulição em 

película. 

Aquecedores de 

água. 

Escoamento 

em Jato 

 

Jato de líquido em 

gás. 

Jato de gás em 

líquido. 

Atomização. 

Jato 

condensador. 
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Escoamento 

Misturado 

ou 

Transitório 

 

 

Escoamento 

com Golfadas 
 

Onda de gás em 

líquido. 

Ebulição de 

sódio em 

convecção 

forçada. 

Escoamento 

Anular com 

Bolhas  

Película de líquido 

com bolhas de gás 

e núcleo gás. 

Evaporadores 

com ebulição 

nucleada em 

parede. 

Escoamento 

Anular 

Goticulado  

Película de líquido 

e núcleo gás com 

gotas de líquido. 

Gerador de 

vapor. 

Escoamento 

Anular 

Goticulado 

com Bolhas 

 

Película de líquido 

com bolhas de gás 

coberto por gotas 

de gás. 

Ebulição em 

canal de reator 

nuclear. 

Escoamento 

Disperso 

 

Escoamento 

com Bolhas 
 

Bolhas de gás no 

líquido. 

Reator químico. 

Escoamento 

Goticulado 
 

Gotas de líquido no 

gás. 

Resfriamento por 

borrifada. 

Escoamento 

com Partículas 
 

Partículas sólidas 

em gás ou líquido. 

Transporte de 

pó. 
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2.3 Modelagem para Escoamentos Bifásicos 

 

Como a modelagem para escoamento bifásico compreende setores distintos do 

conhecimento, o desenvolvimento de algoritmos para cada um deles requer abordagens 

específicas. Porém, ao considerar a complexidade da descrição do comportamento de 

uma partícula de fluido à medida que ela flui através de uma região no espaço, não só é 

difícil segui-la, como também sua forma não pode ser determinada, pois ela (com suas 

propriedades) pode variar continuamente. Portanto, é mais vantajoso descrever o que 

acontece num ponto fixo ou numa região fixa do espaço. Este método é chamado de 

método Euleriano, e permite observar fenômenos em pontos de interesse, em vez de 

tentar seguir uma partícula através de uma região do espaço. 

A modelagem Euleriana do escoamento bifásico em dutos pode ser encontrada 

na literatura com diversas formulações. Usando a classificação sugerida por FABRE e 

PERESSON (1989), existem três modelos disponíveis: 

Modelo de Equilíbrio Homogêneo / Homogeneous Equilibrium Model (HEM) 

Modelo Drift–Flux / Drift–Flux Model (DFM) 

Modelo de Dois Fluidos / Two–Fluid Model (TFM) 

Esses modelos serão descritos a seguir, nas seções 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3, 

respectivamente. 

Os modelos de escoamento para dois fluidos são usualmente desenvolvidos a 

partir de diferentes metodologias de definições de propriedades médias de elementos do 

escoamento. Essas médias podem se dar no tempo, no espaço assim como através do 

uso de médias amostrais. 

Diferentes referências demonstram isso, tais como ISHII (1975), 

YADIGAROGLOU e LAHEY (1976), DREW (1983), LAHEY JR. e DREW (1988), 

DREW e PASSMAN (1999) e FABRE et al. (1989). 
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Para escoamentos isotérmicos em um duto com diâmetro interno constante, 

pode-se usar a média temporal empregada em BONIZZI et al. (2009) e CHAN e 

BANERJEE (1981), ou a média amostral aplicada a um conjunto de dados tal como 

realizada por YEOH e TU (2010), PAREDES et al. (2007) e PARK et al. (1998), para 

se obter o mesmo conjunto unidimensional de equações de conservação. As variações se 

dão nas diferentes equações constitutivas empregadas para o fechamento dos balanços, 

nos vários modelos específicos encontrados na literatura.  

 

2.3.1 Modelo de Equilíbrio Homogêneo (HEM) 

Para escoamento bifásico, o modelo de Equilíbrio Homogêneo é aquele que 

possui a formulação mais simples. Sua principal característica é supor que a velocidade, 

a pressão e a temperatura das duas fases e da interface são iguais. Esta hipótese se 

baseia na suposição de que as diferenças dessas variáveis entre as fases promovem a 

troca de massa, quantidade de movimento e energia rápidos o suficiente para que o 

equilíbrio termodinâmico seja atingido.  

Uma das aplicações deste modelo é o caso em que o atrito entre as fases é um 

fator importante do escoamento. Nestes escoamentos, as fases estão acopladas e, 

portanto, suas velocidades estão muito próximas, podendo ser consideradas iguais. 

Podem-se citar como exemplo os casos em que uma fase encontra-se finamente dispersa 

em outra, como no escoamento de bolhas de ar (ou vapor) em água. 

A formulação obedece a uma modelagem monofásica para as equações de 

balanço de massa, quantidade de movimento e energia, considerando ambas as fases 

como uma mistura. Neste caso, as propriedades físicas serão muito próximas as da fase 

predominante, pois considera uma pequena contribuição da outra fase. Além disso, o 

modelo de Equilíbrio Homogêneo utiliza, quando necessário, um termo fonte 
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correspondente. As propriedades desta mistura são determinadas através de equações de 

estado específicas (PENG-ROBINSON, 1976; e SOAVE, 1972). O termo fonte pode 

ser adotado de acordo com CORRADINI (1997). Há ainda o modelo de Equilíbrio 

Homogêneo modificado, onde sua formulação é desenvolvida de tal forma como no 

modelo Drift-Flux (Seção 2.3.2). Isso significa que é necessária apenas uma equação de 

quantidade de movimento, mas deve-se incluir um termo para expressar a diferença 

entre as velocidades.  

Por se tratar de um modelo simples, há algumas imprecisões intrínsecas no 

modelo de Equilíbrio Homogêneo, como, por exemplo, na estimativa de propriedades 

de transporte como a viscosidade e a condutividade térmica. Algumas simplificações 

podem ser utilizadas, como usar os dados de viscosidade e condutividade térmica da 

fase predominante.  

Dentre as várias aplicações de engenharia, o modelo de Equilíbrio Homogêneo 

pode ser classificado de várias formas. Uma delas é o modelo para escoamento 

isotérmico, cuja característica principal é cada fase ter sua equação da continuidade, e 

uma equação de quantidade de movimento para a mistura. Para essa discussão, o 

trabalho recente de GARG et al. (2009), bem com os trabalhos de MORI et al. (1976) e 

SHARMA et al. (1985) podem ser citados. Foram encontradas algumas críticas a este 

modelo em MANNINEN e TAIVASSALO (1996). Conforme dito, este é um modelo 

limitado e, para ser usado, deve-se verificar sua validade para o caso a ser estudado. É 

determinante validar o equilíbrio termodinâmico com informações de prática ou de 

teorias bem conceituadas. 
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2.3.2 Modelo Drift–Flux (DFM) 

Como no modelo de Equilíbrio Homogêneo, o modelo Drift-Flux utiliza a 

mesma pressão e temperatura para as duas fases e para a interface, mas as velocidades 

são distintas para cada fase. O principal fator responsável pela diferença de velocidade 

entre as fases se deve às forças de corpo, com a força da gravidade e a força centrífuga. 

O equilíbrio termodinâmico continua sendo estabelecido através de processos 

suficientemente rápidos, como já explicados. A relaxação da hipótese de velocidades 

iguais entre as fases, utilizada no modelo de Equilíbrio Homogêneo, se torna mais 

importante quando a diferença entre as massas específicas de cada fase é muito grande 

na presença de campos gravitacionais e gradientes de pressão não desprezíveis. Dada 

uma diferença de massa específica, efeitos de empuxo tendem a introduzir uma 

diferença de velocidade da fase dispersa em relação à fase contínua. 

Nesta formulação, é necessária apenas uma equação de quantidade de 

movimento, que deve conter um termo para representar a diferença de velocidade das 

fases. Várias nomenclaturas são utilizadas na literatura, tais como Drift Flux Model, de 

MASELLA et al. (1998), e Local Equilibrium Model, de JOHANSEN et al. (1990). A 

nomenclatura mais empregada nos trabalhos desenvolvidos nos últimos anos é Drift 

Flux Model e, por essa razão, também foi escolhida neste trabalho. Como ainda não há 

em português um termo padrão para o modelo, usa-se na forma original. Este modelo 

também tem suas limitações, e é sempre importante verificar sua validade para o caso a 

ser estudado. É necessário também validar a hipótese de equilíbrio termodinâmico com 

informações de aplicações práticas, experimentos ou teorias bem conceituadas. A 

formulação do modelo Drift Flux foi explorada em muitos trabalhos como os de 

PAUCHON et al. (1993), MASELLA et al. (1998) e FAILLE e HEINTZE (1999).  
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Dentro do modelo Drift Flux as velocidades de cada fase são determinadas 

através das equações constitutivas correspondentes ao caso a ser estudado. Neste 

modelo as fases devem estar acopladas de forma que a mistura formada pelo 

escoamento contenha partículas de líquido e não partículas de gás (caso mais bem 

resolvido através do modelo de Equilíbrio Homogêneo). 

Para um caso específico de escoamento isotérmico, os modelos de Equilíbrio 

Homogêneo e Drift Flux possuem formulações com pequenas diferenças entre si. Como 

no modelo Drift Flux as velocidades para cada fase são diferentes, têm-se duas 

equações de balanço de massa. Comparado com o modelo de Equilíbrio Homogêneo, o 

modelo Drift Flux é mais complexo, ou seja, as velocidades relativas das fases são 

calculadas através de uma formulação de balanço de forças para a fase dispersa, ou 

através de uma correlação algébrica. 

 

2.3.3 Modelo de Dois Fluidos (TFM) 

Esta é a forma mais complexa de formular um problema de escoamento bifásico, 

uma vez que as fases são identificadas e tratadas de forma totalmente independente. 

Cada fase tem sua equação de balanço de massa, quantidade de movimento e energia. 

Assim, as variáveis de velocidade, pressão e temperatura são distintas (pressão e 

temperatura não eram distintas nos modelos anteriores).  Como no modelo Drift Flux, as 

velocidades são determinadas através da relação entre as massas específicas de cada 

fase. 

O tempo relativo de transferência de calor entre as fases na interface, necessário 

para atingir o equilíbrio termodinâmico, é o que determina as temperaturas de cada fase. 

O conhecimento desse tempo relativo é importante para que se perceba as variações de 

vazão devidas a mudanças de área de seção transversal (diâmetro), tanto em regime 
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permanente como transiente. CORRADINI (1997) calculou esse tempo considerando as 

condições de vazão prescritas, necessárias para se determinar um número de Fourier 

característico para o sistema. Para o modelo bifásico, quando uma equação de energia 

para cada fase é utilizada, pode-se determinar a temperatura relativa entre as fases onde 

o caso de desequilíbrio termodinâmico for detectado. 

Para o estado de desequilíbrio termodinâmico, a formulação do modelo para 

pressão foi considerada mais complexo por ISHII e HIBIKI (2006). Na maioria das 

aplicações de engenharia, a variação de pressão em uma interface é diretamente 

proporcional à tensão superficial e inversamente proporcional ao raio de curvatura da 

interface. Este fator é, em geral, pequeno, exceto em escoamentos de gotas em gás ou 

bolhas em líquido. A diferença de pressão entre as fases pode também ocorrer por 

motivos relacionados a efeitos dinâmicos, onde a pressão relativa em uma fase é alta, 

por exemplo. É possível também se detectar uma diferença de pressão relativa entre as 

fases quando há um grande fluxo de massa na interface devido à mudança de fase 

(evaporação ou condensação). Esses são os principais métodos para determinar as 

diferenças de pressão nas fases. 

Na maioria das aplicações do modelo de Dois Fluidos, o desequilíbrio 

termodinâmico só é considerado quando ocorrem em uma escala de tempo semelhante 

às escalas de tempo associadas às taxas de mudança de fase e às oscilações de pressão. 

Para casos onde a velocidade do escoamento excede ou iguala a velocidade do som, o 

desequilíbrio é importante para determinar a diferença de pressão entre as fases. 

As formulações dos modelos bifásicos são constituídas no mínimo por equações 

de balanço de massa e quantidade de movimento para cada uma das fases 

separadamente, e também relações constitutivas e coeficientes de transporte interfacial 

definido para cada caso. Essa formulação considera as interações entre as fases ao 
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utilizar um campo de velocidade e uma equação de quantidade de movimento 

independente para cada fase. A desvantagem desse modelo é necessitar de dados 

experimentais confiáveis em várias situações para formular detalhadamente as 

interações interfaciais, mas é vantajoso por definir rigorosamente o real processo de 

transporte. 

O modelo deverá ser aplicado em casos onde as fases estão pouco acopladas, 

isto é, as ondas de pressão se propagam com velocidades relativamente diferentes entre 

elas. Como as equações de quantidade de movimento das fases quantificam as 

instabilidades e a dinâmica das interfaces, e esses são os principais fatores que 

determinam os padrões de escoamento, conclui-se que, para os casos de fenômenos 

ondulatórios e para definir padrões de escoamento, esse modelo é o mais indicado, pois 

os outros dois (modelo de Equilíbrio Homogêneo e Drift Flux) são considerados mais 

simples. 

 

2.4 Equações genéricas de conservação 

 

São descritas abaixo as equações genéricas de conservação para as fases, além 

da definição da geometria, de algumas conceituações básicas e hipóteses 

simplificadoras. 

 

2.4.1 Geometria do duto e das fases 

Considere um duto de seção transversal circular de diâmetro Di, inclinado de um 

ângulo β (entre a linha do escoamento e a horizontal), conforme mostra a Figura 2.3 

bem como Figura 2.2 a seguir.   
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Figura 2.2 – Seção transversal do escoamento 

 

Figura 2.3 – Perfil lateral de escoamento estratificado 

2.4.2 Frações volumétricas para as Fases 

Considere as definições das frações volumétricas de líquido e de gás como: 

GL

L
L

VV

V


                                                                                                 (2.1) 

GL

G
G

VV

V


                                                                                                (2.2) 

onde 
LV  e GV  são respectivamente os volumes ocupados pela fase gás e líquida. Assim, 

tem-se: 

1 LG                                                                                                       (2.3) 
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Para tornar genérica a referência às fases, define-se o subscrito k , onde k  pode 

assumir os valores L  ou G . Observa-se por oportuno que em algumas referências, 

tipicamente de indústria, está fração leva o nome de holdup. Se a referência for 

genérica, i.e., não amarrar a fase e citar apenas genericamente o termo holdup, a 

referência é sempre para a fase líquida. 

  

2.4.3 Equação de Conservação da Massa 

Numa modelagem unidimensional transiente bifásico tem-se a seguinte equação 

de continuidade: 

    kkkkkk u
xt










                                                                            (2.4) 

onde k  define a fase considerada, k  a fração volumétrica da fase k , 
ku  a velocidade 

da fase k  e k  a taxa de transferência da massa entre as fases por unidade de volume. 

 

2.4.4 Equação de Conservação da Quantidade de Movimento 

Analogamente, tem-se a seguinte equação de momentum que descreve o 

modelo: 

      







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2

guMM

xx
P

x

p
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x
u

t

kkkikkwki
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
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
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
















            (2.5) 

onde kwM  é a contribuição de quantidade de movimento linear referente ao atrito entre 

cada fase e a parede do duto, k  é o tensor tensão, T

k  é o tensor tensão turbulento, kiM  

é a contribuição de quantidade de movimento linear referente ao atrito na interface entre 

as fases, o produto kik u  descreve a troca de quantidade de movimento entre as fases 
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devido à transferência de massa dada pelo termo 
k e a última parcela da Eq. (3.9) 

considera a componente de força devido à gravidade. 

A pressão termodinâmica em cada fase é denotada por 
kp , ao passo que a 

grandeza 
kip  descreve a variação de pressão na fase k , i.e., a diferença entre pressão 

termodinâmica na fase kp  e a pressão na interface entre as fases, 
kip . Observa-se por 

oportuno que, numa modelagem mais rigorosa, onde se considera os efeitos de tensão 

superficial, podem-se ter diferentes pressões interfaciais por fase. 

As tensões 
k  e T

k  referem-se às tensões viscosas e às tensões turbulentas de 

Reynolds na fase k , respectivamente. 

 

2.4.5 Equações de Fechamento 

Considere as equações de fechamento a seguir para o modelo proposto: 

1
k

k                                                                                                         (2.6) 

0
k

k
                                                                                                       (2.7) 

0
k

kikki uM                                                                                          (2.8) 

onde na primeira equação, o somatório das frações volumétricas de cada fase é unitário. 

Nas duas equações seguintes, tem-se a condição de salto na interface de fase para a 

massa e quantidade de movimento, respectivamente. 

Tal modelo é composto por 22 (vinte e duas) variáveis e apenas 7 (sete) 

equações. 
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Considerando que os efeitos de difusão viscosa molecular e turbulenta são 

desprezíveis, e que não há transferência de massa entre as fases, pode-se desprezar as 

grandezas 
k , T

k , 
k . 

O modelo simplificado passa então a apresentar 14 (catorze) variáveis e 6 (seis) 

equações. As 14 (catorze) variáveis são: 
L , 

G , 
L , 

G , 
Lu , 

Gu , 
Lp , 

Gp , 
Lip , 

Gip , 

LwM , 
GwM , 

LiM , 
GiM . 

 

2.5 Demais Trabalhos Relevantes 

 

Dentre os trabalhos realizados recentemente com escoamentos bifásicos, cita-se 

o realizado por FIGUEIREDO (2010) aonde foram realizadas simulações em 

escoamentos bifásicos fazendo uso dos códigos EMAPS e OLGA. De acordo com a 

autora, o simulador OLGA, muito utilizado pela indústria de petróleo, mostrou-se mais 

eficiente, com tempos de CPU bem inferiores em relação ao código EMAPS, porque o 

OLGA utiliza um código paralelizado, enquanto o EMAPS não. 

Ainda sobre escoamentos bifásicos, FIGUEIREDO et al. (2012), fazendo uso do 

código EMAPS, utilizando o método Flux Corrected Transport (FCT), proposto por 

BORIS e BOOK (1975), avaliaram a sua acurácia no espaço e no tempo, pelo método 

de diferenças finitas. O método FCT é utilizado para resolver o modelo de dois fluidos 

com quatro equações, pressão única entre as fases, sob as hipóteses de escoamento 

unidimensional com fase gasosa compressível, que ocorre em tubulações horizontais 

caracterizadas pelo padrão de escoamento estratificado. Neste trabalho os autores 

mostraram que o método é de primeira ordem no tempo e de segunda ordem no espaço, 

tendo consequências importantes na escolha da malha para uma dada acurácia. 
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3. Escoamento Bifásico 

 

Segundo FIGUEIREDO (2010), os modelos de escoamento para dois fluidos são 

usualmente desenvolvidos a partir de diferentes metodologias de definição de 

propriedades médias de acordo com os trabalhos de ISHII (1975), YADIGAROGLOU e 

LAHEY (1976), DREW (1983), LAHEY JR. e DREW (1988), DREW e PASSMAN 

(1999), resultando em formulações completas de equações tridimensionais. Entretanto, 

para diversas aplicações de engenharia, especialmente as que envolvem escoamento em 

dutos, uma abordagem unidimensional é adotada. 

OMGBA-ESSAMA (2004) afirma que para escoamento isotérmico em dutos 

com diâmetro constante, pode-se usar a média temporal ou a média estatística 

Euleriana, pois ambas fornecem o mesmo conjunto de equações de conservação 

unidimensionais. 

Desta maneira, embora uma grande variedade de modelos teóricos empregados 

na análise de escoamentos bifásicos em tubulações possa ser encontrada na literatura, os 

modelos de dois fluidos unidimensionais são mais amplamente utilizados devido à sua 

reconhecida capacidade de descrever diferentes topologias de escoamento 

(FIGUEIREDO, 2010). Nestes tipos de modelos, os fluidos não apenas possuem 

cinemáticas independentes como também podem possuir propriedades termodinâmicas 

independentes, como pressão e temperatura. A descrição do movimento unidimensional 

dos fluidos é feita postulando-se equações de balanço de massa, quantidade de 

movimento linear e conservação de energia para cada uma das fases. 

Nessa modelagem leva-se em consideração a compressibilidade na fase gás, 

sendo esta a mais compressível, embora se tenha a noção que a fase líquida também é 

compressível, especialmente para os condensados em escoamentos bifásicos de fase 
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predominante gás. A compressibilidade da fase gás é, então, determinada através do uso 

de uma equação de estado.  

 

3.1 SPM-4: Definições e Hipóteses Adotadas 

 

Um modelo de dois fluidos, utilizando quatro equações, é apresentado por 

OMGBA-ESSAMA (2004). Esse modelo é aqui denominado Single Pressure Model, ou 

simplesmente modelo SPM-4. Este modelo pressupõe a existência de uma única pressão 

para as fases gás e líquida, e é formado por quatro equações diferenciais, sendo duas 

para a conservação de massa e duas para a conservação de quantidade de movimento, 

uma para cada fase (gás e líquido). 

O termo de correção de pressão para o gás e uma equação de estado para o 

líquido são implicitamente adicionados ao SPM-4 sem, no entanto, alterar a estrutura de 

suas equações.  

Segundo BAPTISTA (2013), a modelagem transiente do modelo SPM-4 

completo trata a simulação em regime permanente como um transiente normal de 

acomodação das condições de contorno às condições iniciais, onde nenhuma alteração é 

introduzida a menos de permitir que o próprio passo de tempo avance. Assim, a solução 

vai se acomodando, na maioria dos casos, uma vez que eventuais desbalanceamentos 

mássicos no interior dos contornos do problema vão sendo compensados. 

Tomam como hipóteses básicas um escoamento isotérmico, a ausência de 

transferência de massa entre as fases e a igualdade das pressões em ambos os lados da 

interface líquido-gás. Assim, as equações do modelo SPM-4, podem ser escritas como:  

    0,G G G G Gu
t x
   

 
 

 
 (3.1) 

    0,L L L L Lu
t x
   

 
 

 
 (3.2)  
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   2 G
G G G G G G G fG I GWu u p p B T T

t x x


    

 
     

  
, (3.3)  

     2 L
L L L L L L L c fL I LWu u p p p B T T

t x x


    

 
      

  
, (3.4)  

onde p  representa a pressão na seção do duto, 
cp  é um termo de correção na pressão, 

fGB  e fLB são as forças de corpo para as fases, 
IT  é a tensão interfacial e 

GWT  e 
LWT  são 

as tensões entre cada fase e a parede. As equações acima são submetidas à condição: 

1,L G  
 

(3.5) 

para (0, )x L  e (0, )t  , sendo L o comprimento da tubulação. Nas equações acima, 

ku , 
k  e 

k , com { , }k L G (sendo L  e G  os índices atribuídos à fase líquida e 

gasosa, respectivamente), denotam a velocidade, a fração volumétrica e a massa 

específica dos constituintes que integram ambas as fases. A inclinação do duto com a 

horizontal é representada pelo ângulo   e a área de seção reta do duto por A . O 

perímetro molhado e a tensão de cisalhamento na parede do duto para a fase k são 

representadas por 
kS  e 

wk  respectivamente, enquanto que 
iS  e 

i  se referem a estas 

mesmas propriedades quando avaliadas na interface líquido-gás e 
cp  o termo de 

correção de pressão.  

Admitindo-se que a interface gás-líquido é plana, pode-se escrever os perímetros 

molhados Sk , com { , }k L G , e Si podem ser expressos em termos da altura de líquido 

hL e da fração volumétrica de líquido 
L , com base nas expressões abaixo: 

 1cosLS D X      (3.6)  

G LS D S   (3.7)  

 21iS D X   (3.8)  

com 
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   1 21
cos 1  , sendo 2 1 , com 1 1.L

L

h
X X X X X

D
 



         
  

 (3.9)  

As equações de estado para o líquido e o gás pode ser especificadas de forma 

geral como:  

ˆ ˆ( )        ;       ( ),L L G Gp p p p    (3.10)  

com 

ˆ
0,  com { , },k

k

dp
k L G

d
   (3.11)  

para a fase k. O sistema de equações se torna completo adicionando-se equações 

constitutivas para os termos de correção de pressão de ambas as fases em conjunto com 

equações para as forças de corpo fGB  e fLB  e para a tensão interfacial 
IT  e para as 

tensões entre cada fase e a parede 
GWT  e 

LWT , bem como equações constitutivas para as 

tensões de cisalhamento, as quais pressupõem escoamento totalmente desenvolvido. 

Essas equações são dadas por: 

sin( ),   com  { , },fk k kB g k L G      (3.12) 

1
,   sendo   com  { , },

2

k k
kw k k k k k

S
T f u u k L G

A


      (3.13) 

 
1

,  com  .
2

i i
i i i G G L G L

S
T f u u u u

A


      (3.14) 

onde 
kf  e 

if  representam os fatores de fricção para as fases e para a interface liquido-

gás. Dessa forma, as variáveis dependentes do modelo são: a pressão p , a fração 

volumétrica de gás 
G  ou a fração volumétrica de líquido 

L e as velocidades dos 

fluidos 
Lu  e 

Gu , todas sendo funções do par de variáveis independentes ( , )x t . 

Conforme descrito em OMGBA-ESSAMA (2004), a utilização de termos de 

correção de pressão específicos para 
cp  é capaz de descrever escoamentos 
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estratificados e escoamentos com bolhas, que são os principais padrões observados em 

escoamentos bifásicos em gasodutos. Para o SPM-4, os termos de correção de pressão 

são dados por: 

cos( ) L
c L L

L

dh
p g

d
  


 ,  (3.15) 

 

2

2

21
,  com 1,

4 1

L L

L

dh hD X
X

d DX






  


 (3.16) 

O termo de correção 
cp  se faz necessário devido à influência da coluna de 

líquido no cálculo da pressão, na fase referida. 

Finalmente, é importante ressaltar que para esse termo de correção de pressão, a 

hiperbolicidade do sistema de equações formado por Eq. (3.1-3.4) pode ser assegurado, 

pelo menos para uma faixa usual de velocidades do líquido e do gás.  

3.1.1 Limitações 

Segundo BAPTISTA (2013), a formulação SPM-4 apresenta algumas 

limitações, quais sejam: (i) a impossibilidade da configuração de um perfil altimétrico; 

(ii) abordagem isotérmica; (iii) ausência de um modelo de acompanhamento de golfadas 

de líquido mais abrangente, que permita calcular os efeitos destes na pressão do 

escoamento, especialmente frente a golfadas de terreno; (iv) a ausência do termo de 

transferência de massa entre fases, o que não permite o aparecimento de líquido no 

duto, a qual é comumente observada em casos reais; (v) o fato de considerar a fase 

líquida incompressível, o que pode introduzir problemas de natureza numérica no caso 

de escoamentos com condensados caracterizados por transientes rápidos e/ou com a 

formação de golfadas. 
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4. Método Numérico 

 

Visando-se apresentar a estratégia proposta para se obter uma aproximação 

numérica para o problema de valor inicial e de contorno definido anteriormente, é 

conveniente reescrever o sistema de equações apresentado no capítulo anterior (Eqs. 3.1 

a 3.4) na forma canônica de lei de conservação, deixando em evidência os termos 

conservativos e não conservativos. Denomina-se Q  o vetor das quantidades 

conservadas, ( )F F Q  o vetor de fluxo, W  o vetor das variáveis primitivas, 

( )H H W  o vetor do termo não conservativo e ( )S S W  o vetor representativo do 

termo de fonte e/ou sorvedouro, definidos como:  

2

2

 ;  ;

G G G G G

L L L L L

G G G G G G G

L L L L L L L

u

u

u u p

u u p

   

   

    

    

   
   
    
   
   

   

Q F    (4.1a,b)  

; 

000

000

0000

0000

   ; 















































L

C

L

L

G

L

pp

p

u

u

p






HW   (4.2a,b)  

0

0
.

fG i Gw

fL i Lw

B T T

B T T

 
 
 
  
 

   

S    (4.3)  

 

onde: 

cos( ) L
c L L

L

dh
p g

d
  


 ,  (4.4) 
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 

2

2

21
,  com 1,

4 1

L L

L

dh hD X
X

d DX






  


 (4.5) 

sin( ),   com  { , },fk k kB g k L G      (4.6) 

1
,   sendo   com  { , },

2

k k
kw k k k k k

S
T f u u k L G

A


      (4.7) 

 
1

,  com  .
2

i i
i i i G G L G L

S
T f u u u u

A


      (4.8) 

Com as definições acima, o sistema de equações do modelo SPM-4 (Eqs. 3.1 a 

3.4) pode ser escrito na forma compacta como:  

 .
t x x

  
  

  

Q F W
H S   (4.9)  

Antes de apresentar a estratégia numérica é conveniente notar que se o vetor Q

for conhecido, então o vetor das variáveis primitivas W  também será e vice-versa. 

Dado W  a determinação de Q  é direta. Em vista da condição expressa pela inequação 

(3.11), a existência da inversa das funções definidas na Eq. (3.10) é assegurada, isto é,

1ˆ ( )k kp p  , para { , }k L G , o que permite computar as massas específicas de líquido 

e gás baseadas na pressão. De posse das massas específicas, da fração volumétrica de 

gás e das velocidades do líquido e do gás as componentes de Q  são facilmente 

calculadas. A transformação reversa de Q  para W  requer a solução da seguinte 

equação em termos de p , a partir do conhecimento de Q1 e Q2: 

1 1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ).L L G G G L L Gp p p p p p p p         (4.10)  

De posse da pressão p , as outras componentes de W  são facilmente 

determinadas.  

Embora diferentes abordagens possam ser utilizadas para o tipo de malha a ser 

empregada na construção da solução numérica (fixa, escalonada ou móvel), optou-se 

pela malha fixa devido a sua simplicidade. Para isso, o comprimento da tubulação L  é 
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discretizado em N células computacionais de tamanho regular x L N  1/2 1/2j jx x   , 

com 1/2 ( 1)jx j x     e 1/2jx j x   , para 1,...,j N , de tal forma que o centro de cada 

célula está localizado na posição ( 1 2)jx j x   .  

Se n

jQ  representa uma aproximação de ( , )n

jx x t t Q  na posição 
jx  e no 

instante de tempo nt  uma possível aproximação numérica explícita da solução do 

problema de valor inicial e de contorno caracterizado pela Eq. (4.9) pode ser expressa, 

usando diferenças finitas, para calcular o valor de 1n

j


Q  no instante de tempo 

1n n nt t t   como:  

1

1/2 1/2

nn
n n n n n n n

j j j j j

j

t
t t

x x



 

  
         

W
Q Q F F H S , (4.11)  

na qual nt representa o intervalo de avanço no tempo do instante corrente nt  para 1nt 

, 

)S(WS
n

j

n

j   e 
1/2

n

jF  e 
1/2

n

jF  são aproximações do cálculo do termo de fluxo no instante 

nt  nas posições espaciais 1/2jx   e 1/2jx  , respectivamente.  

 

4.1 Discretização do Termo de Fluxo Conservativo 

 

Diferentes aproximações numéricas podem ser utilizadas no termo de fluxo F , 

conforme observado na literatura. Visando-se permitir a representação de diferentes 

aproximações, o termo de fluxo é em geral expresso como funções genéricas dos 

estados à esquerda e à direita das células adjacentes tal como:  

1/2 1/2 1 1/2 1/2 1
ˆ ˆ( , )   ;   ( , )n n n n n n

j j j j j j j j      F F Q Q F F Q Q .  (4.12)  

A escolha das funções 
1/2

ˆ
jF  e 1/2

ˆ
jF  determina os diferentes esquemas numéricos 

disponíveis na literatura.  
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4.2 Métodos numéricos conservativos 

 

Para métodos de aproximação numérica conservativos, dois conjuntos de 

esquemas numéricos completamente explícitos podem ser escolhidos. O primeiro 

conjunto engloba os métodos centrados, os quais não requerem a solução dos problemas 

de Riemann associados. Nesta categoria, vários métodos podem ser citados, tais como 

os métodos propostos por Friedrichs e Ritchmyer, ambos detalhados em TORO (1997), 

e o método FCT (Flux Corrected Transport), descrito em BORIS e BOOK (1973, 1976) 

e BOOK et al.. (1975), assim como outros esquemas TVD (Total Variation 

Diminishing), que são centrados de primeira ordem (HIRSCH, 1990; FLETCHER, 

1988). O segundo conjunto é referido como métodos upwind, os quais são menos 

dissipativos e mais acurados do que aqueles pertencentes ao primeiro conjunto. As 

desvantagens dos métodos upwind estão na complexidade e no alto custo computacional 

vinculado à solução dos problemas de Riemann associados. Nesta classe, incluem-se os 

métodos TVD de segunda ordem upwind, tais como WAF (Weighted Average Flux) 

(TORO, 1997) e MUSCL (Monotonic Upstream-Centred Scheme for Conservation 

Laws) (VAN LEER, 1979). A seguir, alguns desses métodos serão apresentados. 

 

4.2.1 Lax-Friedrichs 

 O método de Lax-Friedrichs é um esquema central de primeira ordem baseado 

na obra de HIRSCH (1990) e TORO (1997). O termo de fluxo é dado pela equação 

4.13: 

     







 

n

j

n

j

n

j

n

j

LF

j QQQFQFF 112/1

1

2

1ˆ


                                             (4.13) 
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4.2.2 Ritchmyer 

 O método Ritchmyer (também conhecido como Lax Wendroff de Duas Etapas), 

é caracterizado por um esquema de segunda ordem tanto no tempo quanto no espaço 

descrito por HIRSCH (1990). 

Os vetores de estado e do termo de fluxo são dados pelas Eqs. 4.14 a 4.16: 

 n

j

n

j

n

J QQQ /   121
2

1
                                                                                  (4.14) 

      n

j

nn

j

n

Jj

t
F 21112121

22
/// QSQQFQQ  





                                  (4.15) 

  n

j

RI

j 2121
2

1
// QFF̂                                                                                       (4.16) 

 

4.2.3 FORCE 

 FORCE (First-Order-Centred Scheme) é um método de esquema central de 

primeira ordem, e como o nome sugere, um método de primeira ordem no espaço e no 

tempo baseado em TORO (1997). O termo de fluxo é dado pela equação 4.17: 

 RI

J

LF

j

FORCE

j 212121
2

1
/// F̂F̂F̂                                                                             (4.17) 

 

4.2.4 TVD Lax-Friedrichs 

 O método é descrito em YEE (1989), o qual propõe uma abordagem TVD 

(“Total Variation Diminishing” – uma variação dentro dos métodos das diferenças 

finitas) empregada em conjunto com o trabalho de VAN LEER (1979) para limitar a 

excessiva difusão numérica do método. 

 O esquema numérico resultante é um pouco mais dissipativo que aquele 

encontrado na abordagem upwind de primeira ordem. Variações são também 
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encontradas na literatura, tais como os trabalhos de BARMIN et al.. (1996), que traz 

uma abordagem simplificada, bem como o de TOTH e ODSTREIL (1996), abaixo 

descrito: 

     LR

j

R

j

L

j

TDVLF

j 21212121
2

1

2

1
 





QFQFF̂                                           (4.18) 

 

 São definidos “vetores de estado” para os lados esquerdo e direito, representados 

respectivamente por L
Q  e R

Q , os quais são formados a partir de um estado 

intermediário 21n
Q  e das diferenças limitadas n

Q  definidas como: 

n

j

n

j

R

j

n

j

n

j

L

j 1

21

121

21

21
2

1

2

1








  QQQ,QQQ                           (4.19) 

O estado intermediário, também conhecido como preditor de valor de passo, é 

dado pela seguinte equação: 


























 n

j

n

j

n

j

n

j

n

j

n

j QQFQQFQQ
2

1

2

1

2

21 
                                 (4.20) 

 O limitador de dissipação LR , presente na equação (4.18) é função de algumas 

médias simétricas LR
Q  de L

Q  e R
Q . 

 LR

j

LR

x

t
QQmax

/ 



  21                                                                          (4.21) 

A diferença LRLR
QQQ  . Muitas outras expressões de funções limitadoras 

são encontradas em YEE (1989).  

 

4.3 Flux Corrected Transport (FCT) 

 

FCT (Flux Corrected Transport) é um esquema central de primeira ordem no 

tempo e segunda ordem no espaço, baseado na solução dos termos conservativos, 

desenvolvido originalmente por BORIS e BOOK (1976) e BOOK et al. (1975), e 
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posteriormente por LEZEAU e THOMPSON (1998). É um esquema conservativo, para 

resolução de equações hiperbólicas, como as que aparecem em problemas de dinâmica 

dos gases, problemas aerodinâmicos e que envolvem magnetismo, por exemplo. 

Também é muito utilizado em problemas com presença de ondas de choque ou 

presenças de descontinuidades. 

Considerando-se que o método FCT é de simples implementação e foi 

empregado com relativo sucesso na modelagem de escoamentos bifásicos, conforme 

relatado em OMGBA-ESSAMA (2004), FIGUEIREDO (2010) e BAPTISTA (2013), 

obtendo inclusive resultados melhores que outros métodos em alguns casos, optou-se 

por empregá-lo no âmbito deste trabalho. A escolha foi reforçada após analisar o estudo 

de caso apresentado em FLETCHER (1988), comparando os métodos FCT, Ritchmeyer 

e MacCormack para um escoamento em um gasoduto monofásico com a presença de 

uma onda de choque (Anexo I). 

Tomando como base HIRSCH (1990), FLETCHER (1988) e OMGBA-

ESSAMA (2004), apresenta-se, a seguir, um roteiro de 6 (seis) passos da 

operacionalização do FCT, com vistas a sua implementação:  

1) Obtenção de uma aproximação inicial 
*

jQ  de 1n

j


Q : 

A aproximação inicial 
*

jQ  é obtida via versão Ritchmyer do esquema a dois 

passos do método de Lax-Wendroff, escrita como: 

 * RI RI

1/2 1/2
ˆ ˆ ,

n
n

j j j j

t

x
 


  


Q Q F F  (4.22)  

na qual o esquema de cálculo do fluxo é atribuído a Ritchmyer sendo definido 

como: 

RI *

1/2 1/2
ˆ ( ).j j F F Q   (4.23)  

sendo que o vetor solução intermediário *

1/2jQ  é dado por: 
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 *

1/2 1 1

1 1
( ) ( ) .

2 2

n
n n n n

j j j j j

t

x
  


     

Q Q Q F Q F Q   (4.24)  

2) Geração dos fluxos difusivos: 

 d

1/2 1/2 1 .n n

j j j j   F Q Q  (4.25)  

3) Geração dos fluxos anti-difusivos: 

 ad * *

1/2 1/2 1 .j j j j   F Q Q   (4.26)  

4) Difusão da solução:  

 d * d d

1/2 1/2 .j j j j   Q Q F F  (4.27)  

5) Cálculo da primeira diferença de d

jQ : 

d d d

1/2 1  .j j j   Q Q Q  (4.28)  

6) Limitação dos fluxos anti-difusivos:  

cad d ad d

1/2 1/2 1/2 3/2max 0, min , , ,j j j jS S S   
    

  
F Q F Q  (4.29)  

na qual, 

ad

1/2sgn  .jS  F   (4.30)  

7) Geração do fluxo entre as células 
2

n

jF  definido na Eq. (4.11): 

 FCT RI cad ad

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
ˆ ˆ  .n

j j j j jn

x

t
    


   


F F F F F  (4.31)  

Conforme proposto por LEZEAU e THOMPSON (1998) e XIAO (2004), nos 

passos 3 e 4 do algoritmo descrito anteriormente, os coeficiente difusivos 1/2j  e anti-

difusivos 1/2j   são iguais e tratados como constantes que assumem o valor de 0.125.  
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4.4 Estabilidade dos Métodos Explícitos Conservativos 

 

Para esquemas explícitos, o avanço no tempo nt  é escolhido com base na 

condição CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) (HIRSCH, 1990; TORO, 1997), a qual é 

expressa por:  

max

CFL ,n

n

x
t




    (4.32)  

na qual o parâmetro CFL é um número positivo, geralmente menor do que 1 ou 0.5 

(dependendo da natureza específica do esquema numérico empregado na discretização 

do termo conservativo definido na Eq. (4.12)), de forma a assegurar estabilidade do 

esquema. De uma forma geral, quanto mais próximo do seu limite superior o parâmetro 

CFL se encontrar, mais eficiente o esquema numérico será. Na Eq. (4.27), o parâmetro 

max

n  representa a maior velocidade de frente de onda em valor absoluto relacionado o 

problema de autovalor associado à Eq. (4.9) em todo o domínio no instante de tempo nt

. Para um sistema de quatro equações com o definido pela Eq. (4.9) num domínio 

espacial com N células, max

n  é dado por:  

max max max ,   para 1,...,  e 1,...,4.n k

j
j k

j N k    
 

 (4.33)  

 Os trabalhos de TOUMI (1996), MASELLA et al. (1998) e BAPTISTA (2007) 

demonstram que para a maioria dos escoamentos encontrados em dutos de óleo e gás, a 

velocidade relativa , que caracteriza a velocidade de escorregamento entre as fases, é em 

geral da ordem de 1 m/s, enquanto a velocidade do som no gás é da ordem de 300 a 400 

m/s dependendo da composição do gás. Desta forma podem-se assumir valores 

estimados para max

n  uma vez que não fugirão muito a esse intervalo. Para o nosso 

trabalho consideramos max

n  constante e igual a 400 m/s. Dessa maneira, o valor de nt  

utilizado também foi constante. 
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4.5 Discretização do Termo de Fluxo Não Conservativo 

 

O termo não conservativo 

n

jx

 
 

 

W
H na Eq. (4.11), deve ser especial abordado 

por um método. Para tal, o Esquema Minmod (COQUEL et al., 1997) é sugerido. Sua 

versão de primeira ordem é expressa por: 

 n

j

n

j

n

j

n

j

n

j

n

j xx
11 ,Minmod  















WWWW

HW
H  (4.34) 

onde a função Minmod é definida por: 

        yxysignxsignyx ,min
2

1
,Minmod   (4.35) 

Essa versão de primeira ordem, contudo, mostrou-se por demais difusiva. Assim 

é necessária a utilização de uma discretização de segunda ordem, proposta por 

HARTEN (1983), e utilizado por OMGBA-ESSAMA (2003), qual seja:  

( , , )

n n

j

j

m
x x

 
 

  

HW
H x y z ,  (4.36)  

na qual ( )n n

j jH H W , sendo a função ( , , )m x y z  definida como  

min[ , , ],   if sgn ( ) sgn ( ) sgn ( )
( , , )

0,                              caso contrário

s s
m

    
 


x y z x y z
x y z ,  (4.37)  

com 

12( )n n

j j x W W , 1 1

1
( )

2

n n

j j  y W W ,
12( )n n

j j z W W . (4.38)  

Em contrapartida, o termo S (equação 4.11) é calculado tal qual a equação (4.3). 
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4.6 Condições de Contorno 

 

Para a resolução do problema, é necessário 4 (quatro) condições de contorno, 

dadas pelo vetor das variáveis primitivas W  (Eq. 4.2a). Segundo OMGBA-ESSAMA 

(2004), ao calcular os autovalores desse problema nos contornos do duto, i.e. na entrada 

e saída do duto, encontraremos 3 valores positivos e 1 negativo. Dessa maneira, propõe-

se considerar três condições de contorno (uG, uL e αL), por conta dos 3 autovalores 

positivos, na entrada do duto e uma condição (p), por conta do autovalor negativo, na 

saída do duto. As variáveis foram assim posicionados conforme outros trabalhos como 

OMGBA-ESSAMA (2004),  BAPTISTA (2013), MASELLA et al. (1998), entre outros. 

Essas condições de contorno são impostas próximas às fronteiras fixas ( 0x   e 

x L ), com auxílio de células fictícias, ou fantasmas, criadas fora do domínio 

computacional. Na entrada da tubulação, uma célula fantasma 0j   é artificialmente 

criada à esquerda de 0x  . A quantidade conservada 
0

n

jQ , a qual aparece no termo de 

fluxo 1/2

nF  na Eq. (4.11) para computar o valor de 1

1

n

j



Q , é aproximada com base nas 

condições de contorno em 0x   dado pelas equações do modelo com os seguintes 

valores do vetor das variáveis primitivas 
0

n

jW : 

T
1 1 1

0 1 0 0 0
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .n n n n n

j j L G Lp t u t u t   

 
   W  (4.39)  

Analogamente, na saída da tubulação, uma célula fantasma 1j N   é 

artificialmente criada à direita de x L . A quantidade conservada 
1

n

j N Q , a qual 

aparece no termo de fluxo 1/2

n

NF  na Eq. (4.11) para computar o valor de 1n

j N



Q , é 

aproximada com base nas condições de contorno em x L  dado pela Eqs. De 3.1 a 3.4 

com os seguintes valores do vetor das variáveis primitivas 
1

n

j N W : 

T
1

1
ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) .n n n n n

j N L L j N G j N L j Np t u u

    
   W   (4.40)  



 

 40 

Contudo, verifica-se que algumas considerações precisam ser feitas, visto que 

alguns termos de fluxo do método FCT próximos dos contornos para serem calculados 

necessitariam de informações de fluxos para além da fronteira, o que não acontece. 

Dessa maneira, alguns passos foram reescritos para o contorno como seguem: 

1) Obtenção de uma aproximação inicial 
*

jQ  de 1n

j


Q : 

A aproximação inicial 
*

jQ , obtida via versão Ritchmyer (Eq. 4.22), é reescrita 

como: 

n

NN

n
QQ

~
,QQ

~
 *

0

*

0
 (4.41a, b)  

4) Difusão da solução: 

A difusão da solução (Eq 4.27) é reescrita como segue: 

n

NNN

n
QQ

~
Q,QQ

~
Q  *d

0

*

0

d

0  (4.42a, b)  

6) Limitação dos fluxos anti-difusivos: 

A limitação dos fluxos anti-difusivos (Eq. 4.29) é reescrita como segue: 

  d

2/3

ad

2/1

cad

2/1    ,min   ,0max QFF  SS  (4.43)  

  ad

2/1

d

2/3

cad

2/1    ,min   ,0max   NNN SS FQF  (4.44)  

As demais equações são resolvidas normalmente. 
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5. Resultados e Discussões 

 

Um código matemático contendo o modelo SPM-4 e os métodos numéricos 

apresentados (FCT e Esquema Minmod) para o cálculo de um escoamento bifásico foi 

programado em linguagem FORTRAN, tendo como base o código FCT apresentado por 

FLETCHER (1988), descrito e testado no Apêndice I deste trabalho. O código original 

disponibilizado por FLETCHER (1988) foi adaptado, visto que o mesmo se aplicava a 

escoamento monofásico e resolvia um problema de valor inicial de três equações 

diferenciais. Em nosso caso, entretanto, temos um escoamento bifásico e desejamos 

resolver um problema de valor de contorno envolvendo quatro equações diferenciais – 

Eqs. (3.1) a (3.4). O programa FORTRAN desenvolvido neste trabalho é aqui 

denominado código FCT. 

Devido a falta de dados reais de escoamento em gasodutos bifásicos 

significativos presentes na literatura, os resultados foram comparados com os resultados 

de um simulador numérico de escoamento bifásico em dutos comercial, chamado aqui 

de Código OLGA, e um outro código computacional desenvolvido pelo grupo de 

computação e matemática aplicada da Universidade de Cranfield, e apresentado por 

OMGBA-ESSAMA (2003), chamado aqui de Código EMAPS.  

 

5.1 Código EMAPS 

 

O EMAPS (Eulerian Multiphase Adaptive Pipeline Solver) é um código 

computacional desenvolvido pelo grupo de computação e matemática aplicada da 

Universidade de Cranfield, sob o projeto multicliente TMF (Transient Multiphase 
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Flow), do qual a PETROBRAS faz parte. Este código traz as principais modelagens 

para escoamentos bifásicos, bem como diversos métodos numéricos. 

Segundo BAPTISTA (2013), trata-se de um código escrito em FORTRAN 

fazendo uso intensivo de recursos de orientação a objetos tais como herança, 

polimorfismo, tipos abstratos de dados, alocação dinâmica de memória e referências 

avançadas de tipos indexados (matrizes), requerendo dessa forma as versões mais atuais 

dos compiladores FORTRAN. 

Sua versão principal (versão 3.5, 2006) foi inicialmente desenvolvida para o 

ambiente Linux, sendo portada para o ambiente Windows e apresentada por 

FIGUEIREDO (2010) e BAPTISTA (2013).  

Conceitualmente, o código EMAPS se aproxima mais dos solvers de pacotes 

comerciais CFD (Computational Fluid Dinamics), i.e., sua proposta é ser um módulo 

com diversos núcleos de soluções, representados pelos diferentes modelos bem como 

diferentes métodos numéricos, e não uma ferramenta direcionada a um único domínio, 

como é o caso dos simuladores comerciais de escoamento. 

 

5.2 Código OLGA 

 

O Código OLGA (Oil-Liquid-Gas Analyser) é um simulador numérico 

unidimensional de escoamento polifásico em dutos e instalações de produções dedicado 

à indústria de óleo e gás.  Seu histórico se confunde com a história da aplicação de 

royalties de petróleo no desenvolvimento técnico-científico, hoje difundido 

praticamente de forma globalizada.  

 Durante suas mais de três décadas, seu desenvolvimento esteve sob diferentes 

comandos. A referência clássica descrição deste código é o trabalho de BENDIKSEN et 

al. (1991). 
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A descrição conceitual considera, além da fase gás, a fase líquida dividida em 

duas frentes, uma na parede e outra dispersa no interior do duto, que desconsidera os 

efeitos da parede. Essa fase dispersa é chamada de gotículas de liquido (Liquid 

droplets). 

A versão 7 apresenta duas variações importantes em relação às anteriores: (i) 

separa as fases líquidas por miscibilidade, criando novas equações para água 

independentes das equações para óleo, tanto na abordagem de massa, quanto de 

quantidade de movimento; (ii) utiliza o recurso de computação de alto desempenho 

OpenMPTM (processamento em paralelo para máquinas com mais de um núcleo de 

processamento, onde tais núcleos fazem todos referência à mesma memória RAM). 

 

5.3 Descrição dos Casos 

5.3.1  Objetivo 

Definiu-se inicialmente um cenário típico de interesse, aqui chamado Caso 1, 

caracterizado por um duto de 25 km, com a presença de um escoamento bifásico 

estratificado de óleo e gás. O duto é completamente horizontal, i.e. o perfil altimétrico é 

plano. O gasoduto em questão tem apenas uma entrada e uma saída. A Figura 5.1 

mostra o esquema desse duto configurado no OLGA. A pressão em sua chegada (saída 

do duto) é de 2 atm. A discretização usada no caso base foi de Δx=25 m, i.e. todo o 

segmento está discretizado em 1000 partes, e o valor do parâmetro CFL foi de 0,45. 

Busca-se analisar aspectos da solução em regime permanente e transiente. O objetivo 

maior desta investigação é apreciar a qualidade da solução em relação ao código OLGA 

e ao código EMAPS. Em um segundo cenário, um duto de 100 km, com características 

semelhantes ao primeiro duto foi utilizado. A pressão na saída do duto é de 30 bar. A 

discretização neste caso foi de Δx=100m m e o valor do parâmetro CFL foi de 0,45. 
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Esse segundo caso foi o mesmo apresentado por FIGUEIREDO (2010), como intuito de 

validar o método FCT do código EMAPS ao compará-lo com o código OLGA. 

Por fim, um terceiro caso, com configuração semelhante ao primeiro, contendo 

entretanto uma descontinuidade de pressão no meio do duto é calculado de maneira a 

verificar o comportamento do código em uma situação tipicamente transiente. Duas 

equações constitutivas distintas para o cálculo do fator de atrito interfacial foram 

utilizadas para se verificar o impacto nos cálculos do código. 

 

 

Figura 5.1 – Esquema do gasoduto configurado no OLGA 

5.3.2 Dados do Duto 

Os dados de configuração do gasoduto para os Casos 1 e 3 seguem na Tabela 5 1 

abaixo. Os dados do Caso 2 seguem na Tabela 5.2. 

Tabela 5.1 – Dados de configuração do duto de referência para os Casos 1 e 3. 

Diâmetro (in) 11,938 

Comprimento (km) 25,0 

Rugosidade (in) 0,0018 

Inclinação (graus) 0,0 

 

Tabela 5.2 – Dados de configuração do duto de referência para o Caso 2. 

Diâmetro (in) 11,938 

Comprimento (km) 100,0 

Rugosidade (in) 0,0018 

Inclinação (graus) 0,0 
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Ambos os casos foram discretizados no espaço em 1000. Ou seja, para os casos 

1 e 3 o valor de ∆x = constante = 25m e, para o caso 2, ∆x = constante = 100m. 

5.3.3 Fluidos 

Os fluidos configurados, em todos os casos, foram utilizados considerando uma 

mistura de gás e condensado comumente encontrada no poço ESS-089 do campo de 

Peroá, na Bacia do Espírito Santo, fornecido pela PETROBRAS. A Figura 5.2 apresenta 

a variação das massas específicas de óleo e gás em função da pressão, na temperatura de 

20 ºC. 

É importante destacar que o código OLGA apresenta duas formas distintas para 

definir a condição de contorno de holdup (fração da seção transversal preenchida com 

líquido) na entrada do duto, no caso permanente. Para fluidos apolares fracamente 

miscíveis, que é o caso de uma mistura ar-água, por exemplo, é preciso criar uma 

condição de contorno informando a fração de gás ou, complementarmente, de líquido. 

Já no caso de hidrocarbonetos em diferentes fases, que é o nosso cenário, o equilíbrio 

líquido-vapor vem direto das condições de pressão-volume-temperatura (PVT) 

informadas pela tabela de propriedades PVT fornecida ao código. Entretanto, tanto para 

o código EMAPS quanto para o código criado neste problema, a massa específica do 

óleo é considerada como constante, i.e. a fase líquida é considerada incompressível. 

Assim, a modelagem SPM-4 utilizada pelo código EMAPS e escolhida para esse 

trabalho corrige apenas a massa específica da fase gás, usando, para esse fim, uma 

equação de estado simplificada que leva em conta apenas os efeitos de pressão, uma vez 

que sua modelagem é isotérmica. 

O OLGA por sua vez apresenta uma modelagem térmica mais abrangente, onde 

resolve a equação da energia para a mistura de fases, como parte das equações que 

governam o fenômeno físico modelado. Em adição, faz uso de uma tabela PVT gerada 
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por outro simulador (PVT Sim, 2008) que emprega um conjunto de opções de equação 

de estado, dentre elas a equação de SOAVE-REDLICH-KWON (1972), com a correção 

de PENELOUX E RAUZY (1982) para a massa específica de líquido.  

De maneira a evitar estas disparidades o caso em todo os códigos foram tratados 

como isotérmicos (T = 20ºC). 

Para a viscosidade, também foram considerados valores constantes tanto para o 

gás quanto para o óleo. 
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Figura 5.2 – Massa específica x Pressão, para T=20ºC, fluido do poço ESS-089. 
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5.3.4 Pressão e Fatores de Atrito 

A partir da Equação (3.6), a pressão foi calculada como sendo uma função da 

massa específica do gás, como segue:  

         (5.1)  

Como a hipótese de que não há mudança de fase é considerada, a equação (5.1) 

pode ser utilizada, desde que se altere o valor da constante R. Para o caso base, o valor 

de R foi calculado como sendo uma constante igual a 438,12 J/Kg.K. 

Além disso, a grandeza 
cp  é apresentada como uma correção na pressão líquida 

nas equações de quantidade de movimento – Eqs. (3.3) e (3.4). As modelagens mais 

recentes (OMGBA-ESSAMA, 2003) tendem a usá-la para corrigir distorções de 

pressão, e. g. propagação de ondas de pressão em escoamento estratificado. A correção 

proposta em BONIZZI et al.. (2001), pode ser escrita como: 

   cos     cosL L L
c L L c L L

L

dh dh
p g p g

d x dx


     




  


 (5.2a, b) 

Para o cálculo da perda de carga entre cada fase e a parede do duto, usou-se a 

correlação de MOODY (1944), para os respectivos fatores de atrito (fase gás e fase 

líquida):  

































3
1

64 Re101021001375,0 kk
D

xf


                                        (5.3) 

 A correlação de MOODY fornece ótimos resultados para tubos rugosos em 

regime turbulento. O número de Reynolds kRe  para a fase k  definido como: 

k

kkhk

k

uD




Re  (5.4) 

A grandeza 
khD  representa o diâmetro hidráulico equivalente para o escoamento 

na fase k , com { , }k L G , definidos como: 



 

 49 

4 G
hG

G i

A
D

S S



 (5.5) 

4 L
hL

L

A
D

S
  (5.6) 

onde 
GS , 

LS  e 
iS  são os perímetros molhados na fase gás, fase líquida e interface, 

respectivamente, e 
GA  e 

LA  são as áreas superficiais da fase gás e fase líquida 

respectivamente, definidas como: 

  e  G G L LA A A A    (5.7a, b) 

Os perímetros são calculados a partir das Equações (3.6) a (3.9). 

Para o cálculo da perda de carga interfacial, utilizou-se duas correlações para o 

fator de atrito entre as fases gás e líquido: TAITEL e DUKLER (1976) e ANDREUSSI 

e PERSEN (1987), respectivamente, dados por: 

GI ff                                                                                             (5.8) 
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 (5.9) 

onde GFr  é o número de Froude da fase gás, definido como: 

































cos

1

gA

dhdA
uFr

G

LL

GL

G
GG

 (5.10) 

Segundo TAITEL e DUKLER (1976), a equação (5.8) pode ser utilizada para 

fluidos como óleo, água e gás. Também pode ser utilizada em sistemas bifásicos e 

trifásicos, para escoamento estratificado com pouco gás. Também é utilizado em 

transições para regimes do tipo slug e anular. Além disso, melhores resultados são 

obtidos quando Re ≤ 2500. 
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Segundo ANDREUSSI e PERSEN (1987), a equação (5.10) apresenta bons 

resultados para o escoamento estratificado em até duas dimensões. A primeira equação 

(para FrG ≤ 0,36) é utilizada para regime estratificado do tipo “smooth”, enquanto que a 

segunda equação (para FrG > 0,36) é melhor utilizado quando há presença de ondas 2D 

na interface do regime estratificado. 

5.3.5 Regime Permanente 

Os códigos apresentam diferentes formas de lidar com o regime permanente. O 

código EMAPS e o código FCT, apresentado por esse trabalho, empregam a 

modelagem transiente completa e tratam a simulação como um transiente normal de 

acomodação das condições de contorno às condições iniciais onde nenhuma alteração é 

introduzida a menos de permitir que o próprio passo de tempo avance. Assim, a solução 

vai evoluindo até que a solução de regime permanente seja atingida. O critério para se 

determinar o regime permanente no código FCT é apresentado no Apêndice 2. 

O código OLGA, em versões anteriores, procedia de forma análoga. Na versão 7 

atual, entretanto, a abordagem muda para simular o regime permanente: todos os termos 

transientes são retirados da formulação e o sistema gerado é resolvido iterativamente. 

5.3.6 Condições de Contorno 

Considere a Tabela 5.3, a qual traz as condições de contorno usadas nos 

diferentes casos 1 e 3, enquanto que a Tabela 5.4 apresenta as condições do Caso 2. A 

imposição de tais condições respeita a forma com que tais simuladores as requerem, i.e., 

cada código o faz de uma maneira diferente. 

Tabela 5.3 – Condições de contorno dos Casos 1 e 3. 

 p (atm)
E,O

 
Gu  (m/s)

E
 

Lu  (m/s)
E
 

L  

Entrada C 8,023 0,7519 0,0579 

Saída 2 C C C 
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Tabela 5.4 – Condições de contorno do Caso 2. 

 p (bar)
E,O

 
Gu  (m/s)

E
 

Lu  (m/s)
E
 

L  

Entrada C 5.091 1,736 0.0155 

Saída 30 C C C 

 

Os índices O e E correspondem às condições de contorno dos softwares OLGA e 

EMAPS/código FCT, respectivamente. A letra C representa a variável a ser calculada 

na simulação. Para completar as condições de contorno para o código OLGA, para o 

Caso 1 foi considerada uma vazão mássica total de entrada igual a 10 kg/s, enquanto 

que para o Caso 2 a vazão igual 20 kg/s. A composição de cada fase é calculada a partir 

da tabela PVT contida no mesmo. 

 

5.4 Resultados 

5.4.1 Caso 1 

Após rodar o caso 1 nos diferentes códigos, foram obtidos os seguintes 

resultados: 

 

Figura 5.3 – Velocidade de gás ao longo do duto nos diferentes códigos. 
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Figura 5.4 – Velocidade de líquido ao longo do duto nos diferentes códigos. 

 

Figura 5.5 – Fração volumétrica de líquido ao longo do duto nos diferentes códigos. 
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Figura 5.6 – Pressão ao longo do duto nos diferentes códigos. 

 

Como podemos verificar em ambos os gráficos, o código FCT contendo a 

modelagem proposta neste trabalho, apresenta resultados distintos dependendo da 

correlação utilizada para o cálculo do fator de fricção na interface (utilizando Moody, 

Eq. 5.5., ou Andreussi, Eq. 5.6).  

Quando comparado com o código OLGA, que é um simulador comercial com 

correlações diferentes, o código FCT apresenta bons resultados, principalmente com 

relação às curvas de velocidade de gás (Figura 5.3) e pressão (Figura 5.6), utilizando a 

correlação de Andreussi para o cálculo do fator de atrito interfacial. As outras duas 

curvas entretanto, velocidade de líquido (Figura 5.4) e de fração volumétrica de líquido 

(Figura 5.5) não apresentaram um resultado próximo ao do código OLGA. 

Quando comparado com o código EMAPS, embora utilizando as mesmas 

correlações e hipóteses simplificadoras, os resultados não foram parecidos. O código 

EMAPS apresentou resultados diferentes quando comparado com o código FCT e com 

o código OLGA.  
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Para melhor comparar os resultados, o erro foi calculado nos contornos com 

relação aos resultados do código OLGA, e são apresentados na Tabela 5.5. 

 

Tabela 5.5 – Erros Calculados nos Contornos. 

Variável Posição 

Código 

Olga 

Código 

FCT - 

Taitel 

Erro 

(%) 

Código 

FCT - 

Andreussi 

Erro 

(%) 

Código 

Emaps 

Erro 

(%) 

Gu  (m/s) Saída 26.931 27.183 -0.94 25.376 5.77 12.314 54.27 

Lu  (m/s) Saída 1.390 0.835 39.91 1.836 -32.12 0.329 76.31 

L  Saída 0.021 0.049 -133.72 0.035 -68.21 0.048 -128.82 

p (Pa) Entrada 701881 589669.93 15.99 660044.45 5.96 315803 55.01 

 

Como pode-se verificar o Código FCT com a correlação de Andreussi obteve os 

menores erros quando comparados com os demais, obtendo os melhores resultados para 

o cálculo da pressão (5.96%) e para a velocidade de gás (5.77%). Podemos concluir que 

o uso da correlação de Andreussi é melhor do que o da correlação de Taitel. 

5.4.2 Caso 2 

Para o caso 2, o resultado obtido para a curva de pressão por FIGUEIREDO 

(2010), gerado pelos códigos EMAPS e OLGA, foram plotados com os resultados 

gerados pelo código FCT, como segue na Figura 5.7. 

Nele é possível notar que o código FCT apresenta resultados mais próximos aos 

resultados do código OLGA, embora o código EMAPS também apresente bons 

resultados. A correlação para o cálculo do fator de atrito na interface tanto para o código 

EMAPS quanto para o código FCT utilizada foi a correlação de Andreussi. 
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Figura 5.7 – Pressão ao longo do duto nos diferentes códigos. 

 

O erro foi calculado como para o Caso 1 anterior e são apresentados na Tabela 

5.6. Como pode-se verificar, mais uma vez o Código FCT com a correlação de 

Andreussi obteve melhores resultados, com um erro de -0.6%. 

 

Tabela 5.6 – Erros Calculados nos Contornos. 

Variável Posição 

Código 

Olga 

Código FCT - 

Andreussi 

Erro (%) 

Código 

Emaps 

Erro (%) 

Pressão (bar) Entrada 72.763 73.202 -0.60 68.874 5.35 

 

As Figuras 5.8, 5.9 e 5.10 apresentam as variações de holdup, velocidade de gás 

e velocidade de líquido ao longo do duto, respectivamente. Os resultados não foram 
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comparados visto que o trabalho utilizado apresenta apenas os resultados para a 

variação de pressão ao longo do duto. 

 

 

Figura 5.8 – Holdup ao longo do duto. 
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Figura 5.9 – Velocidade de gás ao longo do duto. 

 

Figura 5.10 – Velocidade de líquido ao longo do duto. 
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5.4.3 Caso 3 

Para o Caso 3, o código foi testado para uma descontinuidade de 10% na pressão 

posicionada exatamente no meio do duto. 

A pressão foi monitorada para n números (∆t = constante = 0,031) de passos no 

tempo em t=0s, 0,31s, 3,1s, 31s e 310s, e sua variação é apresentada na Figura 5.11. 

Como podemos ver nessa figura, o método FCT amortiza as oscilações de 

pressão ao redor da descontinuidade, ao contrário de outros métodos. Dessa maneira, as 

ondas que apareceriam à esquerda e à direita da descontinuidade não são “retratadas” 

pelo método. É possível notar também a influência do contorno sobre os valores ao 

longo do duto a partir de t = 3,1s. 

O gráfico apresentado na Figura 5.12 mostra a condição inicial (n = 0, t = 0s) 

com a presença da descontinuidade de pressão e o passo final, quando o regime 

permanente é alcançado (n = 321815, t = 9976,26s): 

 

 

Figura 5.11 – Pressão ao longo do duto em diferentes passos no tempo. 
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Figura 5.12 – Condições de Pressão Inicial e Final 
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6. Conclusões 

6.1 Introdução 

 

Neste trabalho, uma modelagem numérica completa para escoamentos bifásicos 

estratificados no interior de gasodutos é apresentada. Essa modelagem consiste de um 

modelo de dois fluidos, apresentado por OMGBA-ESSAMA (2004) e conhecido como 

Single Pressure Model (SPM-4). Este modelo pressupõe a existência de uma única 

pressão na interface para as fases gás e líquida, e resolve quatro equações diferenciais, 

sendo duas para a conservação de massa, uma para a fase gás e outra para a fase líquida, 

e duas para a conservação de quantidade de movimento, também uma para cada fase. 

Para o termo conservativo do modelo, o método numérico escolhido foi o Flux 

Corrected Transport (FCT), que é um método de primeira ordem no tempo e segunda 

ordem no espaço, utilizado para resolução de equações hiperbólicas, como as que 

aparecem em problemas de dinâmica dos gases e em problemas onde ocorre a presença 

de descontinuidades. O método FCT foi escolhido dada sua simples implementação e 

geração de resultados bem sucedidos em trabalhos de OMGBA-ESSAMA (2004), 

FIGUEIREDO (2010) e BAPTISTA (2013). Além disso, a escolha foi reforçada após 

analisar o estudo de caso apresentado em FLETCHER (1988), comparando os métodos 

FCT, Ritchmeyer e MacCormack para um escoamento em um gasoduto monofásico 

com a presença de uma onda de choque (Anexo I). Para o termo não-conservativo, 

utilizou-se o esquema Minmod de segundo ordem, visto que o de primeira ordem 

mostrou-se por demais difusivo no trabalho de BAPTISTA (2013). Esse método foi 

proposto e implementado com sucesso por HARTEN (1983), e utilizado por OMGBA-

ESSAMA (2004). 
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6.2 Principais Conclusões 

 

O código FCT apresentado, contendo o modelo SPM-4 sendo resolvido pelo 

método FCT e utilizando o esquema Minmod de segunda ordem para o cálculo do 

termo não-conservativo apresentou bons resultados quando comparados com os 

resultados gerados pelo código OLGA, que é um simulador de escoamento em dutos 

comercial altamente utilizado pelas grandes operadoras de dutos e reconhecido 

mundialmente como uma referência nessa seara. Entretanto, é sabido que o código 

OLGA contém um equacionamento bem como se utiliza de correlações diferentes. 

Quando comparado com o código EMAPS, que a princípio contém equacionamento e 

correlação semelhantes, os resultados ficaram discrepantes para um duto de 25 km. Para 

um duto de 100 km, os resultados para o perfil de pressão são um pouco melhores. 

Verificou-se também que dependendo da correlação escolhida para o cálculo do fator de 

atrito na interface entre as fases, o resultado muda consideravelmente. 

Por fim, foi possível observar que o código FCT é capaz de resolver problemas 

com a presença de descontinuidades de pressão, gerando um transiente relativo até 

atingir o regime permanente. As oscilações de pressão que são típicas desse fenômeno 

transiente também são amortizadas pelo método FCT. 

  

6.3 Sugestões para Trabalhos Futuros 

 

Um dos próximos passos para a continuação desse estudo seria a inserção do 

perfil altimétrico real na simulação, construindo, assim, um gasoduto composto de 

vários dutos, com angulações e comprimentos variados para se aproximar de um 

gasoduto real. Um dos caminhos seria considerar subidas e descidas como segmentos 

distintos calculados separadamente. 
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Um outro passo seria a melhoria do código FCT inserindo uma melhor equação 

de estado para o cálculo da pressão e a consideração da fase líquida como compressível, 

incluindo novas equações constitutivas no modelo. 

Outro passo importante seria realizar o cálculo da condição CFL (Courant-

Friedrichs-Lewy), a cada passo de tempo, alterando assim para cada instante o valor de 

∆t  utilizando a equação (4.32), de maneira a se obter resultados ainda melhores. 

Por fim, o desenvolvimento de módulos como acompanhamentos de pigs e 

detecção de vazamentos pode ser realizados, utilizando modelos presentes na literatura 

como base, para serem inseridos no código matemático. É importante ressaltar que esses 

modelos são escassos quando se trata de escoamentos bifásicos e a apresentação de 

modelos com bons resultados apresenta um caráter inovador.  
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Apêndice 1 – Estudo de Caso: Validação 

do FCT 

 

1. Equacionamento 

O estudo de caso a seguir consiste em calcular a propagação de uma onda de 

choque em um escoamento transiente unidimensional. Esse cálculo se dará utilizando 

três métodos distintos: o método de MacCormack, o método de Lax-Wendroff de dois 

passos (método de Ritchmeyer) e o método FCT (Flux-Corrected Transport). 

A propagação de uma onda de choque em escoamento unidimensional com 

viscosidade desprezível é regido pelas equações de governo a seguir: 
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Essas são equações de conservação conhecidas como equação da continuidade, 

equação de momentum em x e conservação da energia, respectivamente. Para um gás 

ideal, como o ar, a energia interna específica em (3) pode ser expressa como: 

 

 1
v

p
e c T 

 
         (4) 

 

Onde γ é a razão de calor específico. Com a adição de (4) verifica-se que o 

conjunto de equações acima apresenta três variáveis dependentes: velocidade (u), massa 

específica (ρ) e pressão (p). 
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Para o problema proposto, da onda de choque, condições de contorno são 

requeridas para velocidade, massa específica e pressão, a montante e a jusante da onda, 

e são dadas por: 

 

1 1 1 1

2 2 2 2

,        ,       em   ,

=0,   ,       em   .

u u p p x x

u u p p x x

   
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 

 
      (5) 

 

No instante inicial (t=0), a onda de choque está localizada em x=x0. Dessa 

maneira, condições iniciais apropriadas são escolhidas abaixo: 
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Considera-se como hipótese que x=x1, a montante da onda de choque, e x=x2, a 

jusante da onda, são distantes o suficiente da referida onda de choque. 

Para o problema proposto, é conveniente adimensionalizar as variáveis 

dependentes em relação às condições a jusante da onda de choque. Logo, o conjunto de 

equações formado por (1) a (3) pode ser escrito da seguinte forma: 
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Para tal, tem-se que: 
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Da mesma forma, as condições de contorno adimensionalizadas se apresentam 

como: 

 

1 1 1 1
1 1 1 1
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2
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      (11) 

 

A razão de pressão dada por 1 2p p  é o parâmetro que governa esse problema 

determinando a força e a velocidade de propagação da onda de choque. Para um dado 

valor da razão de pressão, as condições de contorno de velocidade e massa específica 

são obtidas pelas relações de Rankine-Hugoniot: 
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      (12) 

 

A velocidade de propagação da onda de choque é necessária para determinar a 

localização da mesma. Essa velocidade também é calculada pelas relações de Rankine-

Hugoniot, como segue: 

 

1 2

2

2 1

1 1

2 2
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 
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Pode-se calcular a velocidade exata da onda de choque da seguinte forma: 
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1 1 1 0

2 0 2
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ex ex ss
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Esse cálculo é importante para validar os resultados obtidos pelos métodos. 

A equação (7) é resolvida pelos métodos de MacCormack e de Lax-Wendroff de 

dois passos como segue: 

i) MacCormack: 

 *

1 ,n n n

j j j j

t

x



  


Q Q F F         (15) 

   1 *

1

1 1
.

2 2

n n n n

j j j j j

t

x






   


Q Q Q F F       (16) 

 

ii) Lax-Wendroff: 
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2. Resultados e Discussões 

Foram rodados 5 casos distintos para comparar a efetividade dos métodos. Para 

o caso foi considerado 100 nós espaciais e 0.01x  . A força da onda de choque 

1 2 5.0p p   e a razão de calor específico 1.4 , que produz uma velocidade de 

propagação da onda de choque 2.104ssu  . Inicialmente a onda de choque se localiza 

em 0.501x  . Após 100 passos de 0.001t  , a onde de choque se localiza em 

0.711x  . 

Com essa configuração simulou-se 5 cenários distintos: (i) FCT com 100 passos 

de tempo de 0.001t  ; (ii) Lax-Wendroff com 100 passos de tempo de 0.001t  ; 

(iii) MacCormack com 100 passos de tempo de 0.001t  ; (iv) Lax-Wendroff com 200 

passos de tempo de 0.0005t  ; e (v) MacCormack com 200 passos de tempo de 

0.0005t  . 

Verificou-se que os cenários (ii) e (iii) não convergem gerando valores de 

velocidade tendendo para o infinito. Para os demais caso, gerou-se um gráfico com os 

resultados finais. 
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Figura 1 – Resultados para os cenários simulados 

 

 Verifica-se, como esperado, que os resultados gerados pelo FCT acompanham 

melhor a solução exata, do que os métodos Lax-Wendroff e MacCormack, 

especialmente para a descontinuidade presente em 0.711x  . Pode-se ver também que 

o método FCT não apresenta oscilações como vemos nos demais métodos em 

0.45 5.25x  . É importante ressaltar que os demais métodos utilizam o dobro do 

número de passos de tempo que o método FCT. Conclui-se então que o método FCT 

apresentado é capaz de reproduzir o cenário real de onda de choque, apresentando 

resultados melhores que os métodos de Lax-Wendroff e MacCormack. 
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Apêndice 2 – Regime Permanente 

 

Para que o regime permanente, no código FCT, contendo a modelagem 

apresentada nesse trabalho, fosse considerado como alcançado, i.e., nenhuma variável 

do processo apresentasse seu valor variando no tempo, foi considerado um 

procedimento, levando em consideração o vetor Q , das quantidades conservadas, de 

maneira a verificar se seus valores estariam se alterando no tempo:  
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Para isso verificou-se, a cada passo no tempo, a variação do vetor Q , quando 

este é comparado com os valores do mesmo vetor no instante de tempo anterior. Ou 

seja: 
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Adotou-se então o seguinte procedimento: 
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onde L é o comprimento do duto, N é a última célula da malha discretizada, tol é a 

tolerância (nesse trabalho tol=1x10
-6

). Dessa maneira, o regime permanente é declarado 

como alcançado quando: 

 

)Q(_)Q(  ETOLE    (6)  

 

Vale ressaltar que o vetor das quantidades conservadas Q é utilizado nesse 

procedimento em sua forma adimensional, i.e., cada termo é dividido previamente por 

seu equivalente utilizado como condição de contorno no problema. 

 


