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A estimativa precisa da curvatura média de interfaces continuas é essencial em
simulagoes numeéricas de escoamentos bifasicos, nas quais as forcas de tensao su-
perficial dependem diretamente da curvatura da interface. Neste trabalho, a inter-
face é discretizada por malhas superficiais, sendo consideradas malhas triangulares
nos experimentos, sobre as quais sao aplicados os métodos numéricos de estimativa
de curvatura. Este trabalho apresenta a implementacao de um método de Ajuste
Quadratico Local de Curvatura (AQFC) e sua andlise comparativa com o opera-
dor Laplace—Beltrami discretizado via Método dos Elementos Finitos (FEM) para
o calculo da curvatura média em superficies discretizadas. Geometrias canodnicas,
discretizadas com diferentes niveis de refinamento, foram utilizadas como casos de
teste, com validacao frente a solugoes analiticas. Investigaram-se os efeitos do ta-
manho da vizinhanc¢a no AQFC, da regularidade da malha e da sensibilidade dos
métodos a discretizacoes irregulares. Os resultados indicam que o AQFC apresenta
maior robustez e estabilidade em malhas irregulares, enquanto o operador Laplace—
Beltrami discretizado via FEM mantém elevada eficiéncia computacional em malhas

bem estruturadas.

Palavras-chave: Estimativa de Curvatura; Curvatura Média; Ajuste Quadratico

Local; Operador Laplace-Beltrami; Superficies Discretas.
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Accurate estimation of the mean curvature of continuous interfaces is essential
in numerical simulations of two-phase flows, in which surface tension forces depend
directly on the interface curvature. In this work, the interface is discretized by sur-
face meshes, with triangular meshes being considered in the experiments, on which
numerical curvature estimation methods are applied. This study presents the im-
plementation of an Algebraic Quadratic Fitting Curvature (AQFC) method and
its comparative analysis with the Laplace-Beltrami operator discretized via the Fi-
nite Element Method (FEM) for computing mean curvature on discretized surfaces.
Canonical geometries, discretized with different levels of refinement, were used as
test cases, with validation against analytical solutions. The effects of neighbor-
hood size in AQFC, mesh regularity, and the sensitivity of the methods to irregular
discretizations were investigated. The results indicate that AQFC exhibits greater
robustness and stability on irregular meshes, whereas the Laplace-Beltrami opera-
tor discretized via FEM maintains high computational efficiency on well-structured

meshes.

Keywords: Curvature Estimation; Mean Curvature; Local Quadratic Fitting;

Laplace—Beltrami Operator; Discrete Surfaces.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Contextualizacao e Motivacao

A estimativa de curvatura é um problema recorrente em aplicagbes computacio-
nais que envolvem superficies discretizadas. Em problemas de engenharia e ciéncias
aplicadas, superficies podem representar fronteiras fisicas, interfaces entre materiais,
geometrias de componentes mecanicos ou interfaces entre fluidos imisciveis. Nesses
casos, a curvatura constitui uma grandeza geométrica fundamental para a caracte-
rizacao local da superficie e pode influenciar diretamente modelos fisicos, critérios
numeéricos e analises de desempenho.

Uma das motivagoes praticas para o estudo da curvatura em superficies discreti-
zadas estd associada a simulagao de escoamentos multifdsicos. Nesses escoamentos,
a interface entre fluidos imisciveis pode assumir diferentes morfologias, como gotas,
bolhas, filmes liquidos e estruturas interfaciais mais complexas, conforme ilustrado
na Figura[l.1] Essas diferentes configuragoes geométricas nao sao apenas uma carac-
teristica visual do escoamento, mas estao diretamente relacionadas aos mecanismos
fisicos atuantes na interface.

Em particular, a tensao superficial estabelece uma relacao entre a geometria local
da interface e o equilibrio mecanico entre as fases. Essa relagao é classicamente des-
crita pela equagao de Young-Laplace, segundo a qual o salto de pressao através de
uma interface curva depende da tensao superficial e da curvatura local da superficie.
Assim, regides com diferentes curvaturas podem estar associadas a diferentes con-

tribuicoes capilares, influenciando a dinamica e a estabilidade de gotas, bolhas e



i) Fluxo de bolhas dispersas ii)  Fluxo anular

iit) Fluxo de bolhas alongadas iv) Fluxo em golfadas

v) Fluxo estratificado vi) Fluxo estratificado ondulado

Figura 1.1: Padroes de escoamento bifdsico em tubulagao horizontal, ilustrando a
diversidade de morfologias que a interface géas-liquido pode assumir. Os padroes
variam desde bolhas dispersas (i) e alongadas (iii) até regimes mais complexos como
o escoamento em golfadas (slug flow, iv) e o anular (ii). A forma e a dindmica
dessas interfaces resultam do balanco entre efeitos inerciais, gravitacionais, viscosos
e capilares, entre outros fatores.

Fonte: Adaptado de Bratland (2010) [5].

outras estruturas interfaciais [6].

Essa relagao entre curvatura e tensao superficial também aparece em formulagoes
numéricas para escoamentos multifasicos. Um exemplo classico é o modelo de Forca
de Superficie Continua, ou Continuum Surface Force (CSF), proposto por Brackbill
et al. [7]. Nessa formulacao, os efeitos da tensdao superficial sao representados por
uma forca volumétrica distribuida na regiao da interface, cuja definicao depende
da curvatura local da superficie. Assim, a curvatura atua como uma grandeza
geométrica de ligacao entre a forma da interface e a representacao numérica dos
efeitos interfaciais.

A relevancia dessa representacao pode ser observada em estudos sobre correntes
parasitas em simulacoes multifasicas. Esses campos de velocidade nao fisicos podem
surgir nas proximidades da interface em formulagoes numéricas de tensao superficial,

comprometendo a estabilidade e a confiabilidade da solugao [8], conforme ilustrado

na Figura [[.2]
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Figura 1.2: Visualizacao de correntes parasitas em uma simulacao de gota estatica
bidimensional. Os vetores de velocidade (setas) representam o fluxo espurio gerado
numericamente. Em (a), a magnitude das correntes parasitas é limitada predomi-
nantemente pelo termo viscoso, enquanto em (b), é limitada pelo termo de advecgao
inercial. Em ambos os casos, as linhas de contorno representam a fracao de volume
constante (¢), delimitando a interface da gota. Esses fluxos nao fisicos evidenciam
a sensibilidade de simulagoes multifasicas a representacao numérica dos efeitos in-
terfaciais.

Fonte: Adaptado de Harvie (2006) [§].

Quando uma superficie continua é representada computacionalmente, sua geome-
tria passa a ser aproximada por uma malha composta por vértices, arestas e elemen-
tos, conforme ilustrado na Figura(l.3, Em simulacoes tridimensionais, é comum que
superficies sejam representadas por malhas compostas por elementos planos, como
triangulos, que aproximam localmente porcoes da geometria. Nessa representacao
discreta, a curvatura nao é obtida diretamente a partir de uma superficie analitica
continua, mas precisa ser estimada numericamente a partir da posicao dos vértices
e da conectividade da malha.

Para avaliar métodos de estimativa de curvatura de forma controlada, é conveni-
ente utilizar geometrias de referéncia cuja curvatura seja conhecida analiticamente.
Superficies como esfera, cilindro, toro e elipsoide nao reproduzem a complexidade
geométrica e dinamica de interfaces reais em escoamentos multifasicos, mas permi-
tem comparar diretamente as estimativas numéricas com valores de referéncia. Por

esse motivo, tais geometrias constituem casos de teste adequados para validar imple-



i : Representacao discreta
Superficie continua

por malha triangular

Discretizacao
(aproximag@o)

Figura 1.3: Representacao esquematica de uma superficie continua e de sua apro-
ximacao por uma malha triangular. Na representacao discreta, a geometria da
superficie passa a ser descrita por vértices, arestas e elementos planos, de modo que
propriedades geométricas como a curvatura precisam ser estimadas numericamente

a partir da malha.

mentacoes, quantificar erros e investigar a influéncia da discretizacao da superficie.

Entre as abordagens utilizadas para estimar curvatura em superficies discreti-
zadas, destaca-se a formulagao baseada no operador Laplace—Beltrami (LB).
Em termos gerais, esse operador permite relacionar a geometria de uma superficie a
sua curvatura média, sendo frequentemente empregado em métodos discretos para
analise geométrica de malhas. No presente trabalho, foi utilizada a formulacao do
operador Laplace—Beltrami discretizada por elementos finitos, conforme apresentada
em [4].

Apesar de possuir fundamentacao matematica sélida, a aplicagao do operador
Laplace-Beltrami em superficies discretizadas pode apresentar sensibilidade a qua-
lidade da malha, especialmente em situacoes envolvendo elementos irregulares ou
distribuicoes nao uniformes de vértices.

Essa limitacao motiva a investigacao de métodos alternativos para estimativa



de curvatura em superficies discretizadas. Nesse contexto, destaca-se o método de
Ajuste Quadratico Local, conhecido como Algebraic Quadric Fitting Curvature
(AQFC), proposto por Makovnik e Chalmoviansky [9]. Nesse método, a geometria
da superficie em torno de cada vértice é aproximada por uma superficie quadratica
ajustada a um conjunto de pontos vizinhos da malha. Esse conjunto, denominado
vizinhanga do vértice, é apresentado em maior detalhe na Segao[2.2.1] A curvatura
é entao obtida a partir das propriedades diferenciais da superficie ajustada.

Diante desses aspectos, este trabalho concentra-se na implementacao computa-
cional e na avaliagao do método AQFC para estimativa de curvatura média em
superficies discretizadas, particularizadas neste estudo por malhas triangulares. A
analise busca investigar como a escolha da vizinhanca utilizada no ajuste quadratico
local, o nivel de refinamento da malha e a qualidade geométrica dos elementos in-
fluenciam a precisao das estimativas. Para contextualizar o desempenho do AQFC,
os resultados sao comparados com aqueles obtidos por uma formulacao baseada no
operador Laplace-Beltrami. Dessa forma, o trabalho busca nao apenas comparar os
métodos considerados, mas também compreender o comportamento de cada abor-

dagem diante de diferentes condicoes de discretizacgao.

1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é implementar e avaliar computacional-
mente o método de Ajuste Quadratico Algébrico (Algebraic Quadric Fitting
Curvature — AQFC) para estimativa de curvatura média em malhas triangulares,
investigando sua sensibilidade a vizinhanca de ajuste, ao refinamento e a qualidade
da malha. Adicionalmente, os resultados sao comparados com aqueles obtidos por
uma formulagao discreta baseada no operador Laplace-Beltrami (LB).

Para atingir esse objetivo geral, definem-se os seguintes objetivos especificos:

1. Implementar o método AQFC em malhas triangulares: desenvolver,
em Python, uma implementacao do método de ajuste quadratico local para

estimativa da curvatura média em vértices de malhas triangulares.

2. Investigar a influéncia da vizinhanga no AQFC: avaliar o efeito da am-

pliacao da vizinhanca utilizada no ajuste quadratico, considerando vizinhancas



de um, dois e trés anéis de vértices adjacentes, de modo a analisar como essa

escolha afeta a precisao das estimativas.

3. Validar as estimativas em geometrias de referéncia: utilizar superficies
com curvatura analitica conhecida, como esfera, cilindro, toro e elipsoide, para
comparar os valores estimados numericamente com valores analiticos de re-

feréncia.

4. Comparar o AQFC com o método baseado no operador Laplace—
Beltrami: realizar uma analise quantitativa entre os erros produzidos pelos

dois métodos nas geometrias avaliadas.

5. Analisar o efeito do refinamento da malha: investigar o comportamento
dos erros numéricos em diferentes niveis de discretizacao, com o objetivo de

verificar o desempenho e consisténcia das estimativas.

6. Avaliar a influéncia da qualidade da malha: examinar a sensibilidade
dos métodos a regularidade geométrica dos elementos triangulares, incluindo

o estudo comparativo entre diferentes configuracoes de malha para o elipsoide.

Como desdobramento exploratério, foram também realizados testes prelimina-
res envolvendo uma estratégia hibrida baseada em métricas locais de qualidade da
malha. Contudo, essa abordagem nao compoe o escopo central do trabalho, sendo

tratada apenas como possibilidade de continuidade futura.

1.3 Metodologia

A metodologia adotada neste trabalho baseia-se na implementacao computacio-
nal e na avaliagao comparativa de dois métodos de estimativa de curvatura média em
malhas triangulares: o método de Ajuste Quadratico Algébrico (Algebraic Quadric
Fitting Curvature — AQFC), proposto por Makovnik e Chalmoviansky [9], e a discre-
tizacao do operador Laplace-Beltrami por elementos finitos, conforme apresentada
por Santos [4].

Inicialmente, foram selecionadas geometrias analiticas com curvatura conhecida,

de modo a permitir a validacao e andlise da precisao dos resultados numéricos. As



superficies consideradas foram esfera, cilindro, toro e elipsoide. Para cada geome-
tria, foram geradas malhas triangulares com diferentes niveis de refinamento por
meio do software Gmsh. No caso do elipsoide, foram consideradas duas familias de
malha: uma configuragao padrao e uma configuracao mais regular, construida com o
objetivo de investigar de forma mais direta a influéncia da qualidade dos elementos
na estimativa de curvatura.

Em seguida, foi implementado em Python o método AQFC proposto por Ma-
kovnik e Chalmoviansky [9], no qual a geometria local da superficie é aproximada
por uma quadrica ajustada a uma vizinhanga de pontos ao redor de cada vértice.
Além da formulacao original baseada na vizinhanca imediata, investigou-se também
a influéncia da ampliagao da regiao local de ajuste, por meio do uso de vizinhancas
de um, dois e trés anéis de adjaceéncia.

Para fins de comparacao, foi utilizada a estimativa de curvatura baseada na
discretizacao do operador Laplace—Beltrami pelo método dos elementos finitos, con-
forme a formulagado empregada por Santos [4]. As implementagoes computacionais
utilizaram bibliotecas cientificas da linguagem Python, com destaque para NumPy e
SciPy, e os resultados foram exportados em formato VT'K para pds-processamento
e visualizagao no software ParaView.

A validacao dos métodos foi realizada por comparacao direta entre os valores
numeéricos estimados e as solucoes analiticas de referéncia. Para quantificar os des-
vios observados, foram empregadas trés métricas de erro, incluindo erro relativo na
norma Lo, erro relativo médio e erro relativo maximo.

Além da andlise global de erro, foram também avaliadas métricas de qualidade
da malha com o objetivo de investigar a relagao entre distor¢cao geométrica local e
precisao das estimativas de curvatura. Essa analise permitiu examinar, de forma
sistematica, nao apenas o efeito do refinamento, mas também o impacto da regula-

ridade dos elementos triangulares sobre o desempenho de cada método.



1.4 Organizacao do Trabalho
Este trabalho esta organizado em cinco capitulos, distribuidos da seguinte forma:

e Capitulo 1 — Introdugao: apresenta a motivacao do trabalho, a contextu-
alizacao do problema, os objetivos da pesquisa e a visao geral da metodologia

adotada.

e Capitulo 2 — Fundamentacao Teodrica e Revisao Bibliografica: apre-
senta os conceitos fundamentais de curvatura em geometria diferencial e dis-
cute os principais métodos de estimativa de curvatura em malhas triangulares
reportados na literatura, com énfase em métodos discretos e em abordagens

baseadas em ajuste local da superficie.

e Capitulo 3 — Metodologia: descreve a caracterizacao da pesquisa, a con-
figuragao experimental, as geometrias analisadas, a geracao das malhas, os
métodos implementados, as métricas de erro e os procedimentos utilizados na

compara¢ao numeérica.

e Capitulo 4 — Resultados e Discussoes: apresenta os resultados obtidos
para os métodos analisados, discutindo o efeito do refinamento da malha, da
ampliacao da vizinhanga no AQFC e da qualidade geométrica dos elementos

sobre a precisao das estimativas.

e Capitulo 5 — Conclusoes e Trabalhos Futuros: sintetiza as principais con-
clusoes da pesquisa, destaca as contribuicoes do trabalho e discute possiveis
desdobramentos para investigacoes futuras, incluindo consideracoes sobre tes-

tes exploratorios de uma abordagem hibrida para estimativa de curvatura.



Capitulo 2

Fundamentacao Teodrica e Revisao

Bibliografica

Este capitulo apresenta os fundamentos tedricos necessarios a compreensao da
curvatura em superficies e dos métodos numéricos empregados em sua estimativa.
Além da base conceitual em geometria diferencial e processamento geométrico,
realiza-se também uma revisao bibliografica dos principais métodos de estimativa
de curvatura em malhas triangulares, com énfase em formulagoes discretas e em

abordagens baseadas em reconstrucao local da superficie.

2.1 Fundamentos da Curvatura em Geometria
Diferencial

A curvatura é uma grandeza geométrica fundamental no estudo das proprieda-
des locais de curvas e superficies. Por propriedades locais, entendem-se aquelas que
dependem exclusivamente do comportamento da entidade geométrica em uma vi-
zinhanga arbitrariamente pequena de um ponto [10].. Nesse contexto, a geometria
diferencial utiliza ferramentas do cédlculo diferencial para descrever tais propriedades,

representando curvas e superficies por funcoes suficientemente regulares.



2.1.1 Definicao de Curvatura em Curvas e Superficies

No caso bidimensional, a curvatura expressa o desvio local de uma curva em
relagdo a sua reta tangente no ponto considerado [I0]. Geometricamente, essa in-
terpretacao esta associada ao circulo osculador, definido como o circulo no plano
osculador com centro no centro de curvatura da curva no ponto considerado [11].

Matematicamente, a definicao da curvatura é formalizada pelas féormulas de
Frenet, que relacionam as variacoes dos vetores tangente t e normal n em relagao

ao comprimento de arco s [I1]:

dn dt
kKt=—— ou kn=

7 I (2.1)
Ao considerar uma superficie regular S C R?, a nociao de curvatura torna-se
direcional. Em cada ponto, define-se o plano tangente e consideram-se as segoes
normais, obtidas pela intersecao da superficie com planos que contém o vetor nor-
mal nesse ponto. A curvatura associada a cada uma dessas secoes é denominada
curvatura normal (k, = 1/R), onde R representa o raio de curvatura.

Como diferentes direcoes no plano tangente geram diferentes se¢coes normais, a
curvatura depende da direcao considerada. Em particular, existem duas diregoes
ortogonais nas quais a curvatura normal assume valores extremos, denominados
curvaturas principais, k1 e Ko.

A partir das curvaturas principais definem-se a curvatura média

K1+ Ko
H=—-+=
2
e a curvatura gaussz’ana
K = R1K2,

que constituem grandezas fundamentais no estudo local das superficies [10].
A representacao geométrica desses conceitos, tanto para curvas planas quanto

para superficies em R3, é ilustrada na Figura [2.1}
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Circulo osculador Plano tangente normal Direcéo de
= Vetor normal de P Cunvaturaiminima

Secdo 2D de
curvatura minima
Diregdo de
curvatura maxima

Raio de
curvatura

Ponto P

Secdo 2D de

Plano tangente curvatura maxima

a) Curvatura 2D b) Curvaturas principais 3D

Figura 2.1: Comparagao conceitual entre a curvatura em 2D e as curvaturas prin-
cipais em 3D. (a) Em uma curva bidimensional, a curvatura é determinada pelo
circulo osculador, o circulo que melhor aproxima a curva no ponto P. (b) Em uma
superficie tridimensional, a curvatura é descrita a partir do plano tangente no ponto
P, e as direcoes de curvatura maxima e minima sao ortogonais.

Fonte: Adaptado de Gauthier et al. (2017) [1].

2.1.2 Representacao Discreta da Curvatura

Em aplicacoes de computacao grafica e engenharia computacional, superficies
sao frequentemente representadas por malhas triangulares, que constituem apro-
ximagoes poligonais de superficies suaves [12].

Uma malha triangular consiste em um conjunto de vértices, arestas e faces tri-
angulares que definem uma superficie continua por partes [I12]. Embora a superficie
resultante seja continua (C?), ela nao é diferencidvel ao longo das arestas.

Como a curvatura, no contexto classico, é definida a partir de derivadas e limites
locais, a auséncia de uma estrutura diferenciavel global na malha impede a aplicagao
direta dos instrumentos da geometria diferencial. Torna-se necessario, portanto,
o desenvolvimento de métodos especificos para a estimagao de curvaturas em
malhas poligonais, tema amplamente investigado na literatura.

Esse processo envolve a discretizagao das expressoes diferenciais que definem a
curvatura, isto é, a substituicao das derivadas continuas por aproximacoes baseadas
em operadores discretos construidos a partir da conectividade e da geometria local
dos elementos da malha. A Figura ilustra esse principio no caso bidimensio-
nal, mostrando a passagem da formulagao continua baseada nas férmulas de Frenet

para uma aproximacao discreta construida a partir de segmentos consecutivos da

11



interface.

(a) (b}

Figura 2.2: Representagao da férmula de Frenet para curvatura em duas dimensoes:
(a) descrigdo continua baseada na variacao do vetor tangente ao longo do compri-
mento de arco; (b) aproximacao discreta utilizada em malhas computacionais.

Fonte: Adaptado de Anjos (2012) [2].

Uma possibilidade de discretizagao da Equagao 2.1/ no contexto de curvas discre-

tas é dada pela aproximagao de primeira ordem

t; —t
n - 9 22
K s (2.2)

onde t; e t, representam aproximagoes dos vetores tangentes unitarios a duas arestas
consecutivas da interface, e As é uma estimativa do comprimento de arco corres-
pondente [2]. Essa expressao fornece uma forma discreta de quantificar a variacao
direcional do vetor tangente ao longo da curva poligonal que aproxima a curva suave

original.

2.2 Conceitos Fundamentais

Para a implementagao e andlise dos métodos de estimativa de curvatura (AQFC
e LB), é crucial definir e quantificar as propriedades geométricas locais da malha.

Os conceitos a seguir sao a base para a discretizagao e o calculo numérico:

2.2.1 Vizinhanca de um N6

Nos métodos computacionais aplicados a superficies, a vizinhanca de um
n6 desempenha um papel essencial em operagoes como o cdlculo de curvaturas, veto-

res normazis, gradientes e laplacianos discretos. Isso ocorre porque essas quantidades

12



dependem das variacoes geométricas locais da superficie, que sao inferidas a partir
da posicao relativa dos noés vizinhos.

A vizinhanca de um né em uma malha é o conjunto de nés conectados a ele por
meio das arestas que compoem os elementos (geralmente triangulos ou poligonos)
da malha. Essa estrutura local é fundamental para a descricao da geometria e da
topologia da superficie, pois permite estimar propriedades diferenciais e realizar
calculos numéricos de forma discreta.

Para organizar essa estrutura local, definem-se anéis de vizinhanga em torno
de um né central 7. No presente trabalho, essa nocao é particularmente importante
para o método AQFC, no qual serd analisada a influéncia da ampliacao da vizinhanca

até o terceiro anel na qualidade da estimativa de curvatura, onde:

e O 12 anel de vizinhanca (ou primeira vizinhanga) é formado pelos nés

conectados diretamente ao n6 ¢ por uma aresta.

e O 22 anel de vizinhanga inclui os nés que estdo a duas arestas de

distancia de 7, ou seja, vizinhos dos vizinhos do né central.

e O 32 anel de vizinhanga contém os nds situados a trés arestas de

distancia do no i.

Esses anéis permitem controlar o alcance da influéncia local em diferentes
operacoes numéricas. Por exemplo, para o calculo preciso de curvaturas médias
ou gaussianas, pode ser necessario considerar vizinhancas mais amplas, enquanto
operacoes mais locais, como o calculo de normais, geralmente utilizam apenas o

primeiro anel. A Figura [2.3| apresenta uma representacao visual desses anéis.

2.2.2 Vetores Normais

As normais sao vetores perpendiculares a superficie em um ponto e represen-
tam a orientacao local dessa superficie. Em outras palavras, a normal indica a
diregao " para fora”ou ”para dentro”da superficie, sendo um elemento essencial para
a caracterizagao geométrica de modelos tridimensionais.

Em sua defini¢ao continua, a normal a uma superficie parametrizada r(u, v)

13



. — 3% anel
_9 ________ _ “_"_ _ _-_--_J __________ . — 1° anel

Figura 2.3: Representacao da vizinhanca para o né ¢ em uma malha no dominio €

¢ dada pelo produto vetorial das derivadas parciais em relacao aos parametros:

r, Xr,
n

= — (2.3)
[ X 1|

onde r, e r, sao os vetores tangentes a superficie. Essa definicao é amplamente uti-
lizada em geometria diferencial e fornece a base tedrica para o calculo de curvaturas
e outras propriedades locais.

No contexto discreto, como em malhas triangulares, a normal em um né pode
ser aproximada a partir das normais das faces adjacentes. Como pode ser observado
na figura , o 16 i tem os elementos vizinhos e que vao de {1..5}, j representa o
nimero de elementos vizinhos, e cada triangulo possui uma normal calculada (n.)
pelo produto vetorial de duas de suas arestas adjacentes ao né de interesse (vetores
tangentes a face, t; e t;). A normal do né (n;) é obtida, por exemplo, pela média

ponderada das normais das faces incidentes:

J
e=1 Ae n,

tj X tp
n, = —-— 7
HZizl Aen,

_— 2.4
Tty x bl (24)

;. sendo n, =

onde A, é a area da face e e n, sua normal unitéria.
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\6'1

(a)

Figura 2.4: Avaliacdo do vetor normal em espagos tridimensionais. (a) O vetor
normal de cada triangulo na superficie pode ser encontrado aplicando o produto
vetorial de dois vetores tangentes que estdo no plano do triangulo. (b) O vetor
normal nodal final n; é encontrado somando os vetores normais n. para e = {1..5}.
No caso ilustrado, j = 5.

Fonte: Adaptado de Anjos (2012) [2].

2.2.3 Areas Associadas aos N6s da Malha

Matematicamente, a area associada a um no i, denotada por A;, pode ser definida
de diferentes maneiras, dependendo do método e do tipo de malha considerada. As

formulacoes mais utilizadas sao apresentadas a seguir.

Area Vetorial e Relacao com a Normal da Face

Para uma face triangular ¢ definida pelos vértices v;, v; e vy, o calculo da édrea
pode ser feito de forma vetorial por meio do produto vetorial entre duas arestas da

face. O vetor area da face é definido como:

A= 5 [(vj = vi) x (Vi = vi)] (2.5)

1
2
esse vetor possui direcao perpendicular a face e médulo proporcional a sua area. O

moédulo de A, fornece a area escalar da face:

A= % =) % (v = vl (2.6

enquanto sua diregao normalizada define a normal unitaria da face:

(vj = vi) X (v — V)
[(v; = vi) X (vi = i)l

(2.7)

n; =
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Essa formulacao vetorial é amplamente utilizada em computacao geométrica por
permitir o cdlculo simultaneo da area e da orientacao da superficie. Além disso, o
vetor area A; é usado em diversos algoritmos de integracao sobre malhas, no célculo

de curvaturas discretas e na determinacao de areas nodais por médias ponderadas.

Area de Voronoi

A édrea de Voronoi associada a um né 7 em uma malha triangular é construida
a partir da subdivisao das faces incidentes a esse né em regioes menores, de forma
que cada ponto da superficie pertenga ao vértice mais préoximo. Essa subdivisao é
obtida por meio dos circuncentros dos triangulos, que sao os pontos equidistantes
dos tres vértices de cada face.

Em cada triangulo incidente ao né i, a regiao de Voronoi correspondente ¢ deli-
mitada pelos segmentos que conectam o circuncentro aos pontos médios das arestas
adjacentes a i. A uniao dessas pequenas regioes em torno do né forma o poligono

de Voronoi local.

tl/ I\t2

Q,

Figura 2.5: Triangulo I JK inscrito em uma circunferéncia de centro C'; mostrando

os vetores tangentes t; e ty e os pontos médios m; e ms.
A area circuncéntrica de um triangulo fornece uma forma geométrica direta

de calcular a contribuicao de cada face para a area de Voronoi de seus vértices.

Considerando o triangulo IJK, com lados opostos de comprimentos a, b e ¢, o
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circuncentro C é obtido por:

Co a?(0® +c* —a®) I+ 0 (a> + 2 — ) I + A(a® + V¥ — K
o a2(B2+ 2 —a?) + b2(a2 + 2 — b2) + 2(a? + b2 — ¢2)

(2.8)

onde I, J e K sao as posig¢ao dos vértices do triangulo. Essa expressao representa uma
média ponderada das posicoes dos vértices, garantindo que C esteja equidistante de

LJeK.

A partir do vértice I, definem-se os vetores tangentes as arestas incidentes:

-~ J-—1 ~ K-1I
tlz—, tQZT (29)

v 1 2 irega iv
Os vetores t; e ty apontam na direcao das arestas I.J e IK, respectivamente, e
possuem modulo igual a metade do comprimento de cada uma.

Em seguida, sao definidos os vetores que conectam o circuncentro C aos pontos

médios das arestas correspondentes:

143 1+K
ml—c—%, fﬁz—c—+T (2.10)

Cada vetor my, aponta do ponto médio da aresta para o circuncentro.
A area circuncéntrica associada ao vértice I dentro do triangulo [JK
¢ entao dada por:

1 - ~
Acirc = 5 (tl X Iill + t9 X ﬁlg) (211)

Essa formulacao fornece uma forma vetorial e geométrica de determinar a subarea
correspondente ao vértice I, preservando a orientagao local da malha.
A soma das areas circunceéntricas associadas a todos os triangulos incidentes a

um vértice resulta na area de Voronoi desse vértice:

AVoronoi = Z Acirc (212>
JENI

O uso do circuncentro garante que as fronteiras entre regioes de Voronoi sejam
perpendiculares as arestas da malha, assegurando consisténcia geométrica. Para
triangulos agudos, o circuncentro estd contido na face, e a definigao é direta; en-
tretanto, em triangulos obtusos, o circuncentro situa-se fora da face, o que motiva
o uso da corregao de area para o tridngulo obtuso como correcao, conforme

proposto por Santos [4].
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De acordo com Meyer [3], uma outra forma de calcular a drea de Voronoi corres-

pondente ao né ¢, pode ser feita diretamente por:
1 2
Ai = é Z (COt Qij + cot BZ]) ”Vz — Vj” (213)
JEN1(1)
onde «;; e f3;; s@o os angulos opostos a aresta (7, ) nos dois triangulos adjacentes

(ver Figura [2.6)), e Ni(7) é o conjunto de nés do primeiro anel de vizinhanga de 1.

Figura 2.6: Configuracao geométrica local associada a aresta (i,j) utilizada no
célculo da area de Voronoi discreta. Os angulos «;; e 3;; correspondem aos angulos
opostos a aresta (7,j) nos dois triangulos adjacentes. O poligono tracejado repre-
senta o anel de 1-vizinhanca do vértice 1.

Fonte: Adaptado de Meyer (2003) [3].

Correcao de Area para o Triangulo Obtuso

Para lidar com triangulos obtusos, emprega-se a corregao de area conforme
proposto por Santos [4], que combina a defini¢ao de Voronoi com subdivisoes trian-

gulares.
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Figura 2.7: Triangulo obtuso IJK e seu circuncentro C, marcado com um ponto
vermelho fora dos limites do tridngulo. A drea de Voronoi para este triangulo excede
a area total do triangulo quando calculada para todos os trés vértices. A area
calculada usando as arestas conectadas ao angulo obtuso causa a distorcao.

Fonte: Adaptado de Santos (2024) [4].

A figura exemplifica um triangulo obtuso IJK. Entao, para cada triangulo

t incidente ao né ¢ da malha, a contribuicao é definida como:

(

Acire, se t é agudo;
Acire, para I =i, se t é obtuso em I;
At =
c 4 ,
= (A — Agire), para J =i, se t é obtuso em I;
c
b . ,
= (A; — Acire), para K =1, se t é obtuso em I.
\ C

A area total associada ao né i é entao obtida por:

Acorrigida = Z Af (214)
)

teT(i
onde T'(7) é o conjunto de triangulos incidentes ao no i.

Essas diferentes definicoes de area permitem adaptar o modelo discreto as pro-
priedades geométricas da superficie analisada. Em particular, as areas de Voronoi e
mistas sao preferidas para o calculo de operadores diferenciais discretos, enquanto
as areas baricéntricas sao mais comuns em aplicacoes de suavizacao, renderizacao e

reconstrucao de malhas.
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2.3 Estudos Relacionados: Métodos de Estima-
tiva de Curvatura em Malhas Poligonais

De modo geral, os métodos de estimativa de curvatura em malhas triangulares
podem ser organizados em duas grandes familias: métodos discretos, que aproxi-
mam diretamente operadores ou quantidades diferenciais sobre a malha, e métodos
baseados em ajuste local ou reconstrugao de superficie, nos quais se apro-
xima localmente uma superficie suave para entao extrair suas grandezas geométricas.
Essa divisao aparece de forma explicita, por exemplo, em Razdan e Bae [13], que
distinguem métodos discretos e continuos, e em Zhihong et al. [14], que classificam
as técnicas em métodos de ajuste de superficie ou discretos. Em classificacoes mais
detalhadas, contudo, alguns autores refinam essa organizacao e separam uma ter-
ceira classe associada a estimagcao do tensor de curvatura, como em Gatzke e Grimm
[15, 16]. Ainda assim, em uma visdo mais ampla, essa terceira linha pode ser en-
tendida como uma especializacao dos métodos discretos, pois também busca obter
quantidades diferenciais diretamente a partir da estrutura discreta da malha, sem

reconstruir explicitamente uma superficie.

2.3.1 Meétodos Discretos para Estimativa de Curvatura

Entre os trabalhos fundamentais na linha de métodos discretos, Meyer et
al. [3] apresentam uma formulagdo unificada para a aproximacao de quantidades
geométricas de primeira e segunda ordem em malhas triangulares arbitrarias, inclu-
indo vetor normal, curvaturas média e Gaussiana, curvaturas principais e direcoes
principais. O desenvolvimento baseia-se em uma combinagao entre elementos fini-
tos e volumes finitos, interpretando essas quantidades como médias espaciais locais
sobre a vizinhanca imediata do vértice. No caso da curvatura média normal H(x),
os autores obtém a conhecida formulacao cotangente,

1

)™ S Kt

Z (cot aj + cot Bij)(x; — xj),
JENL(?)

em que o; e f3;; sao os angulos opostos a aresta (z;,z;) e Ay é uma area local mista
associada ao vértice. Essa expressao ¢ particularmente relevante para o presente

trabalho porque mostra que a discretizacao do operador Laplace—Beltrami depende
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explicitamente da geometria local da triangulagao, incorporando angulos e areas
associadas aos vértices, e nao apenas sua conectividade. Além disso, Meyer et al.
interpretam essa construcao como uma quadratura local das curvaturas normais ao
longo das arestas do 1-anel, o que refor¢a a conexao entre o operador discreto e a
geometria diferencial da superficie.

No contexto do processamento geométrico, Desbrun et al. [I7] mostram que a
escolha do operador laplaciano discreto afeta diretamente a estabilidade numérica e
a fidelidade geométrica de algoritmos aplicados a malhas irregulares. Em particular,
os autores contrastam operadores geometricamente ponderados com discretizagoes
uniformes simples, entre elas o chamado operador umbrella, no qual cada vértice
¢ atualizado a partir de uma média uniforme de seus vizinhos imediatos. Trata-
se, portanto, de uma discretizacao essencialmente combinatéria, que desconsidera
informagoes geométricas mais refinadas, como angulos e areas locais. Segundo os
autores, esse tipo de aproximacao pode induzir distor¢oes geométricas e comporta-
mento numérico inadequado em malhas irregulares, motivando o emprego de ope-
radores dependentes da escala local e mais consistentes com a geometria da trian-
gulagao. Embora o foco do trabalho seja a suavizacao de malhas, suas conclusoes
sao importantes para a estimativa de curvatura, pois reforcam que o desempenho
de operadores discretos depende fortemente da qualidade da malha e da adequacao
da discretizacao a geometria local.

Essa limitagao estrutural é tratada de forma tedrica por Wardetzky et al. [18],
que demonstram que nao existe um Laplaciano discreto capaz de satisfazer simul-
taneamente, em malhas triangulares gerais, todas as propriedades desejaveis her-
dadas do caso continuo, como simetria, localidade, precisao linear, positividade e
convergeéncia. Esse resultado fornece uma interpretacao unificadora para a diver-
sidade de operadores propostos na literatura: diferentes discretizacoes preservam
diferentes subconjuntos de propriedades, de acordo com a aplicacao visada. Para
o presente trabalho, essa andlise é especialmente importante porque esclarece que
métodos baseados no operador Laplace-Beltrami envolvem compromissos tedricos
inevitaveis, o que ajuda a interpretar diferencas de desempenho observadas entre
malhas e geometrias distintas.

Em complemento, Xu [19] investiga diversos esquemas de discretizacao do ope-
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rador Laplace-Beltrami sobre superficies trianguladas e estabelece resultados de
convergencia sob condigoes geométricas especificas. O autor mostra que a validade
assintotica desses operadores depende nao apenas da expressao algébrica adotada,
mas também de hipoteses sobre a triangulacao e sobre o regime de refinamento
considerado. Além disso, os experimentos numéricos indicam que operadores com
suporte local mais amplo tendem a apresentar maior robustez diante de perturbacoes
de alta frequéncia. Esse ponto é particularmente pertinente para este trabalho, pois
sugere que o tamanho da vizinhanc¢a pode influenciar de maneira decisiva a qualidade
da estimativa de curvatura, questao que também motiva a analise de vizinhancas
ampliadas no método AQFC.

Uma formulagao particularmente relevante nesse contexto é a de Bobenko e
Springborn [20], que propéem um operador Laplace-Beltrami discreto para su-
perficies simpliciais baseado na triangulacao intrinseca de Delaunay. Os autores
mostram que essa construcao depende apenas da geometria intrinseca da superficie
e produz pesos positivos, superando duas limitacoes classicas da formulacao co-
tangente em triangulacoes arbitrarias: a possivel ocorréncia de pesos negativos e
a dependéncia da triangulacao extrinseca adotada. Para a presente revisao, esse
trabalho é importante porque evidencia que diferentes discretizagoes do operador
Laplace-Beltrami nao se distinguem apenas por custo computacional, mas também
por propriedades geométricas fundamentais, como intrinsecidade, positividade e con-
sisténcia com a métrica da superficie.

Outra vertente relevante entre os métodos discretos concentra-se na estimagcao lo-
cal do tensor de curvatura. Taubin [2I] propoe um método para estimar, em vértices
de superficies poliédricas, o tensor de curvatura a partir de matrizes simétricas defi-
nidas por férmulas integrais, recuperando curvaturas principais e diregoes principais
por meio de autovalores e autovetores. Além de sua formulacao conceitualmente
elegante, o método apresenta complexidade linear em tempo e memoria, o que con-
tribuiu para sua ampla difusao na literatura. J& Theisel et al. [22] introduzem uma
abordagem baseada nas normais dos vértices, na qual cada triangulo da malha é tra-
tado de forma independente para produzir uma funcao suave do tensor de curvatura
no interior da face. Em vez de estimar curvaturas apenas nos vértices, os autores

constroem uma estimativa por triangulo a partir da interpolagao linear da geometria
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e das normais, aproximando localmente a variacao da normal sobre a superficie.

Rusinkiewicz [23], por sua vez, propoe um método eficiente por diferencas finitas
para estimar curvaturas e derivadas de curvatura em malhas triangulares irregula-
res. Um dos aspectos mais relevantes do trabalho ¢ a discussao explicita sobre o
papel da vizinhanga local: vizinhancas pequenas tendem a preservar melhor os de-
talhes geométricos em dados limpos, enquanto o aumento da vizinhanca suaviza as
estimativas e reduz sua sensibilidade ao ruido, ao custo de introduzir borramento da
curvatura. Essa analise é particularmente importante porque mostra que a escolha
da vizinhanca nao é apenas um detalhe implementacional, mas um fator central na
precisao e na robustez dos estimadores.

No contexto do presente trabalho, essa literatura destaca dois pontos centrais.
Primeiro, o método baseado em Laplace—Beltrami se insere em uma tradicao conso-
lidada de operadores discretos locais, computacionalmente eficientes e geometrica-
mente bem fundamentados. Segundo, a prépria literatura mostra que tais operado-
res e estimadores discretos sao sensiveis as propriedades geométricas da malha, ao
tipo de discretizacao adotada e a extensao da vizinhanca considerada, o que torna
particularmente pertinente compara-los com abordagens baseadas em reconstrugao

local da superficie, como o AQFC.

2.3.2 Métodos Baseados em Ajuste Local e Reconstrucao

de Superficies

A segunda grande familia de métodos formula a estimacao de curvatura como
um problema de reconstrugao ou aproximacao local da geometria suave subjacente a
malha. Nessa perspectiva, a superficie é aproximada, em uma vizinhanca do ponto
de interesse, por uma representacao continua, como um polinomio, uma superficie
quadrética, uma superficie implicita ou um patch paramétrico (trecho local de su-
perficie descrito por uma parametrizacao). As quantidades diferenciais sdo entao
calculadas a partir da superficie ajustada, e nao diretamente da malha original.

Entre os trabalhos cldssicos dessa linha, Hamann [24] propoe a aproximagcao
das curvaturas principais em superficies trianguladas a partir do ajuste local, em
minimos quadrados, de um polinomio bivariado quadratico. A construcao parte da

representacao local da superficie como o grafico de uma funcao bivariada, de modo
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que as curvaturas sejam inferidas a partir da superficie ajustada, e nao diretamente
da malha triangular. A relevancia desse trabalho esta em estabelecer de forma clara
a ligacao entre ajuste local de superficies quadraticas e estimacao diferencial em
malhas.

Em continuidade, Cazals e Pouget [25] formulam a estimagao de quantidades di-
ferenciais como um problema geral de ajuste de jatos osculadores — isto é, expansoes
polinomiais locais truncadas que preservam a informagcao diferencial da superficie
até uma dada ordem. Os autores mostram que um jato de ordem n contém toda a
informacao diferencial até essa ordem e que, em particular, as quantidades de curva-
tura podem ser recuperadas a partir do jato de segunda ordem. Na forma de Monge,
em que o eixo normal e as direc¢oes principais estao alinhados com o sistema local, os
coeficientes quadraticos da expansao determinam diretamente as curvaturas princi-
pais. Essa formulacao fornece um embasamento teérico mais robusto para métodos
de ajuste polinomial local, além de explicitar questoes numéricas relevantes, como
o condicionamento do sistema de ajuste.

Nessa mesma linha, Razdan e Bae [I3] propoem um método baseado no ajuste
de superficies de Bézier biquadraticas para estimar curvaturas em malhas triangu-
lares. Os autores argumentam que essa representacao oferece maior flexibilidade
geométrica do que os ajustes quadraticos explicitos e permite incorporar equagoes
de suavizagao, o que pode ser vantajoso em dados ruidosos ou triangulagoes irregula-
res. Assim, o trabalho evidencia que, mesmo dentro da classe dos métodos de ajuste
local, a escolha da representacao da superficie aproximante influencia diretamente
a estabilidade e a qualidade da estimativa.

Ja Petitjean [26] apresenta uma revisao abrangente sobre métodos de recuperagao
de quédricas em malhas triangulares, situando a estimacao local de curvatura em um
contexto mais amplo de recuperacao geométrica, segmentagao e engenharia reversa.
O autor destaca o papel central das superficies quadraticas — como esferas, cilindros,
cones, elipsoides e paraboloides — como modelos geométricos simples e recorrentes
em problemas de reconstrucao e descricao de forma. Para a presente revisao, esse
trabalho é importante porque mostra que o ajuste local de superficies nao constitui
apenas uma estratégia numérica para calculo de curvatura, mas integra uma tradigao

mais ampla de modelagem geométrica baseada em aproximagcoes analiticas locais.
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Uma formulagao particularmente relevante para o presente trabalho é a das su-
perficies implicitas. Goldman [27] retine expressoes fechadas para curvatura média
e curvatura Gaussiana de superficies definidas implicitamente por F(z,y,z) = 0,
mostrando como essas grandezas podem ser obtidas diretamente a partir do gra-
diente e da Hessiana da funcao implicita. O autor também explicita a relacao en-
tre formulagoes paramétricas e implicitas, o que torna o trabalho conceitualmente
importante para a interpretacao de métodos que recorrem a representagoes locais
continuas da superficie. Para esta revisao, sua principal contribuicao esta em forne-
cer uma base analitica clara para o cdlculo de quantidades diferenciais em superficies
representadas de forma implicita.

Como exemplo de abordagem intermediaria entre ajuste local e métodos dis-
cretos, Mao et al. [14] propoem um método de estimacao de curvatura baseado em
triangulos definidos por vértices e normais nodais, no qual cada face triangular plana
é interpolada por um patch triangular cubico de Bézier. A curvatura é inicialmente
computada por triangulo e, em seguida, agregada nos vértices por média ponde-
rada das faces adjacentes. Essa formulacao é relevante para esta revisao porque
mostra que o uso explicito de normais nodais pode enriquecer a reconstrucao local
da geometria sem recorrer diretamente a um ajuste local em minimos quadrados,
situando-se em uma faixa intermedidria entre discretizacao direta e reconstrucao
local parametrizada.

Para este TCC, o ponto central dessa literatura é que métodos baseados em ajuste
local tendem a capturar de maneira mais direta a geometria suave subjacente da
superficie, mas sua precisao e estabilidade dependem criticamente da representagao
adotada para a superficie aproximante, do condicionamento numérico do problema
e da extensao da vizinhanca utilizada. FEssa observacao oferece sustentagao tedrica

direta para a analise do AQFC com diferentes anéis de vizinhanca.

2.3.3 Comparagao entre Métodos, Robustez e Sensibilidade
a Vizinhanca

A literatura comparativa mostra que nao existe um estimador de curvatura uni-
versalmente superior em todos os cendrios. Gatzke e Grimm [I5, [16] realizam

comparagoes sistematicas entre diferentes métodos e mostram que o desempenho
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depende de fatores como a geometria da superficie, a resolucao da malha, a regula-
ridade da triangulagao, a valéncia local (niimero de arestas incidentes a um vértice)
e o ruido presente nos dados. Em particular, os autores observam que métodos
discretos sao computacionalmente atraentes, mas sua sensibilidade a ruido, valéncia
e irregularidade da malha limita sua confiabilidade em triangulacoes menos regu-
lares. Em contrapartida, métodos baseados em ajuste local com vizinhangas mais
amplas tendem a apresentar melhor desempenho global, embora com maior custo
computacional e sem ganho de precisao garantido para vizinhancas excessivamente
grandes.

Essa mesma linha de raciocinio aparece em Rusinkiewicz [23] e é aprofundada
por Kalogerakis et al. [28], que discutem explicitamente a robustez da estimativa
frente a ruido, amostragem nao uniforme e valores discrepantes. Os autores mostram
que operadores classicos de 1-anel funcionam adequadamente em malhas bem con-
dicionadas, mas deixam de ser robustos quando a tesselagao é irregular ou ruidosa.
Também argumentam que operadores com regioes de suporte maiores tendem a ser
mais estaveis, porém podem propagar extremos de curvatura além de fronteiras de
feicao e introduzir suavizagao excessiva. Como resposta a esse problema, propoem
uma formulagao robusta baseada em reponderacao iterativa e adaptagao automatica
da vizinhanga efetiva.

Estudos comparativos diretamente alinhados ao desenho experimental deste tra-
balho podem ser encontrados em Surazhsky et al. [29] e Magid et al. [30]. Surazhsky
et al. comparam cinco algoritmos de estimativa de curvatura e suas modificagoes em
malhas triangulares obtidas como tesselagoes de superficies NURBS sintéticas (Non-
Uniform Rational B-Splines — superficies paramétricas geradas artificialmente para
teste, com geometria de referéncia conhecida), confrontando os resultados com os
valores analiticos das superficies de origem. Os autores mostram que o desempenho
depende da grandeza geométrica considerada: o ajuste paraboloidal apresentou os
melhores resultados para curvatura média, enquanto o esquema baseado em Gauss—
Bonnet, no qual a curvatura Gaussiana é estimada a partir do defeito angular na
vizinhanga do vértice, se destacou na estimativa da curvatura Gaussiana. J4 Magid
et al. ampliam essa analise para incluir também dados provenientes de varredura,

confirmando que diferentes algoritmos respondem de maneira distinta conforme a
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superficie, a discretizacao e o tipo de dado disponivel. Além disso, mostram que,
em superficies sintéticas, tanto o método de ajuste paraboloidal quanto o esquema
de Gauss—Bonnet apresentam comportamento convergente com o refinamento da
malha. Em conjunto, esses estudos reforcam a ideia de que nao ha um método
universalmente superior e sustentam diretamente a proposta deste trabalho de com-
parar métodos distintos em diferentes geometrias e niveis de refinamento.

Em uma perspectiva mais recente, Kronenberger, Wirjadi e Hagen [31] apresen-
tam uma comparacao empirica entre estimadores de curvatura aplicados a imagens
volumétricas e malhas triangulares, avaliando qualidade e custo computacional em
geometrias com representagao analitica conhecida. Os autores concluem que, em es-
cala comparavel de discretizagao, os métodos baseados em malha tendem a permitir
estimativas mais precisas, embora o desempenho em tempo dependa da densidade
superficial da geometria considerada. Para o presente trabalho, esse resultado é re-
levante por reforcar a competitividade das abordagens baseadas em malha quando
se dispoe de superficies trianguladas de boa qualidade geométrica.

No caso dos operadores do tipo Laplaciano, Sorkine [32] destaca que sua im-
portancia no processamento geométrico nao decorre apenas do cédlculo de curvatura,
mas do fato de codificarem informacao diferencial local de forma linear e eficiente,
sustentando tarefas como edi¢cao de malhas, suavizacao, compressao e interpolacgao.
Ao mesmo tempo, a autora distingue formulacoes puramente topoldgicas de discre-
tizagoes geométricas, como as ponderacoes cotangentes, mostrando que diferentes
defini¢oes do operador Laplaciano incorporam diferentes informagoes sobre a malha.
Essa observacgao é particularmente relevante aqui, pois reforca que a qualidade de
um método baseado em Laplace—Beltrami depende nao apenas da teoria continua
subjacente, mas da construgao discreta especifica empregada.

Finalmente, Vasa et al. [33] mostram, em um experimento amplo com dife-
rentes tipos de malhas e estimadores, que nenhuma abordagem fornece resultados
confidveis em todas as situacoes. A partir dessa constatacao, os autores investigam
estatisticas de malha que permitam antecipar qual estimador tende a apresentar
melhor desempenho em determinado conjunto de dados e propoem inclusive um
meta-estimador baseado nessa ideia, isto é, um procedimento que seleciona automa-

ticamente, com base em propriedades da malha, qual estimador de curvatura tende
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a ser mais adequado para cada caso. Essa contribuicao é particularmente impor-
tante porque reforca a interpretacao de que a escolha do estimador nao pode ser
dissociada das propriedades da malha sobre a qual ele opera.

Em sintese, a literatura comparativa converge para quatro dimensoes principais
de avaliacao: acurdcia em relacao a solucao analitica, robustez a ruido, sensibilidade
a irregularidade da malha e custo computacional. Para o presente trabalho, essa
sintese é especialmente importante porque mostra que a comparacao entre AQFC
e Laplace-Beltrami nao deve ser interpretada apenas como confronto entre dois
valores de curvatura média, mas como comparacao entre duas estratégias distintas
de discretizacao da geometria diferencial, ambas sensiveis, em graus diferentes, a

qualidade da malha e a escala local de informacao.

2.3.4 Qualidade de Malha e Influéncia da Discretizacao

A literatura sobre qualidade de malha fornece um complemento essencial a dis-
cussao anterior, pois mostra que o desempenho de métodos numéricos nao depende
apenas da formulagao matematica empregada, mas também da qualidade geométrica
da discretizagdo sobre a qual essa formula¢ao opera. Knupp [34] organiza métricas
de qualidade em um arcabouco algébrico baseado na matriz Jacobiana do elemento
e em matrizes relacionadas, mostrando como essas métricas podem ser construidas,
classificadas e analisadas de forma unificada. Um aspecto importante dessa for-
mulacao é o uso de um elemento de referéncia ideal, em relagao ao qual a qualidade
do elemento real pode ser avaliada por meio de propriedades geométricas codificadas
na Jacobiana.

Em uma visdo mais ampla, Sorgente et al. [35] mostram que a no¢ao de qua-
lidade de malha depende inevitavelmente do contexto de aplicacao e da finalidade
da discretizagao. Os autores apresentam uma revisao abrangente de indicadores
geométricos, algébricos e orientados ao desempenho numérico, distinguindo ainda
medidas locais e globais de qualidade. Também destacam que esses indicadores sao
usados nao apenas para avaliar malhas existentes, mas também para orientar pro-
cessos de geracao, refinamento e otimizacao de malhas. Para o presente trabalho,
essa perspectiva é importante porque reforca que tamanho de elemento e qualidade

geométrica sao aspectos relacionados, mas nao equivalentes.
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No caso especifico de malhas triangulares, Farin [36] discute medidas de forma
associadas a proximidade de um triangulo em relacao a configuracao equilatera,
incluindo angulo maximo, angulo minimo, razao entre circunradio e inradio e me-
didas de alongamento. J& Shewchuk [37] mostra que algoritmos de refinamento
de Delaunay permitem controlar simultaneamente limites angulares, comprimentos
de aresta, cardinalidade da malha e gradacao entre elementos pequenos e grandes,
sendo por isso particularmente relevantes em aplicacoes de interpolagao, elementos
finitos e volumes finitos. Em conjunto, essas contribuicoes reforcam que refinamento
e qualidade de malha nao sao sinonimos: uma malha mais refinada pode continuar
geometricamente desfavoravel se a forma dos elementos permanecer inadequada.

Para a estimativa de curvatura, essa conclusao tem implicacao direta. Em dis-
cretizacoes baseadas no operador Laplace-Beltrami, pesos geométricos e areas as-
sociadas aos vértices tornam a estimativa sensivel a forma dos triangulos e a regu-
laridade da triangulacao. J& em métodos de ajuste quadratico local, a distribuicao
espacial dos pontos da vizinhanca influencia tanto o condicionamento numérico do
problema quanto a fidelidade da superficie reconstruida. Assim, a anélise dos erros
observados neste trabalho deve considerar que parte deles pode decorrer nao apenas
da formulacao do estimador, mas também da maneira como a malha representa a
superficie continua subjacente.

Em sintese, a literatura mostra que a avaliacao de métodos de estimativa de
curvatura em malhas triangulares deve considerar conjuntamente pelo menos quatro
fatores: a formulacao do método, a escala da vizinhanca, a qualidade geométrica da
malha e o refinamento da discretizacao. Essa conclusao fornece base tedrica direta
para a proposta deste trabalho, que compara um método baseado em operador
discreto e um método baseado em ajuste quadratico local em diferentes superficies

analiticas, niveis de refinamento e extensoes de vizinhanga.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1 Caracterizacao da Pesquisa

Este trabalho caracteriza-se como uma pesquisa aplicada, de abordagem quan-
titativa e natureza computacional. O estudo consiste na implementacao e avaliacao
comparativa de métodos numeéricos para estimativa da curvatura média em malhas
triangulares, sendo eles: o ajuste quadrético algébrico (Algebraic Quadric Fitting
Curvature — AQFC) e a discretizacdo FEM do operador Laplace-Beltrami (LB).

As geometrias analiticas consideradas neste estudo tiveram suas malhas triangu-
lares geradas com o software livre Gmsh [38]. A partir dessas malhas, foi utilizado
o método AQFC, proposto por Makovnik e Chalmoviansky [9], para estimar a cur-
vatura média em todos os vértices da malha triangular. O método AQFC foi inte-
gralmente implementado em Python por meio de cédigo desenvolvido pelo préprio
autor deste trabalho.

Além da formulacao original, foi investigada a influéncia da ampliacao da vizi-
nhanca utilizada no ajuste quadratico local, considerando vizinhancas de um, dois
e trés anéis de vértices adjacentes, com o objetivo de analisar o impacto dessa es-
tratégia na precisao das estimativas de curvatura.

Para fins de comparagao, foi utilizada a estimativa de curvatura baseada na
discretizacao do operador Laplace—Beltrami, conforme a formulacao apresentada
por Santos [4].

As implementagoes foram realizadas utilizando bibliotecas cientificas da lingua-

gem Python, como NumPy e SciPy. Os resultados foram processados e exportados
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no formato VTK (Visualization Toolkit), permitindo a visualizacao dos campos de
curvatura e das métricas de erro no software ParaView.

A validacao dos métodos foi conduzida por meio da comparacao entre as estima-
tivas numéricas e os valores analiticos de referéncia das geometrias com curvatura
conhecida (esfera, elipsoide, toro e cilindro). Os erros foram quantificados a par-
tir da diferenca entre a curvatura estimada e a curvatura analitica, considerando
diferentes niveis de refinamento de malha.

Adicionalmente, métricas de qualidade dos elementos triangulares foram utiliza-
das para investigar a influéncia da distor¢ao geométrica no erro numeérico e subsidiar

uma proposta preliminar de abordagem hibrida entre os métodos avaliados.

3.2 Configuracao experimental

Os experimentos foram realizados em quatro geometrias: uma esfera (r = 0.5),
um elipsoide (a = 10.0 , b = ¢ = 4.0), um toro (R = 0.5, r = 0.4) e um cilindro
(r = 0.5 e L = 2.0), como pode ser observado na figura [3.1]

Para cada geometria, através do software Gmsh, criaram-se cinco malhas com
diferentes graus de refinamento, a partir da variagao do parametro h que é o compri-
mento médio das arestas do elemento triangular. Vale ressaltar também que para a
geometria do elipsoide, outras malhas foram geradas utilizando um novo cédigo para
criacao da geometria no Gmsh, ja que o primeiro apresentou uma distorcao significa-
tiva em um certo ponto da malha. O novo método corrigiu a distor¢ao e melhorou a
regularidade dos elementos. Essa reconstrucao foi denominada ”elipsoide 2” para
diferenciacao. A malha original foi mantida nos testes por apresentar resultados

comparativos relevantes com a nova versao, sendo chamada de ”elipsoide 1” .
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(a) Esfera (r = 0.5)

A
Y . v

(¢) Toro (r = 0.4, R = 0.5) (d) Cilindro (R = 0.5, L = 2.0)

Figura 3.1: Geometrias Analisadas

Na figura [3.2] abaixo, segue uma demonstragao comparativa de malhas geradas
com cada método. Onde é possivel observar que no elipsoide 2 ha uma divisao

da malha em setores, o que facilita para a uniformizagao de seus elementos, e que

algumas pequenas distorcoes concentram-se nas jungoes desses setores.

(a) Malha do elipsoide 1 com h = 0.2 (b) Malha do elipsoide 2 com h = 0.65

Figura 3.2: Comparagao entre dois métodos de criagao para as malhas do elipsoide
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3.3 Meétodos Utilizados

Nesta secao, sao discutidas as bases tedricas dos métodos utilizados para a es-
timativa de curvatura em superficies. Sao apresentados, em detalhes, o método de
Ajuste Quadratico Local de Curvatura (AQFC) e o método baseado no operador

Laplace-Beltrami (LB), destacando suas formulagoes e principios fundamentais.

3.3.1 Ajuste Quadréatico Local de Curvatura (AQFC)

O método Algebraic Quadric Fitting Curvature (AQFC), proposto por Makovnik
e Chalmoviansky [9], insere-se na classe de métodos que estimam a curvatura a partir
do ajuste local de uma superficie continua a geometria discreta da malha.

Neste trabalho, adota-se a denominagao Ajuste Quadrdatico Local de Curvatura
(AQFC) como tradugao livre do termo original, mantendo-se, contudo, a mesma
formulacao proposta pelos autores.

Mais especificamente, o método ajusta localmente uma superficie quéadrica
implicita a uma vizinhanga do vértice de interesse, utilizando os vértices e suas
normais associadas. Os coeficientes da quédrica sao determinados por meio da mi-
nimizac¢ao simultanea das distancias algébricas ao quadrado e dos desvios entre as
normais de entrada e o gradiente da superficie ajustada. A curvatura é entao esti-
mada como a curvatura da superficie ajustada, avaliada na projecao ortogonal do

vértice sobre a quadrica. A seguir, descrevem-se as etapas do procedimento.

1. Selecao da Vizinhanca e Dados de Entrada:

Seja (V, n) o vértice-normal processado da malha, onde V representa a posigao
e n a normal associada. Para esse vértice, define-se uma vizinhanca N com-
posta por um certo nimero de vértices adjacentes, cada um acompanhado de

sua respectiva normal (V;,n;) parai=1,...,m.

2. Ajuste Quadratico:

O método consiste em ajustar localmente uma superficie quadratica que apro-

xima a geometria da malha na vizinhanca N.

(a) Definicao da Superficie Implicita:
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A superficie implicita é definida como o conjunto de nivel nulo de uma

funcao quadratica ¢ : R* — R, dada por:

q(r,y,2) = an®® + agny® + azzz® + apry + a3z

+ a93yz + a14% + a4y + a342 + Ayy (3.1)

onde ajq,...,as sao coeficientes a serem determinados. Assim, a su-

perficie implicita Z(q) é

2(q) = {(z,y,2)" €R*|q(w,y,2) =0} (3.2)

(b) Formulagao do Problema de Minimos Quadrados:
Para ajustar a superficie quadratica a vizinhanga N = {(V;,n;)}",,
define-se a funcao objetivo que combina:
e Os termos correspondentes as distancias algébricas ao quadrado pon-
deradas ¢(V;)? entre os vértices V; e a superficie Z(q);
e Os desvios entre os gradientes da func¢ao quadratica Vq(V;) e as nor-

mais de entrada n;.

Essa funcgao é dada por:

flarn, ..., au) = Z (Ww Q(V;‘)Q + Wn, ([T — VQ(V;)HQ) (3.3)

=1
onde os pesos wy, e wy,, sao escolhidos de forma a dar maior importancia

aos pontos proximos a V' e a conformidade das normais. No artigo, os

autores adotam os seguintes pesos:

1
Wy, = m (34&)
10~
Yni = T (3.4b)
]l il

e

3. Resolucao do Sistema Linear:
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Como a funcao f é quadratica em relacao aos coeficientes, seu minimo global
ocorre onde todas as derivadas parciais se anulam. Assumindo que a Hessiana
é positiva, determinam-se os coeficientes resolvendo o sistema

of

8aij

(a11,...,a44) =0, paral <i<j<4 (3.5)

A resolucao deste sistema linear fornece os valores de aq1, ..., ass que melhor

ajustam a superficie local a vizinhancga N.

. Superficie Implicita:

Apés a determinacao dos coeficientes a;;, a funcao quadratica ¢ define impli-
citamente uma superficie Z(q), que representa a aproximacao local da malha

na vizinhanga considerada.

. Calculo da Curvatura:

Uma vez que os coeficientes a;; sao determinados para cada ponto V' da malha,

a curvatura média H pode ser estimada pela seguinte equacao:

(V)T H V) s(n, V) — s, V)2 (L (p(V)
"= sl V)P - 39

onde H, denota a matriz Hessiana da fungao quadratica ¢q. Para a funcao

definida em ({3.1)), essa matriz é constante e dada por

[ 0% 0%¢ 0% ]
0x? Oxdy 0x0z 2011 a1z a3
0%q 0%¢ 0%q
H = = 3.7
q ayax ayz ayaz a2 20’22 a23 ( )
0%q 9*q @ a3 Qg3 2as3
| 02z0x 020y 022 |

e s(n, V) corresponde ao gradiente de ¢ em p(V'), com comprimento corrigido

pela norma de n, dado por:

oy Yal(V)
s(m, V) = ] (33)

(VDI

e p(V) é o ponto da superficie implicita Z(q) que mais se aproxima do ponto

original V| que pode ser expresso por:

V)= in ||V —W]|. 3.9
p(V) = arg min [V —1V]| (3.9
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A curvatura nao é avaliada diretamente no vértice V', mas em sua projecao or-
togonal p(V') sobre a quéadrica ajustada. Essa escolha é adotada no método original
porque p(V') pertence a superficie implicita Z(q), de modo que o gradiente Vq(p(V'))
nao sofre a distorcao associada ao deslocamento entre o vértice da malha e a su-
perficie ajustada. Como as expressoes da curvatura média e da curvatura Gaussiana
envolvem poténcias da norma do gradiente no denominador, erros nessa quantidade

podem ser amplificados quando a avaliagao é feita fora da superficie ajustada.

3.3.2 Laplace—Beltrami (LB)

Como método de comparacgao, adota-se a discretizacao do operador Laplace—
Beltrami por meio da formulac¢ao em elementos finitos (FEM ), conforme apresentada
por Santos [4].

Inicialmente, consideremos uma superficie suave e fechada I' C R?, parametri-
zada pelo vetor posicao x.

Definimos o espaco:
Ve=H'D)"={v=(v1,...,v0n) 0, € H(D), Vi=1,...,m} (3.10)
onde H*(T') é o espago de Sobolev definido sobre a superficie, dado por:
HYT') = {v € L*T): Ve LQ(F)?’} (3.11)

sendo Vv o gradiente tangencial a superficie I'.

O espaco L*(T") é definido como:

L) = {v T — R,/Fv? dl < oo} (3.12)

um espago de dimensao infinita, caracterizado pela integral de Lebesgue sobre I'.
Note que Vr = H'(I')™ é o produto cartesiano de m espagos H'(I'). Como a
superficie I" é fechada, tem-se OT" = (), ndao havendo necessidade de impor condi¢oes
de contorno.

No contexto do operador Laplace-Beltrami, toma-se m = 3, de modo que as
fungoes vetoriais x (vetor posicao) e as fungoes teste w pertencem a Vr = H'(T')3.

Por simplicidade, denotamos V' = H'(T)3.
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Sobre essa superficie, o operador Laplace—Beltrami é utilizado para relacionar a

geometria da malha ao vetor curvatura:
C(x) = kn = Vx =V, (V,x), (3.13)

em que X é o vetor posicao dos pontos da superficie, V denota o operador gradiente
sobre superficies, n é o vetor normal unitdario e x representa a curvatura escalar
associada ao vetor curvatura.

Para obter uma formulacao adequada a discretizacao numérica, aplica-se a forma
fraca do operador, obtida por integracao por partes na superficie, o que reduz a
ordem diferencial. Considerando uma funcao teste vetorial w € V e integrando

sobre I', tem-se:

— / Vix - wdl = /st : Vswdll —/ (Vex-w) -nd(0l). (3.14)
r r or

Como as superficies consideradas sao fechadas (9I' = (), o termo de contorno é
nulo. Assim, a formulacao variacional consiste em encontrar x € V tal que, para
todo w € V:

/vix cwdl = — / Vex: Vowdrl. (3.15)
r r

A discretizacao é realizada em cada elemento triangular da malha interfacial.
Para isso, introduz-se inicialmente um sistema de coordenadas locais bidimensional
no plano do triangulo. No método de Galerkin, tanto as coordenadas do elemento
quanto as fungoes teste sao representadas pelas mesmas fungoes de forma lineares.

Para um elemento genérico, escrevem-se as aproximacoes:

3 3
[L':fo]\/'i, y:nyNi, (316)
=1 =1

onde N; séo as fungoes de forma lineares do triangulo e (2, yf) sdo as coordenadas
nodais do elemento no sistema local bidimensional. De forma analoga, as fungoes
teste sao representadas pelas mesmas funcgoes de forma, conforme a formulacao de

Galerkin adotada:
we=» Nj,  w,=» N (3.17)

Substituindo essas aproximagoes na forma fraca, o termo envolvendo os gradien-

tes superficiais passa a ser escrito em termos dos produtos das derivadas das funcoes
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de forma nas duas diregoes locais do elemento. Dessa forma, obtém-se uma expressao

envolvendo integrais do tipo:

/stzvswdrz/( aNiaNjJr 3Nz‘3Nj+ 8NiaNj+ 8NiaNj>dP,
r r

i Or Ox i Oy Oy Yi Jxr Ox vi dy Oy
(3.18)

evidenciando que a discretizacao depende diretamente das derivadas das fungoes de
forma nas coordenadas locais do triangulo. Para simplificar a notacao, definem-se

os termos elementares:

ON;: % dl’ c

- [N, 0N,
CES N r al’ al’

— —2dr, 3.19
mm r ay 8y ( )

cuja soma define o operador Laplace—Beltrami discreto no elemento:
C = ng + 07777' (320)

Os termos cg¢ e ¢, representam, portanto, as matrizes que compoem o operador
Laplaciano do elemento triangular linear. Embora a notacao utilize os indices £ e
n para identificar as duas dire¢oes tangenciais locais do elemento, as derivadas sao
escritas em relacao a x e y, que representam as coordenadas locais bidimensionais
no plano do triangulo.

Entretanto, esse operador C' é inicialmente definido em um sistema de coorde-
nadas locais e, por isso, nao pode ser aplicado diretamente a superficie inserida no
espaco tridimensional. Torna-se necessaria uma transformacao entre o sistema bi-
dimensional local do elemento e as coordenadas cartesianas globais da malha. Para
um triangulo genérico com vértices i, j e k, define-se inicialmente a direcao tangente
unitaria &:

X]'—Xi

= (3.21)

I — x|
ao longo de uma das arestas do triangulo. A segunda direcao tangente unitaria 7,
ortogonal a & e contida no plano do triangulo, é:

n = (x5 — %) X (% — %)) X (x5 — %)
1[(x; = i) x (%1 —x3)] x (x5 — x3)||-

(3.22)

Nessa construcao, o primeiro produto vetorial gera um vetor normal ao plano do
triangulo e o segundo gera um vetor perpendicular a essa normal e a direcao &,

permanecendo, portanto, no plano do elemento.
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Uma vez definida essa transformacao geométrica, o operador discreto pode ser
aplicado separadamente as coordenadas cartesianas nodais da malha, produzindo os

componentes do vetor curvatura:
C(X) - (Oﬂw Oy7 CZ)? Oa: = OZE, Cy - Cy; Oz = OZ, (323)

em que x, y e z representam os vetores das coordenadas cartesianas nodais.

A magnitude do vetor curvatura discreto é entao:

C(x), = /C2 + C2 +C2, (3.24)

Para obter valores nodais consistentes, a magnitude do vetor curvatura deve ser
dividida pela drea associada a cada nd. Assim, a curvatura escalar nodal é obtida

por:

(3.25)

em que A; é a area nodal associada ao no i.
Como neste trabalho a comparagao entre métodos é realizada em termos de
curvatura média, usa-se a relacao k = 2H. Desse modo, a curvatura média nodal

pode ser escrita como:
C(x);
24,

O célculo da drea nodal é tratado separadamente por Santos [4], sendo baseado

H =

(3.26)

na area de Voronoi associada ao vértice e incluindo uma correcao especifica para
triangulos obtusos, de forma a evitar que a drea atribuida ao né ultrapasse a area
do elemento quando o circuncentro se localiza fora do triangulo. Esse procedimento
foi reproduzido na Segao [2.2.3|

Dessa forma, o método de Laplace-Beltrami empregado neste trabalho estima
a curvatura média a partir da aplicagao do operador discreto a geometria nodal da

malha superficial, seguida da normalizacao pela area nodal correspondente.
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3.4 Procedimentos Metodolégicos

Nesta segao descreve-se como foram implementados computacionalmente os

métodos AQFC [3.3.1, LB |3.3.2] assim como outras funcgoes necessarias para os

calculos da curvatura média em cada vértice da malha.

3.4.1 Pré-processamento: Calculo de Vizinhancas e Nor-
mais

Antes de calcular a curvatura, o algoritmo realiza etapas de pré-processamento
para determinar as vizinhancas dos ndés e suas normais. A funcdo Build_-
Neighborhoods identifica os nés vizinhos de primeira, segunda e terceira ordem, bem
como os elementos (triangulos) adjacentes a cada né. A fungao Calculate Normals
calcula as normais para cada vértice a partir de contribui¢oes normalizadas das suas

respectivas faces pertencentes.

Calculo das Normais

1. Para cada face triangular da malha, a normal em cada ponto da face é calculada

usando o produto vetorial entre suas arestas adjacentes.

2. A normais calculadas sao unitarizadas e entao somada as normais de cada um

dos seus respectivos vértices que compoem a face.

3. Apds iterar por todas as faces, cada vértice terda acumulado a soma das normais

de suas faces adjacentes.

4. Finalmente, o vetor normal de cada vértice é normalizado (dividido por seu

moddulo) para se tornar um vetor unitério.

Algoritmo 1 Célculo dos Vetores Normais

1: procedure CALCULATE NORMALS(V, IEN)
2: >V é uma lista com as coordenadas (z,y, z) de cada vértice.
3: > [EN é a matriz de conectividade, uma lista de triangulos, onde cada face

é uma lista de 3 indices de vértices.
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4: npoints <— nimero de vértices

5: Normals < inicializar vetor de npoints vetores (0,0,0)
6: for cada elemento e em IEN com vértices vy, v9,v3 do
7 arestays < V|ve] — Vvy]
8: arestays <— V{vs] — V]vy]
9: normal_face < ProdutoVetorial(aresta,s, aresta;s)
normal_face
10: normal_face <
||normal_facel|
11: Normals[vy] <= Normals[vi] + normal_face
12: Normals|vs] <= Normals[ve] + normal_face
13: Normals|vs] <= Normals[vs] + normal_face

14: end for

15: for i de 0 até (npoints — 1) do

N ls|t
16: Normalsli] + TTas SM
|| Normalsli]||

17: end for

18: return Normals

19: end procedure

Obtencao das Vizinhancgas

1. Percorrer todas as faces (elementos) da malha para construir:

e alista de elementos incidentes a cada vértice (faces que contém o vértice);

e a vizinhanca de 1? ordem: o conjunto de vértices conectados diretamente

por aresta (vizinhos imediatos).

2. A partir da vizinhanga de 1* ordem (conjuntos), construir a vizinhanga de
22 ordem como a uniao das vizinhancas de 1* ordem dos nés da 1% ordem,

removendo os nés que ja pertencem & 12 ordem e o préprio nd.

3. Da mesma forma, construir a vizinhanca de 3% ordem como a uniao das vi-
zinhancas de 1* ordem dos nds da 2% ordem, removendo os nés das ordens

inferiores e o proprio no.

4. Recomenda-se usar conjuntos enquanto constréi vizinhangas (evita duplica-
tas e torna a logica de uniao/intersecao direta). Ao final, converte-se cada

conjunto em lista.
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Algoritmo 2 Célculo de Nés e Elementos Vizinhos

1: procedure BuiLD NEIGHBORHOODS(/FEN)

2:

3:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22:

23:

24:

25:

26:

27:

28:

29:

> [EN : Matriz de Conectividade

num_vertices < max(IEN) + 1 > Nimero total de vértices
Inicializar nos_vizinhos[i| < []| para i =0, ..., num_vertices — 1
Inicializar elementos_vizinhosli] <— || para ¢ = 0, ..., num_vertices — 1

for cada elemento elemento com indice elem_idx em IEN do
elem_nodes < lista dos nds de elemento
for cada n6 no em elem_nodes do
Adicionar elem_idx em elementos_vizinhos[no
for cada outro_no em elem_nodes do
if outro_no # no e outro_no nao estd em nos_vizinhos[no| then
adicionar outro_no a nos_vizinhos[no)
end if
end for
end for
end for

vizinhos_geral <— cépia de nos_vizinhos > 12 ordem pronta

— Construcao da 22 vizinhanga —
Inicializar lista vizinhos_segundo_geral
for i = 0 até (num_vertices — 1) do
primeiro < conjunto(vizinhos_geralli])
segundo <— conjunto vazio
for cada j em primeiro do
sequndo < segundo U vizinhos_geral[j]
end for
sequndo <— sequndo — primeiro
Remover ¢ de segundo
Adicionar lista(segundo) em vizinhos_segundo_geral

end for
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30:

31:

32:

33:

34:

35:

36:

37:

38:

39:

40:

41:

42:

43:

44:

45:

46:

47:

48:

— Construgao da 32 vizinhanga —

Inicializar lista vizinhos_terceiro_geral

for i = 0 até (num_vertices — 1) do

primeiro <— conjunto(vizinhos_geralli])

segundo <— conjunto(vizinhos_segundo_geralli])

terceiro_ordem <— conjunto vazio

for cada v2 em segundo do

terceiro < terceiro U vizinhos_geral[v2]

end for

terceiro <— terceiro — primeiro

terceiro < terceiro — sequndo

Remover 7 de terceiro

Adicionar lista(terceiro) em vizinhos_terceiro_geral

end for
return (elementos_vizinhos,

vizinhos_geral,

vizinhos_segundo_geral,

vizinhos_terceiro_geral)

end procedure
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3.4.2 Ajuste Quadréatico Local de Curvatura (AQFC)

Esta se¢ao descreve a formulagao matematica do método AQFC e a forma como
ela foi implementada neste trabalho, incluindo a construcao do sistema linear associ-
ado ao ajuste da quadrica e a aplicacao do método de otimizacao para a determinagao

da curvatura.

1. A Funcao Objetivo

A fungao objetivo f a ser minimizada para cada n6 V é um somatério sobre
os seus m vizinhos (V;, n;). Esta funcdo acumula dois termos: um referente a
distancias algébricas quadréaticas ponderadas entre os vértices da vizinhanca
e a superficie implicita Z(q) e outro aos desvios ponderados entre os gradi-
entes da quadrica ajustada e os vetores normais associados aos vértices da

vizinhanga.

A funcao f é dada por:

Onde:

o V;, = (x;,v;, 2;) s@o as coordenadas do i-ésimo né vizinho.
o n; = (Nig, Niy, Niz) € a normal do i-ésimo né vizinho.

® Wy, € Wy, sao os pesos associados aos termos de vértice e normal, respec-
tivamente. Estes pesos sao calculados entre o né central e o né vizinho,

sendo:
oy = e (IV=Vil)

L_LHQ)
IR

Wy, = 10_46_(‘

7

e a;; sao 10 coeficientes da quadrica que queremos encontrar.
A quéadrica é definida por:

q(x,y,2) = a1+ agy” + a3z 2’ + 190y + 1372 + Agzy 2 +a14T + Aoy +azaz+agy
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2. Expressando ¢(V;) e V¢(V;) em Termos dos Coeficientes

Para facilitar a derivacdo, expressamos ¢(V;) e Vq(V;) como fungdes lineares

dos coeficientes a;;.

(a) Representacao de ¢(z,y, z)
A funcéo da quéadrica ¢(z,y, z) pode ser reescrita como um produto esca-
lar entre um vetor de termos polinomiais ¢(x, y, z) e o vetor de coeficientes
a:
Q(xa Y, Z) = C(.Z', Y, Z) ta
Onde:
o c(x,y,2) = [z%y% 2% 2y, vz, y2, 2,9y, 2,1] é um vetor linha de 1x10.

— T =2
® a4 — [an,agg,a33,a12,a13,a23,a14,a24,a34,a44] ¢ o vetor coluna de

10x1 dos coeficientes.

(b) Representacao de Vq(z,v, 2)
O gradiente de ¢(z,y, z) é um vetor de trés componentes, cada uma sendo

a derivada parcial de ¢ em relagao a x, y e z, respectivamente:

% 20117 + a1y + @137 + a1
Vq(z,y,2) = g—g = |2a2y + @127 + a3z + ag
% 2a332 + a13% + a3y + 34

Podemos expressar Vq(z,y, z) em forma matricial como o produto de

uma matriz G(z,y, z) (3x10) e o vetor de coeficientes a (10x1):
Vq(z,y,2) = G(z,y,2) - a

Onde G(z,y, z) é dada por:

20 0 0 y 2 01 00O
Gr,y,2)=10 2y 0 z 0 2 01 0 0
0 0 220 2y 0010

3. Minimizando a Fungao Objetivo: Derivadas Parciais
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Para encontrar os coeficientes a;; que minimizam f, calculamos a derivada
parcial de f em relagao a cada coeficiente a (onde k varia de 1 a 10, corres-
pondendo aos 10 coeficientes) e igualamos a zero. Isso nos dard um sistema

de 10 equagoes lineares para os 10 coeficientes.

of _

— =0
Gak

Aplicando a regra da cadeia a funcao f:

0 (D D 0
e = 2 (0 00) g = a2 ) =0
Expandindo os termos:

e Termo do Vértice:

(o) = 20(V) A

Como ¢(V;) = ¢(V;)-a, a derivada de ¢(V;) em relacdo a ay é simplesmente

0 k-ésimo elemento do vetor ¢(V;), que denotamos por ¢; .

dq(V;)

= Cik
3ak

Portanto, o termo do ponto se torna:

QW\@Q(W)Ci,k

e Termo da Normal:

Seja R; = n; — Vq(V;). Queremos derivar ||R;||> = R; - R;.

(= Va()IR) = 20m=Va(V)) o (~V(1i)) = —2m= V() L)

Como Vq(V;) = G(V;) - a, a derivada de Vq(V;) em relagdo a a; é a

k-ésima coluna da matriz G(V;), que denotamos por G, .

IVq(V;)

8ak ok
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Portanto, o termo da normal se torna:

—2wy, (n; —Vq(Vi)) - G

Combinando os termos e dividindo por 2 (que nao afeta a solucao, pois estamos

igualando a zero):

Z wy,q(Vi)cir — wny(ni — Vq(Vi)) - Gix) = 0

=1

Substituindo ¢(V;) = ¢(V;) - a e Vq(V;) = G(V;) - a:

Z wy; (¢ a)ci — wn,(ni —G(Vi)-a)-Gix) =0

=1
Rearranjando para agrupar os termos que dependem de a de um lado e os

termos independentes do outro:

> (wi(e(V) - a)eip + wn, (G(Vi) - a) - Gig) = Y woni - Gy,
i=1 =1

Esta equacao representa a k-ésima linha do nosso sistema linear Az = b.

. Montagem do Sistema Linear Az = b

O sistema linear Az = b é formado por uma matriz A (10x10) e um vetor b

(10x1), onde = é o vetor de coeficientes a que buscamos.

(a) Construgao da Matriz A

A matriz A é a soma das contribuicoes de cada vizinho 7 para cada termo

da funcao objetivo. Cada termo é uma matriz 10x10.

A= 37 (i (e(V)e(Vi)) + wn, (GA)TGV))

i=1

Onde:

e c(V;)Tc¢(V;) é o produto externo do vetor ¢(V;) por ele mesmo, resul-

tando em uma matriz 10x10.
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e G(V;))TG(V;) é o produto da transposta da matriz G(V;) (10x3) pela

prépria matriz G(V;) (3x10), resultando em uma matriz 10x10.

(b) Construgao do Vetor b

O vetor b é a soma das contribuicoes de cada vizinho ¢ para o lado direito
da equacao, que contém apenas os termos independentes dos coeficientes

a.

b= wy,(G(Vi) ny)
i=1
Onde:

e G(V;)Tn; é o produto da transposta da matriz G(V;) (10x3) pelo vetor

normal n; (3x1), resultando em um vetor 10x1.

5. Otimizacgao para Projecao do Ponto

Apds a determinacao dos coeficientes da quadrica, obtém-se uma funcao
implicita ¢(x,y, z) = 0 que define uma superficie quadrética ajustada aos pon-
tos da vizinhanca. Como essa superficie é obtida por um processo de ajuste, ela
nao necessariamente interpola os pontos V;, e, em particular, o ponto central

V' nao pertence, em geral, a superficie Z(q).

Dessa forma, as propriedades geométricas devem ser avaliadas em um ponto
pertencente a superficie ajustada. Para isso, determina-se o ponto p(V') cor-
respondente a projecao ortogonal de V' sobre a quadrica. A utilizacao do ponto
projetado p(V') é fundamental para evitar erros na avaliacdo das quantidades
geométricas, uma vez que o calculo direto no ponto V introduziria distorcoes
no gradiente da funcao implicita, as quais sao amplificadas nas expressoes de

curvatura.

Entao o préximo passo é encontrar o ponto p(V'), que é o ponto da superficie
ajustada que estd mais proximo do ponto V' da malha. Isso é feito através de

um problema de otimizagcao:
min [V —p(V)|I* sujeitoa ¢(p(V)) =0
P
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Em outras palavras, substitui-se os coeficientes a;; locais na equagao , 0 pro-
blema é restrito a condigao ¢(x,y, z) = 0 e o método de otimizagao deve realizar
suas iteragoes buscando os valores de (z,y, z) que satisfazem esta condi¢ao. O
ponto inicial para a otimizagao é o préprio ponto central V' e os valores encon-

trados serao as coordenadas do ponto p(V).

Método de Otimizacao: Sequential Least Squares Programming

(SLSQP)

O método utilizado foi o SLSQP (Sequential Least Squares Programming)
que é um algoritmo de otimizagao nao linear que lida com fungoes objetivo e
restricoes que podem ser nao lineares. Ele é particularmente adequado para
problemas de otimizacao de pequena e média escala com restricoes de igualdade
e desigualdade. O SLSQP opera em uma abordagem iterativa, onde a cada
iteragao, o problema nao linear original é aproximado por uma sequéncia de
problemas de programagao quadratica (QP) ou programacao linear (LP), que

sao mais faceis de resolver. Os passos gerais do ‘SLSQP* incluem:

(a) Imicializagao: Comega com um ponto inicial zy (no nosso caso, o ponto

central V).

(b) Linearizagao: Em cada iteracgao, a funcao objetivo e as fungoes de res-
tricao sao linearizadas em torno do ponto atual. Isso transforma o pro-

blema nao linear em um problema de programagao quadrética (QP) local.

(c) Resolugao do QP: O problema QP linearizado é resolvido para encon-

trar uma direcao de busca dy.

(d) Busca Linear: Uma busca linear é realizada ao longo da direcao dj, para
encontrar um novo ponto z,,1 que melhore a funcao objetivo e satisfaca

as restrigoes, ou pelo menos reduza a violacao das restrigoes.

(e) Atualizagao: O ponto é atualizado, e o processo se repete até que um
critério de convergéncia seja satisfeito (por exemplo, o gradiente da funcao
objetivo é préximo de zero e as restricoes sao satisfeitas dentro de uma

tolerancia).

Uma caracteristica importante do SLSQP é sua capacidade de lidar com

restrigoes de igualdade e desigualdade, o que o torna versatil para uma ampla
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gama de problemas. No contexto deste trabalho, a restri¢ao ¢(Py) = 0 é uma
restricao de igualdade crucial para garantir que o ponto projetado esteja na

superficie da quadrica.

. Calculo da Curvatura Média

A curvatura média H é calculada no ponto projetado p(V') usando a férmula
para superficies implicitas, que depende do gradiente Vq e da matriz Hessiana

H, da quadrica.

Primeiramente, é calculado o vetor s(n, V'), que é o gradiente Vq(p(V')) rees-

calado pelo médulo da normal do né central ||n||:

Va(p(V))

s V) = I g

A matriz Hessiana H, ¢ a matriz das segundas derivadas parciais de ¢, que é

constante para uma quadrica:

211 a2 a3
Hq: a1z 2a ags

a3 a3 2as3

A curvatura média H é entao calculada pela férmula:

g — S V)TH,(p(V))s(n, V) — [Is(n, V)||* tr(H, (p(V)))
2|ls(n, V)II?

onde tr(H,) é o trago da matriz Hessiana.

Pseudocodigo AQFC

Algoritmo 3 Pseudocddigo AQFC — Calculo de Curvatura via Ajuste Quadratico

1: // Defina as fun¢oes numéricas ¢, Vq e H(q)

2:

procedure q(z,y, 2, a) > Calcula o valor da quadrica ¢(z,y, z) dados os

coeficientes a

return a[0] 2% + a[l] y* + a[2] 2% + a[3] zy + a[4] 2 + a[5] yz + a[6] x +

al7] y + a[8] z + a[9]
: end procedure
procedure Vq(z,y, z,a) > Calcula o vetor gradiente de ¢(x,y, z) dados os

coeficientes a
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6: dg-dx < 2al[0]z + a[3]y + a[4] z +

7 dg-dy < 2all]y + a[3] x + a[5] z + a[7]

8: dq-dz < 2a[2] z + a[4] x + a[5] y +

9: return [dq_dz, dq_dy, dq_dz]

10: end procedure

11: procedure Hq(a) > Calcula a matriz Hessiana de ¢(z,y, z) dados os
coeficientes a

12: d2q_dz2 < 2 a[0]

1

2]

13: d2q_dy2 < 2a]
14: d2q-dz2 < 2a]
15: d2q_dzdy + al[3]
16: d2q_dxdz < al4]
17: d2q_dydz < a[5]

d2q_dx2 d2q_dxdy d2q-dxdz
18 H<« |d2q.dedy d2q.dy2  d2q.dydz

d2q_dxdz d2q_dydz d2q_dz2
19: return H

20: end procedure
21: // Cédigo Principal

22: procedure AQFC_curVvATURE(V, neighbors, normals)

23: > V: Coordenadas (x,y, z) dos Vértices V
24: > netghbors: Lista com os nés vizinhos
25: > normals: Lista com as normais
26: n <— normals

27: for cada né V do

28: Inicialize a matriz A (10x10) e o vetor b (10x1) com zeros
29: A < 019x10

30: b <+ 019

31: for cada vizinho V; de V do

32: Calcule os pesos wy; € wy,

33: w_Vi«exp (— ||V — Vi[]*)

34: wni < 107" exp ( — = T ‘2)

35: Defina o vetor ¢(V;) e a matriz G(V;)
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36: c(V 1) < [xi?, yi?, 2

27 0 0 wyi z 0 1 0 0 0

, TiYi, xizi, yizi, xi, yi, zi, 1.0]

37 GVi)«<~ |0 2yi 0 xi 0 2z 01 0 0
0 0 2z 0 2z y2 0 0 1 O
38: Acumule as contribuicoes em A e b:
39: A+ A+ wy, (e(V)Te(Vy)) + wn, (G(VH)TG(V;))
40: b b+ w,, (G(Vi)Tn;)
41: end for
42: Resolva o sistema linear Az = b para obter os coeficientes a
43: Defina a funcao restri¢ao ¢(z, y, z,a) = 0 usando os coeficientes a encon-
trados
44: Utilize um algoritmo de otimizagao para encontrar o ponto da superficie

que satisfaga a restrigao e utilize o ponto original V' como chute inicial.

45: Armazene o ponto encontrado PV.
46: Calcule a curvatura média H usando Vq e Hq com os coeficientes a
4T: // Célculo da curvatura média H
48: grad_at_PV <+ Vq(PV[0], PV[1], PV[2],a)
49: norm_grad < ||grad_at_PV||
n|| grad_at_PV L . .
50: 54— Illg > vetor s na dire¢ao do gradiente normalizado
norm_grad
51: hess_num < HESS_Q_FUNC_NUMERIC(a)
59: H < sT hessnums —  ||s||? trace(hess_num)
' 2 [|s]3
53: Armazene a curvatura média calculada H.

54: end for
55: return Curvatura H para cada ponto da malha.

56: end procedure
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3.4.3 Operador Laplace-Beltrami Discreto (LB)

O cbdigo implementa numericamente a teoria apresentada em [3.3.2] aplicando
o operador Laplace-Beltrami discretizado sobre uma malha triangular definida por
um conjunto de vértices (X,Y, Z) e pela matriz de conectividade (IEN). O objetivo
¢ obter a curvatura média em cada vértice da malha.

A formulacao segue a discretizagao por elementos finitos, onde a curvatura é
aproximada a partir da multiplicacao do operador Laplaciano pela posicao dos
vértices. Além disso, uma etapa adicional foi incorporada para corrigir as areas
de influéncia em triangulos obtusos, conforme sugerido em [4], garantindo maior

precisao numeérica.

1. Construcao da Matriz Laplaciana e Areas de Influéncia:
O algoritmo percorre todos os triangulos da malha para calcular:
(a) Matriz do Laplaciano local: Para cada triangulo, é construida uma
matriz 3 X 3 usando projecoes vetoriais das arestas no plano local.

(b) Areas de influéncia locais: Sao calculadas as dreas mistas de Voro-

noi/baricéntricas associadas a cada vértice do triangulo.

(c) Corregao para tridngulos obtusos: Caso o triangulo seja obtuso, as

areas de influéncia sao ajustadas proporcionalmente as arestas, conforme

visto em [2.2.3l

(d) Armazenamento em formato de tripletos: As entradas das matri-
zes locais sao armazenadas no formato (i, j, valor), que posteriormente é

usado para montar a matriz Laplaciana global esparsa.
2. Aplicagao do Operador e Céalculo da Curvatura Média:

(a) Montagem da matriz global: A partir dos tripletos, constrdi-se a

matriz esparsa global K.

(b) Aplicagao do operador: O operador é aplicado aos vetores de coorde-

nadas (X,Y, Z) dos vértices:

k, = -KX, k,=-KY, k, =-KZ
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(¢) Magnitude do vetor de curvatura: A magnitude do vetor resultante

5] = /K2 + k2 + k?

(d) Cdalculo da curvatura média: A curvatura média em cada vértice é

¢ dada por:

obtida por:
K
24;

onde A; é a area de influéncia do vértice 1.

(e) Determinagao do sinal: O sinal da curvatura é definido pelo produto

escalar entre o vetor de curvatura (k,, k,, k.) e a normal n no vértice:

se (k-m) >0, entdo k; < —kK;

Pseudocddigo LB

Algoritmo 4 Célculo de Curvatura Média via Laplace-Beltrami Discreto

1:

> Fungao para Area Circuncéntrica

2: procedure CALC_A(noy,noy, nos)

3:

4:

10:

11:

12:

13:

14:

Calcular lados a, b, ¢ do triangulo entre os vértices

Calcular pesos pg, ppy, P cOM:
P = a*(B* + & — a?)
pp = b*(a* + & — b%)
pe = A(a* +b* — &)

SUM <= Pa + Py + Pe

Calcular centro C' = (p,no; + pynos + penos)/sum
Calcular pontos médios mq, msy e vetores tq, ty

Py < (noy 4+ nos) /2

P53 < (noy + nos)/2

my <+ C — Pi3

my +— C — Py

dt; < ||nos — noy||

t1 < (nos — noy)/||dt1]]

dty < ||nos — no||
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15:

16:

17:

18:

19:

20:

return A

21:

22

toy t2dt2/2

end procedure

ty < (nogy — noy)/||dt2||
t1 tldt1/2

A 0.5 % (|t x ma| + [|ts x ma]))

> Céalculo da Matriz Local e Areas de Influéncia

: procedure CALCULARRIGIDEZLOCALEAREAS(V, IEN)

23:

24:

25:

26:

27:

vértices)

28:

29:

30:

31:

32:

33:

34:

35:

36:

37:

38:

39:

40:

41:

42:

43:

b < kj
bj < ik -
by < ji -
ci < kj
cj ik -

44:

45:

J1 4= nog — noq
ik < no; — nos

kj < nos — noy

pvetl < ji X 1k

- eta

eta

eta

- kst

ksi
ksi

> V' lista de coordenadas (z,y, z) dos vértices

> [E'N: matriz de conectividade (lista de triangulos com 3 indices de

K _tripletos < lista vazia
AreasIn fluencia < vetor de zeros com tamanho |V|

for cada triangulo T = (noy, nos,nos) em IEN do

> no;: coordenadas (z,vy, z) dos vértices do triangulo

ksi <— Normalizar(ji)

pvet2 <— pvetl X ji

eta < Normalizar(pvet2)

> Componentes geométricos

area <— 0.5 x |pvet]]]

> Areas circuncéntricas de cada vértice

a; < CALC_A(noy, noy, nos)
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46:

47:

48:

49:

50:

51:

52:

53:

54:

55:

56:

57:

58:

59:

60:

61:

62:

63:

64:

65:

66:

67:

68:

69:

70:

71

72:

73:

74:

75:

as < CALC_A(nos, nos, noy)
az < CALC_A(nos, noy,nos)
> Correcao para triangulos obtusos
if (a1 + as + a3) > area then
> Comprimento das arestas
la < [k
1b < K]
le < |
Corrigir area para os dois vérticies que estao diretamente conectados

a maior aresta a;, como:

aresta menor conectada ao vértice i
a; <

TR Y e e (area — a; da aresta de maior angulo)

end if

Somar areas para seus respectivos vértices em AreasInfluencia

> Construgao das matrizes locais
for pin [0,1,2] do
for ¢ in [0, 1,2] do
Ky < (bpyby)/(4area) > Sendo: by = b;, by = b;, by = by.
K.+ (cpcq)/(4area) > Sendo: ¢y = ¢;,¢1 = ¢, C2 = ¢y
Kiocal < Kp + K.
Armazenar p,q e Kot em K _tripletos
end for
end for
end for

return (K _tripletos, AreasIn fluencia)
end procedure
> Funcao principal
. procedure LAPLACEBELTRAMICURVATURE(V, I[EN, Normais)
> V: lista de coordenadas (z,y, z) dos vértices
> [ EN: matriz de conectividade (lista de triangulos com 3 indices de
vértices)
> Normais: vetor de normais médias por vértice

Obter K _tripletos e AreasIn fluencia pela fungao criada
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76:

7

78:

79:

80:

81:

82:

83:

84:

85:

86:

87:

88:

89:

90:

91:

92:

93:

94.:

95:

96:

97:

K < MONTARMATRIZESPARSA (K _tripletos, (numero_de V. x
numero_de_V'))

X,Y, Z < componentes de V'

Kr+ —KxX
Ky+ —KxY
Kz —-KxZ

H <+ vetor de zeros com tamanho V'
for i = 0 até |numero_de V| —1 do
Kappa < (Kx[i], Ky[i], Kz[i])
mod <— Norma(Kappa)
if AreasInfluenciali] # 0 then
K < mod/AreasIn fluencialil
else
K<+ 0
end if
> Determinacao do sinal

if ProdutoEscalar(Kappa, Normais|i]) > 0 then

K< —K
end if
HI[i] + k/2
end for
return H

end procedure
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3.5 Curvatura Analitica de Referéncia

As equacgoes conhecidas para calcular os valores analiticos das curvaturas médias

das geometrias de referéncia foram:

Esfera
Equacao da superficie:
Py =R = Fl,y2) =2+ +22-R*=0

Curvatura média:

Parametro: R =0.5

Valores extremos:

Hmin - Hmax =20

Elipsoide

Equacao da superficie:

a C a

Curvatura média:

Parametros: a =100 6=4.0 c¢=4.0

Valores extremos:

Hpin ~ 0.145 Hpox = 0.625

o8

(3.27)

(3.28)

@)1 = e () () -0 e



Toro

Equacao da superficie:

2 2
(x/xQ—i-yQ—R) +22=r = F(x,y,z)z(x/IQ—l—y?—R) + 22— =

Curvatura média:

p=a2+2

Parametros: R=0.5 r=04

Valores extremos:

Hyin = —3.750

Cilindro

Equacao da superficie:
2 2

Pyt =

Curvaturas principais:

Curvatura média:

1
H:§(I€1+/i2):—

:

= F(x,y,z):x2+y2—r2:0

K1 =

S|

2rp

2

2p—R

Hyx = 1.806

/<a2:O

1
=40
.

)

1

2r

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

Observacao: A curvatura média esta definida apenas em pontos regulares da su-

perficie, onde esta é diferencidavel. Em regides de borda, a superficie nao é suave, e

portanto nao esta definida nesses pontos.

Parametro: r = 0.5

Valores extremos:

Hpox = 1.0

29
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3.6 Meétricas de Erro

Em problemas de métodos numéricos e simulagao computacional, a avaliacao
da precisao de um método requer a comparacao entre a solucao numérica e uma
solucao de referéncia considerada exata ou analitica. Dessa forma, foram ado-
tadas trés métricas cldssicas de erro, capazes de caracterizar diferentes aspectos
da discrepancia entre as curvaturas médias estimadas numericamente e os valores
analiticos de referéncia.

Sejam kK, ; os valores estimados numericamente, x,; os valores analiticos, e NV o

nimero de pontos validos. As métricas definidas sao:

Erro Relativo na Norma [,

A norma Lo é uma das métricas mais utilizadas na anédlise de erro de métodos
numéricos, pois fornece uma medida global da discrepancia quadratica entre duas
solucoes. Em discretizacoes numéricas, a versao relativa dessa norma é frequente-

mente empregada para permitir comparagoes independentes da escala do problema.

N
Z(Kn,i /'fa,z)2
ea= | (3.38)
\ Z’ﬁzz
=1

Erro Relativo Médio

O erro relativo médio mede a discrepancia percentual média ponto a ponto entre
as solugoes numérica e analitica, o que fornece uma interpretacao direta da precisao

média local do método

1 l Kni— Ka.i
mean — 7 ik = 3.39
e DD (3.39)
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Erro Relativo Maximo

O erro relativo maximo corresponde ao maior desvio relativo observado no
dominio e esta associado a norma L.,. Essa métrica é fundamental para identi-

ficar regioes criticas onde o método apresenta pior desempenho.

K KRa,i

Kn
€max — m'aX
1<i<N /{a,i

(3.40)

Em regioes onde a curvatura analitica apresenta valores proximos de zero (|kq ;| <
£), as métricas baseadas em erro relativo tornam-se numericamente instaveis devido
a divisao por valores muito pequenos. Nesses casos, adotou-se uma das seguintes

estratégias, dependendo da analise realizada:

e utilizacao do erro absoluto;

e marcacao do valor como NaN (Not a Number), indicando que o erro relativo

nao ¢é definido naquele ponto.

A utilizacao de NaN permite preservar a consisténcia estatistica das métricas,

evitando que valores indefinidos distor¢cam as médias e os méaximos globais.
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3.7 Métricas de Qualidade da Malha

A avaliacao da qualidade da malha é uma etapa fundamental em qualquer analise
numérica baseada em elementos discretos, e quando o objetivo é estimar proprieda-
des locais de curvatura sobre uma superficie triangular, a regularidade dos elementos
que compoem a malha torna-se determinante para a confiabilidade dos métodos
empregados. Assim, o uso de métricas de qualidade permite quantificar a dis-
tor¢ao geométrica dos triangulos e identificar regioes onde o refinamento ou o uso

de métodos mais robustos de cdlculo de curvatura se faz necessario.

Razao Incentro/Circuncentro (r/R)

A razao entre o raio do circulo inscrito r e o raio do circulo circunscrito R,
comumente denotada por p, é uma métrica classica de qualidade de triangulos.
Ela quantifica quao préximo o elemento estd da forma ideal (triangulo equilatero)

[35, 34]. Para um triangulo com arestas de comprimento a, b, ¢ e drea A define-se:

b
s = %ﬂ (semi-perimetro) (3.41)
A o
r = — (raio inscrito) (3.42)
s
b
R= (Z_AC (raio circunscrito) (3.43)
r
== 3.44
P=4 (3.44)

Interpretacao:
e p = 0.5 para triangulos equildteros (melhor caso).

e p — 0 para triangulos degenerados (um angulo muito pequeno ou elemento

muito alongado).

62



Figura 3.3: Raio inscrito r e circunscrito R de um triangulo (esquema ilustrativo).

Distor¢cao Angular (Angular Skewness)

A distor¢ao angular mede o desvio dos angulos internos de um triangulo em

relacao ao angulo ideal de 60°. Uma formulacao comum é:

Qmax - ee ui ge ui emin
skew = max(lSOO — 9:11117 quui 00 ) com Gequi = 60°.

O valor varia em [0, 1]: 0 para triangulo equildtero, 1 para triangulo degenerado.

Esta métrica é explicitada em manuais de meshing e ferramentas comerciais [39].

AN =

Triangulo altamente

Triangulo equilatero et
Quadrilatero Quadrilatero altamente
equiangulo distorcido

Figura 3.4: Comparacao entre elementos equilateros e elementos distorcidos.
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Razao de Aspecto

Uma definigao pratica e simples de razao de aspecto é a razao entre a maior e a

menor aresta do triangulo:
arestamax

AR =

arestai,

Outras defini¢coes equivalentes relacionam as normais nas arestas e outras variantes
algebraicas também sao usadas na literatura de qualidade de malha [36], 40].

RAZAO DE ASPECTO RAZAO DE ASPECTO
verificagdes do comprimento das arestas razdo das arestas/normais a face

comprimento da aresta longa
comprimento da aresta curta

\ aresta longa

- aresta curta

-

o

RA =

normal mais longa
normal mais curta

RA=

Figura 3.5: Exemplos de diferentes defini¢oes de razoes de aspecto em triangulos.

Interpretacao:
e AR = 1: triangulo equildtero (ideal).

e AR > 1: elemento alongado, potencialmente problematico.

Qualidade Composta

Embora métricas individuais sejam eficazes para caracterizar aspectos especificos
da geometria dos elementos, é frequentemente conveniente dispor de um tnico escalar
que sintetize diferentes critérios de qualidade da malha. Nesse contexto, define-se
uma métrica composta baseada nas grandezas previamente introduzidas.

Sejam:

e skew: média da distor¢ao angular entre os elementos associados ao noé;
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e min(p = r/R): menor razao incentro/circuncentro entre os elementos associa-

dos ao né (destaca os piores casos);
e max(AR): maior razao de aspecto entre os elementos associados ao né;

e max(d,): desvio relativo maximo das areas dos elementos adjacentes a um né

em relacao a média local.

A grandeza ¢ é definida, para cada né i, como:

J

max(d4,) = = : (3.45)

onde A; sao as areas dos elementos vizinhos ao né e A; é a média dessas areas.

A qualidade composta é definida como:

1
1+ [maX(AR)] [1,10]

) +wy (1—[d.4] [0,1])7
(3.46)

Q = un (1—[@] [0’1])—1—102 [min(p)][0,0.5]+w3 (

onde [métricalj,y representa a limitacao dos valores de cada métrica dentro do in-
tervalo de a até b.
Os pesos w; permitem ajustar a importancia relativa de cada métrica. Neste

trabalho, foram adotados os seguintes valores:
w1, = 04, Wo = 03, W3 = 02, Wy = 01,

4
com ) . w; = 1.
A construcao da métrica garante que valores maiores de () correspondam a ele-

mentos de melhor qualidade:
e 1 —skew: penaliza alta distorcao angular, quanto menor skew melhor;
e min(p): favorece triangulos préximos do equildtero, quanto maior p melhor;
° m: reduz o impacto de elementos alongados, quanto menor AR melhor;

e 1—max(d4): penaliza a nao-uniformidade das dreas no entorno do né (se tiver
alguma area com o dobro do tamanho da média, o termo é anulado), quanto

menor ¢4 melhor.
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Para permitir a comparacao entre diferentes malhas, a métrica é normalizada

para o intervalo [0, 1]:
Q _ Qmin
Qmax - Qmin + 5’

onde ¢ é um parametro pequeno (107!?) introduzido para evitar divisao por zero.

Qnorm -

(3.47)

Interpretacao:

® (uorm = 1 para regiao da malha com boa qualidade local.

e Quorm — 0 para regiao de baixa qualidade local.
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Capitulo 4

Resultados e Discussoes

4.1 Configuracao dos Testes e Métricas de Ava-
liacao

Esta secao apresenta os resultados quantitativos da estimativa de curvatura
média em malhas triangulares por dois grupos de métodos: (i) a discretizagao do
operador Laplace—Beltrami (LB) e (ii) o Ajuste Quadrético de Curvatura (AQFC)
com trés tamanhos de vizinhanga, definidos por k = 1,2, 3 anéis (AQFC1, AQFC2 e
AQFC3). Os métodos foram aplicados as geometrias Esfera, Elipsoide 1, Elipsoide
2, Toro e Cilindro, com diversas malhas variando do fator de tamanho de elemento
h, de modo a avaliar simultaneamente acuracia e custo computacional em funcao do
refinamento.

Nesta andlise, adotam-se como métricas principais: (a) o erro relativo na norma
Lo, por representar o comportamento global, e (b) o erro relativo méximo, por
caracterizar o pior caso local. A métrica de erro relativo médio é apresentada como
suporte a interpretacao dos resultados. As tabelas completas com informacoes das

malhas, tempos de execugao e métricas de erro encontram-se no Apéndice [B]
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Tratamento de Regioes Singulares e Valores de Referéncia

Proximos de Zero

Em geometrias com singularidades ou referéncia analitica proxima de zero, a ava-
liacao por erro relativo pode ser altamente impactada, o que gera uma necessidade
de filtrar os dados.

Assim, no toro, vértices onde havia o valor de curvatura analitica proxima a zero
(regiao onde troca a concavidade), foram marcados como zero literal e ignorados
nos calculos dos erros, como pode ser visto na tabela [B.13|

Ja para o cilindro, a analise tornou-se mais delicada, pois, nas bordas, a curvatura
tedrica tende ao infinito e esses pontos precisam ser desconsiderados na avaliacao
do erro. Como o método AQFC depende fortemente das normais e da configuragao
geométrica da vizinhanca de cada nod, os valores das normais nos nés de borda
afetam também os nds adjacentes. Assim, nao apenas os pontos de borda sao re-
movidos, mas também aqueles cuja vizinhanca utilizada no ajuste quadratico inclui
tais pontos.

Esse comportamento nao se manifesta no método baseado no operador La-
place—Beltrami, que apresenta menor dependéncia da vizinhanca. Trata-se, por-
tanto, de uma limitagao inerente ao AQFC, ja que o ajuste quadratico deixa de ser
adequado em regioes onde a superficie nao é localmente continua.

Dessa forma, para garantir uma comparagao justa, os resultados do método LB
foram salvos desconsiderando exatamente os mesmos pontos removidos nas esti-
mativas AQFC com vizinhancas equivalentes. Sao chamados de LB1, LB2 e LB3,
aqueles que consideram os mesmos pontos validos referentes ao AQFC1, AQFC2,
e AQFC3, respectivamente. O LB refere-se aos dados onde somente as bordas do
cilindro foram desconsideradas e os outros sao referentes ao seu respectivo nimero
do AQFC, de acordo com os pontos vizinhanca das bordas também ignorados. O
grafico mostra esse percentual de pontos ignorados no cilindro para cada método,
e de acordo com o refino da malha.

Ainda assim, essa filtragem teve impacto minimo nos resultados do LB, como

evidenciado nos graficos de erros que serao apresentados adiante.
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CILINDRO - Percentual de Pontos Ignorados x Malha h

T T T T T
50% [ .
E 0% | .
g 30% —
g 20% | 8
=
ch 10% _.’./.—/_.—/,. -
0% [ | | | L
0.08 0.12 0.20 0.30 0.50
Malha h
—— LB —— AQFC1/LB1
AQFC2/LB2 AQFC3/LB3

Figura 4.1: CILINDRO: Percentual de Pontos Ignorados x Malha h

4.2 Desempenho Computacional

A avaliacao do desempenho computacional dos métodos constitui etapa funda-
mental para a andlise comparativa, uma vez que a escolha de um estimador de
curvatura nao depende exclusivamente da precisao obtida, mas também do custo
associado ao seu calculo. Nesta secao, analisa-se o comportamento temporal dos
métodos Laplace-Beltrami (LB) e Ajuste Quadratico de Curvatura (AQFC) em
funcao do refinamento da malha e do tamanho da vizinhanga considerada no AQFC.

Os tempos reportados referem-se exclusivamente a etapa de calculo da curvatura
média, considerando que as normais e as estruturas de vizinhanca foram previamente
computadas. Essa padronizagao experimental permitiu maior eficiéncia na coleta dos
dados experimentais, assim como isolar o efeito da ampliacao da vizinhanca no custo
do ajuste quadratico do AQFC, evitando que o tempo de construgao das vizinhangas
interferisse diretamente na comparagao.

Ressalta-se que essa escolha tende a favorecer proporcionalmente os métodos
AQFC, uma vez que estes dependem explicitamente da definicao e manipulagao das
vizinhangas, enquanto o método LB utiliza apenas as normais previamente calcu-
ladas. Em experimentos complementares, nos quais o tempo total de execucao foi
considerado (incluindo a construgao das vizinhangas), observou-se um tempo seme-
lhante entre o LB e 0 AQFC1, enquanto o AQFC2 e AQFC3 mantiveram os mesmos

deslocamentos relativos (dos resultados apresentados) em relagao ao AQFC1.

69



Os resultados referentes ao desempenho computacional dos métodos sao apre-

sentados na Figura |4.2|

ESFERA ELIPSOIDE 1
40 I T T T ] 50 FT T T T T
40 |- .
= 30 1 =
z Z f -
20 -
2 '\ £ o0l i
] ]
F 10 |~ v\ . E 10 - —
0, I I | I 0 I
0.07 0.12 0.25 0.35 0.50 0.04 0.07 0.12 0.20 0.30
h — Element Size Factor h — Element Size Factor
ELIPSOIDE 2 TORO
40 [ T T T ] 40 F7T T T T =
—~ 30| — —~ 30 ]
& &
2 20 . 2 20} .
: :
= 10| . = 10 | -
0 I I | ] 0 I I ] I
0.17 0.25 0.45 0.65 0.90 0.07 0.12 0.20 0.28 0.45
h — Element Size Factor h — Element Size Factor
CILINDRO
40 FT T T T ™
30 -
Z
2 w0l | e LB  —e AQFCI
: AQFC2 AQFC3
= 10 | N
0L I I ] ]
0.08 0.12 0.20 0.30 0.50

h — Element Size Factor

Figura 4.2: Tempo de execugao em funcao de h para cada geometria analisada

(legenda comum aos métodos).

Para todas as geometrias analisadas, observa-se crescimento do tempo com-
putacional a medida que a malha se torna mais refinada, isto é, conforme
o fator de tamanho de elemento A diminui. Esse comportamento decorre do au-
mento no numero de vértices e elementos envolvidos no cédlculo, que, em superficies
bidimensionais discretizadas, cresce aproximadamente de forma inversamente pro-
porcional a h2.

Os perfis temporais dos métodos apresentam comportamento qualitativamente

semelhante, diferindo principalmente por fatores multiplicativos associados a com-
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plexidade local de cada estratégia. O tempo do método LB exibe crescimento re-
gular e previsivel. Embora os AQFCs acompanhem tendéncia similar, observa-se
um aumento progressivo do custo a medida que o tamanho da vizinhanca
considerada no ajuste quadratico é ampliado, devido ao maior nimero de
vértices envolvidos na montagem e resolucao do sistema linear associado ao ajuste
local.

Dessa forma, a avaliacao definitiva da eficiéncia relativa entre os métodos nao
pode basear-se exclusivamente no tempo de execucao. A andlise conjunta com os
indicadores de precisao, apresentados nas segoes seguintes, é fundamental para con-
textualizar o desempenho computacional dentro do panorama completo da com-

paracao.

4.3 Acuracia Global: Erro Relativo na Norma L2

A Figurald.3|apresenta o erro relativo na norma Lo em fungao do refino da malha,
permitindo comparar o desempenho global dos estimadores entre geometrias e niveis
de vizinhanca do AQFC.

Na esfera, os métodos AQFC2 e AQFC3 apresentam os menores erros para pra-
ticamente todos os niveis de h, enquanto o LB mantém valores variados. Outra
observacao, é que o erro do AQFC2 e AQFC3 nao reduziu com o refino da malha,
sugerindo um possivel limite de precisao numérica do método.

No elipsoide 1, o desempenho do LB deteriora-se significativamente, com er-
ros globais elevados e comportamento oscilatorio ao longo de h. Em contraste, os
métodos AQFC mantém tendéncia de redugao do erro com o refinamento, sendo o
AQFC2 o que apresenta melhor equilibrio entre estabilidade e precisao.

Quando se utiliza o elipsoide 2, que teve a malha regularizada, o método LB
torna-se mais competitivo, evidenciando sua forte dependéncia da qualidade da
triangulagao. Ainda assim, AQFC2 e AQFC3 mantém desempenho superior nas
malhas mais refinadas.

No toro, o LB apresenta erro aproximadamente constante ao longo do refina-
mento, enquanto o AQFC demonstra melhora progressiva com a reducao de h, es-

pecialmente para vizinhancas maiores. Ja no cilindro, mesmo apéds filtragem das
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Figura 4.3: Erro relativo da norma Ly em fungao de h para cada geometria analisada

(legenda comum aos métodos).
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regioes criticas, o AQFC2 e o AQFC3 apresentam erros significativamente inferiores
aos do LB.

De maneira geral, os resultados indicam que os métodos AQFC2 e AQFC3 forne-
cem maior robustez e precisao global, particularmente em malhas com irregularida-

des, enquanto o LB mostra-se mais sensivel a qualidade geométrica da discretizacao.

4.4 Acuracia Local: Erro Relativo Maximo

A Figura apresenta o erro relativo maximo, que caracteriza o pior caso local
e é especialmente informativo para avaliar sensibilidade a irregularidades, distorcoes
e regioes geometricamente criticas. Diferentemente da norma Lo, essa métrica é
dominada por picos pontuais e tende a evidenciar instabilidades localizadas.

Em todas as geometrias, o método LB apresentou os erros mais elevados e com-
portamento menos regular com o refinamento, particularmente no elipsoide 1, onde
os valores maximos atingem ordens de grandeza muito superiores aos observados
para o AQFC. Ja no elipsoide 2, observa-se redugao significativa dos picos do LB em
comparacao ao caso irregular, reforcando a relacao direta entre qualidade da malha
e estabilidade local do método.

Os métodos AQFC mostram reducao progressiva dos picos a medida que a vizi-
nhanca é ampliada. Esse comportamento esta associado ao efeito de regularizacao
implicita do ajuste por minimos quadrados, que redistribui o erro entre os elementos
vizinhos e reduz concentragoes pontuais.

Novamente, a andlise do erro maximo, sugere que o LB é mais suscetivel a insta-
bilidades localizadas, enquanto o AQFC, especialmente com vizinhancas ampliadas,

apresenta maior robustez frente a irregularidades geométricas.
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Figura 4.4: Erro relativo maximo em funcao de h para cada geometria analisada

(legenda comum aos métodos).

74



4.5 Erro Relativo Médio

A Figural[d.5] apresenta o erro relativo médio, essa métrica complementa a andlise

ao descrever o comportamento local de forma direta. Novamente, observa-se que o

aumento de vizinhanca no AQFC reduz a variabilidade do erro em geometrias mais

irregulares, enquanto o LB apresenta melhor desempenho no erro médio da esfera e

desempenho competitivo nas outras geometrias.
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Figura 4.5: FErro relativo médio em funcao de h para cada geometria analisada

(legenda comum aos métodos).
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4.6 Exemplos Visuais e Padroes Espaciais do Erro

Para complementar a analise quantitativa apresentada anteriormente, sao exi-
bidas visualizacoes no ParaView dos campos de curvatura e dos mapas de erro em
malhas representativas. Essas figuras permitem identificar padroes espaciais, lo-
calizar regioes criticas e relacionar qualitativamente o comportamento do erro as
caracteristicas geométricas da superficie e a qualidade da triangulacao.

Ressalta-se que as escalas de cores utilizadas nas visualizagoes nao sao idénticas
entre todas as comparacoes. Essa escolha foi adotada para destacar de forma mais
clara as regioes de interesse em cada caso, pois uma escala global comum poderia
reduzir o contraste e dificultar a visualizagao dos padroes espaciais do erro. Dessa
forma, a andlise das figuras deve considerar também os valores apresentados nas
barras de escala, sendo as visualizagoes utilizadas como complemento qualitativo as

métricas quantitativas discutidas anteriormente.

4.6.1 Curvaturas

Nas figuras e sao apresentadas, para cada geometria analisada,

os mapas de curvatura média em malhas com refinamento intermediario. Em cada
caso, sao exibidos lado a lado: (i) a curvatura média analitica, (ii) a curvatura média
estimada pelo operador Laplace—Beltrami e (iii) a curvatura média estimada pelo

método AQFC com dois anéis de vizinhanca.

Q0

curvatura média analitica curvatura média LB curvatura média AQFC2
2.000 2.000 2.000 2.000 2.000 2.000 1310 2.000 2462 1.947 1.980 2.000 2.020 2.044
| | | | |

Figura 4.6: Curvatura da esfera na malha com h = 0.12, comparando lado a lado: (i)
a curvatura média analitica, (ii) a curvatura média estimada pelo operador Laplace—
Beltrami e (iii) a curvatura média estimada pelo método AQFC com dois anéis de

vizinhanga.
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Qe

curvatura média analitica curvatura média LB curvatura média AQFC2
0.145 0.300 0.400 0.500 0.623 0.080 0.200 0.400 0.616 0.145 0.300 0400 0.500 0.587

Figura 4.7: Curvatura do elipsoide 1 na malha com h = 0.12, comparando lado a
lado: (i) a curvatura média analitica, (ii) a curvatura média estimada pelo operador
Laplace-Beltrami e (iii) a curvatura média estimada pelo método AQFC com dois

anéis de vizinhanca.

' & &K 4

curvatura média analitica curvatura média LB curvatura média AQFC2
0.145 0.300 0.400 0.500 0.625 0.135 0.300 0.400 0.500 0.622 0.145 0.300 0.400 0.500 0.614
|

Figura 4.8: Curvatura do elipsoide 2 na malha com h = 0.25, comparando lado a
lado: (i) a curvatura média analitica, (ii) a curvatura média estimada pelo operador
Laplace-Beltrami e (iii) a curvatura média estimada pelo método AQFC com dois

anéis de vizinhanca.
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curvatura média analitica curvatura média LB curvatura média AQFC2
-3.750 -2.000 0.000 1.806 -4.685 -2.000 0.000 1.875 -3.675 -2.000 0.000 1.812

Figura 4.9: Curvatura do toro na malha com h = 0.12, comparando lado a lado: (i)
a curvatura média analitica, (ii) a curvatura média estimada pelo operador Laplace—

Beltrami e (iii) a curvatura média estimada pelo método AQFC com dois anéis de

vizinhanga.
curvatura média analitica curvatura media LB curvatura média AQFC2
0.000 0.200 0400 0.600 0.800 1.000 -0.000 10.000  20.000 34.196 -0.000 5.000 10.000 14.664

Figura 4.10: Curvatura do cilindro na malha com h = 0.12, comparando lado a
lado: (i) a curvatura média analitica, (ii) a curvatura média estimada pelo operador
Laplace—Beltrami e (iii) a curvatura média estimada pelo método AQFC com dois

anéis de vizinhanca.
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4.6.2 Comparacao de Malhas: Elipsoide 1 x Elipsoide 2

Devido as irregularidades observadas na malha do elipsoide 1, foi necesséario
reformular o arquivo .geo com o objetivo de gerar uma nova discretizacao com
melhor qualidade geométrica dos elementos.

Para caracterizar essas diferencas, foram analisadas métricas classicas de quali-
dade de malha: razao de aspecto, razao r/R e distor¢ao angular (skewness).
Adicionalmente, considera-se neste trabalho uma métrica denominada qualidade
composta, definida a partir da combinacao ponderada das métricas anteriores.

Inicialmente, apresentam-se os mapas espaciais dessas métricas para uma malha
do elipsoide 1 e outra gerada apds a reformulacao do arquivo .geo, o elipsoide 2

Na malha do elipsoide 1 (F igura, observam-se regioes com valores elevados
das métricas de qualidade distribuidas de forma irregular ao longo da superficie.
Esse comportamento indica a presenga de elementos com elevado alongamento ou
distorcao angular, caracterizando uma triangulacao geometricamente menos uni-

forme.

razao de aspecto razio /R
1.121  1.500 2.000 2.500 3.000 3.356 0.214 0.250  0.300 0.350 0.400 0.450 0.495

— b

distorcao angular qualidade composta
0.050 0.200 0.300 0.400 0.500 0.584 0.000 0.200 0.400 0.600 0.800 1.000

—_— | | '

Figura 4.11: Malha do elipsoide 1 com A = 0.30. Métricas de qualidade da malha
plotadas lado a lado: razao de aspecto (valor ideal = 1.0), razao r/R (valor ideal =
0.5), distorcao angular (valor ideal = 0.0) e qualidade composta (valor ideal = 1.0),

respectivamente.
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Por sua vez, na malha do elipsoide 2 (Figura [4.12)), as regides de maior dis-
torcao apresentam um padrao de distribuicao espacial organizado, concentrando-se

principalmente nas interfaces entre subdivisdes da malha, como na Figura [3.2]

|
2
razio de aspecto
razao r/R

0.290
[0.250

— 0.150

[ 1.000

— 0.600

=]
o
=}
S

[

b

[=)

[=]

[=]
4o angular

|
Lt
3
(=]
qualidade composta

-~ 0.100
[ 0.050 | [ 0.200

Fa & Fa &
0.000 0.000

Figura 4.12: Malha do elipsoide 2 com h = 0.17. Métricas de qualidade da malha

istorc:

d

plotadas lado a lado: razao de aspecto (valor ideal = 1.0), razao r/R (valor ideal =

0.5), distorcao angular (valor ideal = 0.0) e qualidade composta (valor ideal = 1.0),

respectivamente.

Embora os mapas de qualidade permitam identificar essas diferencas visual-
mente, uma avaliagao quantitativa é necessaria para caracterizar de forma objetiva
o nivel de irregularidade geométrica presente em cada malha. Para esse fim, fo-
ram calculadas estatisticas globais das métricas de qualidade dos exemplos visuais

selecionados, conforme apresentado nas Tabelas [£.1] e
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,

METRICA MEDIA DP MIN P5 P50 P95 MAX

Raz&o de Aspecto 1,45686  0,19864 1,12113 1,24832 1,42675 1,70223 3,35620
Distorgdo Angular 0,17616  0,05004 0,05041 0,10207 0,17071 0,25216 0,58356
Razio r/R 0,44169  0,03260 0,21443 0,39693 0,44664 0,48133 0,49483

Qualidade Composta 0,75861  0,09706 0,00000 0,61572 0,76662 0,90048 1,00000

Tabela 4.1: Estatisticas globais das métricas de qualidade para a malha do elipsoide
1 com h = 0.30. Reportam-se média, desvio-padrao (DP), minimo, percentis (P5,

P50/mediana, P95) e maximo.

.

METRICA MEDIA DP MIN P5 P50 P95 MAX

Razdo de Aspecto 1,13316  0,14261 1,00021 1,00130 1,07555 1,40787 1,83084
Distorgdo Angular  0,05258  0,05888 0,00005 0,00053 0,02880 0,17488 0,29030
Razdo r/R 0,48634  0,02140 0,35412 0,43964 0,49776 0,50000 0,50000

Qualidade Composta  0,83092  0,18490 0,00000 0,46355 0,91015 0,99851 1,00000

Tabela 4.2: Estatisticas globais das métricas de qualidade para a malha do elipsoide
2 com h = 0.17. Reportam-se média, desvio-padrao (DP), minimo, percentis (P5,

P50/mediana, P95) e maximo.

No caso da malha do elipsoide 1, as estatisticas refletem uma condigao de maior
heterogeneidade geométrica. A razao de aspecto apresenta média de aproximada-
mente 1,46 e valor maximo de 3,36, indicando a ocorréncia de elementos relativa-
mente alongados. De modo consistente, a distor¢ao angular apresenta média de
0,176 e valor maximo de 0,584, sugerindo a presenca de regioes com pior regu-
laridade angular. A razao r/R reforca essa interpretagdo, com valor minimo de
aproximadamente 0,21, compativel com a ocorréncia de triangulos de baixa quali-
dade geométrica. Em conjunto, esses indicadores sao coerentes com o padrao visual
observado no mapa, no qual as distor¢oes aparecem distribuidas de forma irregular
ao longo da superficie.

Para a malha do elipsoide 2, as estatisticas indicam uma distribui¢ao geométrica

mais regular na maior parte da superficie. A razao de aspecto apresenta média
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de aproximadamente 1,13 e maximo de 1,83, enquanto a distorcao angular assume
média de 0,053, com valores reduzidos na maior parte dos elementos. A razao r/R
apresenta mediana proxima de 0,50, sugerindo predominancia de triangulos com boa
regularidade geométrica. De forma consistente, a qualidade composta apresenta
mediana elevada e percentil superior muito proximo de 1, indicando que grande
parte da superficie é formada por elementos com boa regularidade. Esses valores
indicam que, de modo geral, os elementos da malha apresentam melhor regularidade
geométrica, resultado consistente com o mapa correspondente.

Sob essa perspectiva, o ponto central desta andlise é evidenciar que os padroes
geométricos observados visualmente podem ser descritos de forma consistente por
meio das métricas de qualidade adotadas. Essa caracterizacao é relevante para a
discussao subsequente dos mapas de erro, uma vez que permite examinar, ainda
que qualitativamente, como regioes de maior irregularidade geométrica podem estar

associadas a maiores erros nas estimativas de curvatura.
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4.6.3 Relacao entre a Qualidade da Malha e os Erros

A andlise visual das Figuras 4.13H4.19 evidencia correlacao espacial entre as
métricas de qualidade da malha e os padroes de erro na estimativa da curvatura
média.

Na Figura , observa-se que a regiao com maior distor¢ao da razao r/R co-
incide com a regiao de maior erro absoluto no método LB. Essa correspondéncia
indica que o operador discreto é particularmente sensivel a distor¢oes geométricas

locais, refletindo diretamente a qualidade da malha na estimativa da curvatura.

R

0.300 *~
1.000

razao r,
erro absoluto LB

0.200
0.500

— 0.100

— 0.030 — 0.000

Figura 4.13: Malha do elipsoide 1 com A = 0.07: comparacao da mesma regiao am-
pliada, apresentando a razao r/R (valor ideal = 0.5) e o erro absoluto da curvatura

média calculada pelo método LB.

Essa relagao torna-se ainda mais clara ao comparar, lado a lado, os mapas de
qualidade e os mapas de erro para os diferentes métodos (Figuras e . O
erro do LB concentra-se predominantemente nas mesmas regioes onde as métricas
de qualidade indicam maior distorcao, reproduzindo padrao espacial semelhante ao

das irregularidades da malha.
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Figura 4.14: Malha do elipsoide 1 com A = 0.04: comparacao entre os mapas de
erro relativo percentual da curvatura média (LB, AQFC1 e AQFC3) e a distorcao

angular (valor ideal = 0.0).
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Figura 4.15: Malha do elipsoide 2 com h = 0.45: comparacao entre os mapas de

erro relativo AQFC1 (%)
5]
erro relativo AQFC3 (%)

erro relativo percentual da curvatura média (LB, AQFC1 e AQFC3) e a distorgao

angular (valor ideal = 0.0).
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Para o AQFC com vizinhanca reduzida, observa-se comportamento semelhante
ao do LB, porém com menor intensidade dos picos. A medida que a vizinhanca é
ampliada, os erros tornam-se espacialmente mais distribuidos, reduzindo a concen-
tragao pontual e promovendo maior estabilidade local da estimativa.

Esse efeito é evidenciado nas Figuras e [4.17], nas quais o aumento de vizi-
nhanca reduz significativamente os valores maximos locais, embora possa introduzir
uma suavizacao excessiva em regioes de variacao de curvatura acentuada, como pode

ser observado nas extremidades do elipsoide.

0.036 0.083
[ 0.030

— 0.020

— 0.010
l 0.000

—0.060

— 0.040

[ 0.020 £
0.000

emro absoluto LB
rro absolute AQF
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[0.100
— 0.080

l0.154

—0.100

AQFC3

— 0.060

!
o
=}
i
=
rro absoluto AQFC2

— 0.050
Iinlom ru l
0.000 0.000

Figura 4.16: Malha do elipsoide 1 com A = 0.30: comparacao entre os mapas de

erro absoluto

erro absoluto da curvatura média (LB e AQFC com 1, 2 e 3 vizinhangas).
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Figura 4.17: Malha do elipsoide 2 com A = 0.17: comparacao entre os mapas de
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erro relativo percentual da curvatura média (LB e AQFC com 1, 2 e 3 vizinhangas).

A Figura ilustra de forma clara o mecanismo de redistribuigao do erro
com o aumento da vizinhanga. No método LB, o erro concentra-se em um vértice
especifico. No AQFCI1, essa concentracao desloca-se ligeiramente; no AQFC2 e
AQFC3, o erro torna-se progressivamente mais difuso, distribuindo-se entre os ele-
mentos vizinhos. Além disso, pela anélise da escala de cores, observa-se uma reducao
global na magnitude dos erros a medida que a vizinhanca é ampliada, evidenciando

o efeito suavizador do aumento do dominio de ajuste.
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Figura 4.18: Malha da esfera com h = 0.07: comparacao ampliada entre os mapas
de erro absoluto da curvatura média para os métodos LB e AQFC (1, 2 e 3 vizi-
nhancas). A escala de cores (barra lateral) representa a magnitude do erro absoluto,

evidenciando a diminuicao dos valores a medida que a vizinhanga ¢ ampliada.

Esse comportamento pode ser interpretado como uma redistribuicao espacial do
erro associada ao aumento do dominio de ajuste no método AQFC. Ao incorporar
maior numero de vértices no problema de minimos quadrados, o ajuste torna-se
menos sensivel a perturbagoes locais isoladas, resultando em maior estabilidade.

Fenémeno semelhante pode ser observado no cilindro (Figura , onde o

AQFC2 apresenta erros significativamente menores e mais distribuidos do que o

LB.

87



erro absoluto LB emo absoluto AQFC2
0.000 0.020 0.040 0.060 0.080 0.103 0.000 0.002 0.004 0.006 0.007
| | | |

Figura 4.19: Malha do cilindro com h = 0.12: comparagao entre os mapas de erro

absoluto da curvatura média para os métodos LB e AQFC com 2 vizinhancas.

De forma consolidada, as evidéncias visuais confirmam que a qualidade da malha
influencia diretamente o desempenho dos estimadores.

Nesse contexto, torna-se necessario estabelecer um compromisso entre o grau de
refinamento da malha (h) e o tamanho da vizinhanca adotada no ajuste quadrético,
considerando o tipo de geometria analisada, a variacao espacial da curvatura e a
relacao entre custo computacional e precisao desejada. Em geometrias mais unifor-
mes, com variacoes suaves de curvatura, a ampliacao da vizinhanca pode ser em-
pregada sem necessidade de refinamento excessivo. Por outro lado, em regioes com
variagoes abruptas de curvatura, o refino da malha torna-se essencial, uma vez que
a simples ampliacao da vizinhanca nao é suficiente para capturar adequadamente o
comportamento geométrico local.

Sob essa perspectiva, o método LB apresenta forte correlacao entre distorgoes
geométricas e concentracao de erro, enquanto o AQFC, especialmente com vizi-
nhancas ampliadas, demonstra maior robustez frente a irregularidades locais, ao

custo de uma suavizagao progressiva do campo estimado.
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4.7 FEstudos de Sensibilidade

Com base nos resultados quantitativos e qualitativos apresentados nas secoes
anteriores, esta secao reune e interpreta, de forma integrada, os principais fatores
que influenciam o desempenho dos métodos de estimativa de curvatura analisados.
Em vez de discutir isoladamente cada grafico ou mapa, busca-se aqui sintetizar
os efeitos dos parametros mais relevantes do problema: o tamanho da vizinhanca
adotada no método AQFC, a qualidade geométrica e o nivel de refinamento da
malha.

Essa abordagem ¢é particularmente importante porque o erro numérico observado
nao depende de um tunico fator de forma isolada. Ao contrario, ele resulta da in-
teracao entre a representacao geométrica da superficie, a regularidade dos elementos,
a escala espacial capturada pela vizinhanca de ajuste e a prépria natureza do ope-
rador numérico empregado. Assim, a analise de sensibilidade permite compreender
nao apenas qual método apresenta menor erro em determinado caso, mas também
sob quais condicoes esse desempenho tende a se manter, deteriorar ou se tornar mais

robusto.

4.7.1 Sensibilidade ao Tamanho da Vizinhanca no AQFC

O tamanho da vizinhanca adotada no ajuste quadratico constitui um dos
parametros mais importantes do método AQFC, pois controla diretamente a ex-
tensao espacial da informacao geométrica utilizada na estimativa da curvatura. Em
termos praticos, o aumento do niimero de anéis de vizinhanca amplia o conjunto de
pontos empregados no problema de minimos quadrados, tornando o ajuste menos
sensivel a perturbacoes locais isoladas. Por outro lado, essa ampliagao também pode
reduzir a fidelidade do método a geometria estritamente local da superficie.

Os resultados obtidos mostram que a ampliacao da vizinhanca tende, em geral, a
reduzir a ocorréncia de picos locais de erro. Esse comportamento é evidenciado pela
anélise do grafico de erro maximo (Figura , no qual, para uma mesma malha,
os métodos AQFC2 e AQFC3 apresentam erros inferiores aos observados para o
AQFC1. Evidéncias adicionais podem ser observadas nos mapas de erro, como na

Figura|d.18, onde se nota que o AQFC com vizinhangas ampliadas produz campos de
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erro mais distribuidos espacialmente e menos concentrados em vértices especificos.
Esse efeito pode ser interpretado como uma forma de regularizagao implicita do
ajuste, uma vez que a contribui¢ao de multiplos pontos vizinhos reduz a influéncia
de flutuagoes puramente locais.

Entretanto, essa tendéncia nao implica que vizinhancgas maiores sejam sempre
preferiveis. Em diversas situacoes, observou-se que o aumento da vizinhanca pode
introduzir um efeito de suavizacao que reduz a capacidade do método de representar
com fidelidade variacoes geométricas mais acentuadas da superficie. Esse compor-
tamento pode ser observado, por exemplo, no caso do cilindro, em que, devido as
singularidades nas bordas, foi necessario ignorar nao apenas os vértices de fronteira,
mas também aqueles cujas vizinhancas inclufam tais pontos. Situacao semelhante
ocorre no toro, onde os erros globais das vizinhancas ampliadas passam a ser in-
feriores aos do AQFC1 apenas a partir de niveis intermediarios de refinamento da
malha.

Nos elipsoides, esse efeito também pode ser identificado nos mapas de erro das
Figuras e nos quais se observa uma tendéncia de concentracao dos maiores
erros nas extremidades da geometria, regioes associadas a maiores variacoes de cur-
vatura, a medida que a vizinhanga é ampliada. Além disso, ao analisar os graficos
do erro Ly (Figura , nota-se que, para as geometrias de curvatura variavel, o
AQFC3 apresenta tendéncia de superar o AQFC2 a medida que a malha se torna
mais refinada, indicando que vizinhancas maiores precisam de discretizacoes mais
finas, a depender da variacao de curvatura no local. Em outras palavras, o ajuste
passa a representar uma média geométrica sobre uma regiao da superficie, sendo
necessario um nivel de refinamento compativel com a vizinhanca considerada para
que os pontos representem adequadamente a geometria local.

Do ponto de vista quantitativo, os resultados indicam que o AQFCI1 tende a
ser mais sensivel a perturbacoes locais e, consequentemente, mais suscetivel a os-
cilagbes pontuais associadas a qualidade da malha. Por outro lado, o AQFC3, em-
bora frequentemente apresente os menores picos de erro e maior regularidade es-
pacial, também esta associado a maior custo computacional e, em alguns casos, a
suavizacao excessiva da estimativa. Nesse contexto, o AQFC2 mostrou, de modo

geral, o melhor compromisso entre estabilidade numérica, fidelidade geométrica e
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custo computacional, destacando-se como a configuracao mais equilibrada entre as
avaliadas.

Dessa forma, conclui-se que a sensibilidade do AQFC ao tamanho da vizinhanca
reflete um compromisso entre precisao geométrica e custo computacional. Em regioes
com menor variacao de curvatura, uma malha menos refinada associada a vizi-
nhancas maiores pode ser suficiente para obter estimativas estaveis e precisas, com
custo computacional relativamente reduzido. Por outro lado, em regioes com maior
variacao de curvatura, a utilizacao de vizinhancas ampliadas pode exigir niveis mais
elevados de refinamento da malha para preservar a fidelidade geométrica da estima-
tiva, o que implica aumento significativo do custo computacional. Nessas situacoes,
a adogao de vizinhangas menores pode representar uma alternativa mais eficiente,

caso o nivel de precisao requerido permita essa simplificacao.

4.7.2 Sensibilidade a Irregularidade da Malha

A qualidade geométrica da malha mostrou-se um fator decisivo na precisao dos
estimadores de curvatura, sobretudo para o método baseado no operador Laplace—
Beltrami. As comparagoes entre o elipsoide 1 e o elipsoide 2 evidenciaram de forma
clara que a regularidade da triangulagao exerce influéncia direta tanto sobre os niveis
globais de erro quanto sobre a distribuicao espacial das regioes criticas.

No caso do elipsoide 1, os mapas de qualidade revelaram a presenca de elemen-
tos mais alongados e regides com maior distor¢cao angular distribuidas de maneira
irregular ao longo da superficie. As estatisticas globais dessas métricas confirmaram
essa heterogeneidade geométrica. Em correspondéncia, os mapas de erro mostraram
que os maiores erros do método LB se concentram precisamente em regides onde
a malha apresenta pior qualidade (Figura , indicando forte correlagao espacial
entre distor¢ao geométrica e degradacao da estimativa numérica. Essa sensibilidade
também se refletiu nas métricas globais, em especial no erro maximo, que assumiu
valores muito superiores aos observados para os métodos AQFC.

A reformulagao da malha no elipsoide 2 permitiu reduzir significativamente essas
distorcoes, produzindo uma discretizacao mais uniforme. Como consequéncia, 0s
erros do método LB tornaram-se substancialmente menores e mais regulares, o que

reforca a interpretacao de que esse método depende fortemente da qualidade local
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dos elementos. Em outras palavras, o operador discreto Laplace-Beltrami mostrou
elevada sensibilidade a irregularidades geométricas da malha, sendo particularmente
afetado por triangulagoes nao uniformes ou com distorcoes locais intensas.

Os métodos AQFC, por sua vez, demonstraram maior robustez frente a esse tipo
de irregularidade. Embora também sejam influenciados pela qualidade geométrica
da malha, o uso de um ajuste local por minimos quadrados faz com que a in-
formacao de multiplos vértices contribua para a estimativa, atenuando o impacto
de perturbacoes associadas a elementos isolados de baixa qualidade. Esse compor-
tamento foi observado tanto nos graficos de erro quanto nos mapas espaciais, nos
quais os campos estimados por AQFC tendem a apresentar menor concentracao de
erro nas regioes mais distorcidas da malha em real¢ao ao LB.

Assim, os resultados mostram que a qualidade da triangulacao nao é apenas um
aspecto auxiliar da discretizagdao, mas um fator estrutural para o desempenho dos
estimadores. Em particular, o método LB é dependente da regularidade da malha,
ao passo que o AQFC apresenta maior tolerancia a distorc¢oes locais, especialmente
quando associado a vizinhancas ampliadas. Essa constatacao é relevante do ponto
de vista pratico, pois indica que, em aplicagoes nas quais nao se dispoe de ma-
lhas altamente regulares, métodos de ajuste local podem oferecer maior robustez

numérica.

4.7.3 Influéncia do Refinamento da Malha

O refinamento da malha, representado neste trabalho pela reducao do fator de
tamanho de elemento h, influencia simultaneamente a representagao geométrica da
superficie, o nimero de vértices envolvidos no calculo da curvatura e a escala espacial
sobre a qual os estimadores operam. Em principio, espera-se que o refino melhore
a aproximacao da geometria continua e, consequentemente, reduza o erro numérico.
No entanto, os resultados obtidos mostram que essa relacao nao é uniforme entre
todos os métodos e geometrias analisados.

Do ponto de vista computacional, observou-se, para todas as geometrias, au-
mento monotonico do tempo de execucao a medida que a malha se torna mais
refinada. Esse comportamento esta associado ao crescimento do ntimero de vértices

e elementos da discretizacao, o que amplia o custo total das operacoes locais de

92



estimativa de curvatura. Embora todos os métodos acompanhem essa tendéncia,
o AQFC apresenta acréscimo progressivo de custo com o aumento da vizinhanca,
pois a montagem e a resolugao do problema de ajuste local passam a envolver um
nimero maior de pontos.

Sob o ponto de vista da precisao, o refino produziu comportamentos distintos
conforme o método e a geometria considerados. Em alguns casos, como no AQFC
aplicado ao elipsoide e ao toro, observou-se redugao consistente das métricas de
erro com a diminuicao de h, indicando ganho efetivo de precisao. Em outros ca-
sos, entretanto, essa tendéncia nao se manifestou de forma monotonica. Na esfera
e no cilindro, por exemplo, os métodos com vizinhanca ampliada ja apresentavam
erros muito baixos nas malhas mais grosseiras, e o refino adicional nao resultou
em melhora proporcional, sugerindo a presenca de um limite pratico de precisao
numérica. Ja no método LB, houve situagoes em que o erro global permaneceu
aproximadamente constante com o refino ou apresentou comportamento irregular,
especialmente em malhas de pior qualidade. Comportamento semelhante foi obser-
vado no erro maximo, enquanto o erro médio diminuiu com o refino.

O fato do erro médio diminuir com o refino, enquanto os outros erros nao me-
lhoram muito ou variam, indica que a maioria dos desvios ponto a ponto realmente
estao diminuindo. Porém, em regioes localizadas, estao amplificando os picos de
erro, ja que o erro maximo aumenta e o erro Ls fica mais instavel, pelo fato dele ser
mais afetado por maiores desvios.

Esses resultados indicam que o refinamento da malha, por si s6, nao garante
convergencia uniforme ou melhora sistematica da estimativa. O efeito do refino de-
pende da forma como cada método utiliza a informacao geométrica disponivel e de
como essa informacao interage com a qualidade dos elementos e com o tamanho da
vizinhanca adotada. Em particular, quando a vizinhancga é demasiadamente ampla
para a escala local representada pela malha refinada, o método pode passar a incor-
porar informacao além do necessario para descrever a geometria local, produzindo
suavizagao adicional e limitando os ganhos de precisao.

Dessa forma, o refinamento deve ser interpretado como um parametro cuja in-
fluéncia é condicionada pelos demais fatores do problema. Em malhas suficiente-

mente regulares e com escolha adequada da vizinhanca, a reducao de h tende a
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beneficiar a estimativa. Entretanto, quando ha distor¢oes geométricas relevantes
ou incompatibilidade entre a escala da malha e o tamanho da vizinhanca, o efeito

positivo do refino pode ser parcialmente reduzido ou até mesmo amplificar os erros.

4.7.4 Interagao entre Refinamento, Vizinhanca e Qualidade

da Malha

As andlises apresentadas nas subsecOes anteriores indicam que o desempenho
dos estimadores de curvatura nao depende de um tunico parametro isolado. Em
vez disso, o erro observado resulta da interacao entre trés fatores principais: o
refinamento da malha, o tamanho da vizinhanca adotada no ajuste quadratico e a
qualidade geométrica da triangulagao. A partir dos resultados obtidos, podem ser

destacadas as seguintes tendéncias gerais:

e Interacao entre refinamento da malha e tamanho da vizinhancga. O
refinamento da malha altera a escala espacial representada pelos elementos
e, consequentemente, a escala efetiva da vizinhanca utilizada no AQFC. Em
malhas mais grosseiras, vizinhancas ampliadas tendem a melhorar a estabi-
lidade do ajuste ao incorporar maior quantidade de informacao geométrica.
Ja em malhas mais refinadas, vizinhangas menores tornam-se suficientes para
representar adequadamente a geometria local, enquanto vizinhangas excessiva-
mente amplas podem introduzir suavizacao desnecessaria e aumentar o custo

computacional.

e Influéncia da qualidade da malha na resposta ao refinamento. A
qualidade geométrica da triangulacao condiciona o beneficio obtido com o re-
finamento. Em malhas irregulares, o aumento do niimero de elementos nao ga-
rante melhoria sistematica da estimativa, particularmente no método baseado
no operador Laplace—Beltrami, cuja discretizacao é mais sensivel a distorcoes
geométricas. Em contrapartida, quando a malha apresenta maior regulari-
dade, o efeito do refinamento tende a se manifestar de forma mais consistente

nas métricas de erro.

e Interacao entre qualidade da malha e tamanho da vizinhanga. Em

triangulacoes irregulares, vizinhancgas pequenas tornam o ajuste mais sensivel
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a conectividade local e as distorcoes dos elementos adjacentes. A ampliacao
da vizinhanca tende a reduzir essa sensibilidade, atuando como mecanismo de
estabilizacao do ajuste. Entretanto, vizinhangas excessivamente amplas po-
dem comprometer a representacao de variagoes locais de curvatura, sobretudo

em geometrias com mudancas mais acentuadas do campo geométrico.

De forma geral, os resultados indicam que o desempenho 6timo nao esta as-
sociado ao valor extremo de nenhum desses parametros isoladamente, mas sim ao
equilibrio entre eles. Malhas refinadas, porém geometricamente irregulares, podem
nao beneficiar adequadamente o método LB, enquanto vizinhancas muito amplas
podem reduzir picos locais de erro ao custo de maior suavizacao e maior tempo de
processamento. Nesse contexto, o AQFC com dois anéis de vizinhanga destacou-se
como a configuracao mais equilibrada entre as analisadas, apresentando bom com-

promisso entre robustez, acurdcia e eficiéncia computacional.
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

5.1 Sintese das Contribuicoes

Neste trabalho foi desenvolvida e implementada, em Python, uma versao com-
putacional do método Algebraic Quadric Fitting Curvature (AQFC), baseado na
reconstrugao local da superficie a partir de ajustes quadraticos. Em complemento,
foi implementado o método classico baseado no operador Laplace-Beltrami para o
calculo da curvatura média, possibilitando uma analise comparativa direta entre as
duas abordagens.

Os algoritmos foram avaliados de forma sistematica em quatro geometrias de
referéncia — esfera, cilindro, toro e elipsoide — considerando muiltiplos niveis de
refinamento da malha e diferentes tamanhos de vizinhanca no célculo do AQFC,
correspondentes a um, dois e trés anéis de vizinhos. Também foi utilizada uma
segunda malha do elipsoide com construcao otimizada.

A analise das curvas de erro mostrou que o método AQFC apresentou, de modo
geral, o melhor desempenho global entre os métodos avaliados. Em particular,
observou-se que o AQFC3 apresentou melhor desempenho nas malhas menos refi-
nadas das geometrias de curvatura constante (esfera e cilindro), enquanto o AQFC2
apresentou melhores resultados nas malhas mais refinadas das geometrias com cur-
vatura variavel, como o toro e os elipsoides.

A comparacao entre os mapas espaciais de erro de curvatura e as métricas de
qualidade da malha evidenciou forte correlacao entre regioes de maior distor¢ao

geométrica e os maiores erros observados no método baseado no operador Laplace—
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Beltrami. Esses resultados confirmam a elevada sensibilidade desse método a regula-
ridade da malha. O AQFC com vizinhanca de um anel apresentou comportamento
qualitativamente semelhante, porém com erros de menor magnitude. A medida
que o tamanho da vizinhanca foi ampliado, os erros passaram a se distribuir de
forma mais homogénea ao longo da regiao considerada, reduzindo a sensibilidade do
método as irregularidades locais da malha.

A andlise da influéncia do tamanho da vizinhanca no desempenho do AQFC
indicou que vizinhancgas maiores podem melhorar a precisao da estimativa em geo-
metrias com variacao de curvatura, desde que a malha apresente nivel de refinamento
suficiente para representar adequadamente a regiao considerada. No entanto, o au-
mento da vizinhanca implica também maior custo computacional, uma vez que o
ajuste quadratico passa a envolver um numero maior de pontos.

Isso ocorre devido aos pontos adicionais considerados no ajuste. Por exemplo, em
regioes pouco refinadas e com curvatura constante, como o tamanho da geometria
permanece o mesmo, ao ampliar a vizinhanga para trés anéis a area representada
torna-se maior e, como a curvatura nao se altera, o ajuste tende a se adequar melhor
aos pontos considerados.

Em contrapartida, ao refinarmos essa mesma regiao, o tamanho das arestas dos
elementos diminui e o nimero de vizinhos aumenta. Como consequéncia, a area
representada por uma mesma vizinhanga torna-se menor, enquanto o nimero de
pontos utilizados no ajuste aumenta. Nesse cendrio, passam a existir mais pontos
que nao adicionam informagao significativa ao ajuste, podendo inclusive tornéa-lo
mais suscetivel aos erros locais da malha.

J& em regioes de curvatura variavel, considerar uma area de vizinhanga maior nao
¢ suficiente se essa regiao nao estiver adequadamente representada pela discretizagao
da malha.

Esses resultados indicam que a escolha do tamanho da vizinhanga no método
AQFC deve considerar o compromisso entre precisao geométrica e custo computa-
cional, além das caracteristicas da geometria analisada e do nivel de refinamento da
malha.

Por fim, a comparacao entre os métodos analisados permitiu identificar uma

possivel direcao para o desenvolvimento futuro de abordagens hibridas adaptati-
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vas para a estimativa de curvatura média em malhas triangulares. Tal estratégia
poderia combinar a eficiéncia computacional do operador Laplace-Beltrami com a
maior robustez geométrica do método AQFC, selecionando automaticamente o esti-
mador mais adequado com base em métricas locais de qualidade da malha. Embora
essa abordagem nao tenha sido apresentada neste trabalho, os resultados obtidos

fornecem uma base consistente para investigacoes futuras nessa direcao.

5.2 Trabalhos Futuros

Embora as geometrias analisadas neste trabalho constituam casos classicos de
validacao, escolhidos principalmente pela disponibilidade de solugoes analiticas de
curvatura, elas nao representam a complexidade tipica de interfaces presentes em
escoamentos bifasicos reais, que costumam apresentar geometrias altamente irregu-
lares e dinamicas. Em particular, nao foram consideradas superficies com multiplas
curvaturas principais espacialmente variaveis de forma complexa, nem geometrias
contendo furos, reconexoes ou outras singularidades topoldgicas. Nesse sentido, a
extensao dos testes para geometrias mais gerais, como superficies de revolugao com
curvaturas espacialmente varidveis ou geometrias contendo furos e descontinuidades
topoldgicas, poderia enriquecer significativamente as conclusoes obtidas e ampliar a
aplicabilidade dos resultados.

Adicionalmente, a anélise desenvolvida considerou apenas trés tamanhos fixos de
vizinhanca no método AQFC, correspondentes a um, dois e trés anéis de vizinhos.
Uma investigacao mais detalhada, envolvendo estratégias de vizinhanca adaptativa
ou uma variacao mais granular desse parametro, poderia revelar comportamentos
mais sutis do método e possibilitar uma otimizacao continua do compromisso entre
precisao geométrica e custo computacional.

Outras extensoes relevantes incluem o estudo sistematico da sensibilidade do
método AQFC em relacao aos pesos associados aos termos de posicao e de normal,
bem como a influéncia das tolerancias de convergéncia do algoritmo de otimizagao
SLSQP nos resultados finais. Também se mostra pertinente a avaliacao do impacto
de diferentes estratégias de estimacao de normais na robustez e na precisao das

estimativas de curvatura, especialmente em malhas irregulares.
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Por fim, cabe registrar que, paralelamente as andlises centrais deste trabalho,
foram realizados testes exploratérios envolvendo uma estratégia hibrida de estima-
tiva de curvatura. Esses ensaios tiveram carater preliminar e nao atingiram grau
de maturidade suficiente para compor a metodologia principal nem para sustentar
conclusoes gerais. Ainda assim, por constituirem uma iniciativa diretamente relaci-
onada aos desdobramentos desta pesquisa, seus principais aspectos e limitacoes sao

brevemente apresentados na subsecao seguinte.

Abordagem Hibrida (Escopo e Testes Preliminares)

A metodologia hibrida proposta tem como objetivo combinar os métodos de
Ajuste Quadratico e Laplace-Beltrami a partir de métricas de qualidade da malha,
previamente discutidas. A ideia central consiste em atribuir, a cada ponto da malha,
um valor ponderado com base na qualidade dos elementos em sua vizinhanca, de
modo a estabelecer um critério para a selecao do método mais adequado em cada
regiao da interface.

Com o intuito de aumentar a precisao das estimativas de curvatura, foi definida
uma métrica denominada qualidade composta, na qual diferentes métricas de qua-
lidade da malha foram combinadas por meio de pesos atribuidos empiricamente e
normalizadas em um intervalo entre 0 e 1. Entretanto, o desenvolvimento aprofun-
dado dessa abordagem extrapolou o escopo inicialmente proposto para este trabalho
e, por esse motivo, nao foi explorado em maior detalhe.

Foram realizados testes preliminares utilizando valores de corte arbitrarios para
a métrica composta, os quais indicavam regioes da malha mais afastadas da condigao
ideal. Embora tais escolhas tenham produzido resultados promissores, com er-
ros médios inferiores aos obtidos individualmente pelos métodos AQFC e Laplace-
Beltrami, a robustez e a generalidade da abordagem ainda se mostraram insuficien-
tes.

Uma alternativa considerada foi a aplicacao de um procedimento de engenharia
reversa, no qual, a partir de geometrias com curvatura analitica conhecida, seria
possivel selecionar, ponto a ponto, o método que apresentasse o menor desvio. A
partir dessa analise, poderiam ser definidos valores de corte mais adequados para a

métrica de qualidade, aumentando a taxa de acerto do critério hibrido. Contudo,
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mesmo essa estratégia nao conduziu a um nivel satisfatério de precisao.

Diante dessas limitagoes, surgiu a possibilidade de combinar multiplas condicoes
e diferentes valores de corte, o que, apesar de potencialmente eficaz, implicaria um
aumento significativo da complexidade do método e do esforgo de implementacao.

Por fim, considerou-se o uso de técnicas de Machine Learning para otimizar de
forma automatica esse conjunto de filtros e parametros. Ao avangar nessa diregao,
tornaram-se evidentes novas variaveis relevantes, como o grau de variagao da cur-
vatura local e a limitagao imposta pelo niimero de vizinhos considerados no AQFC,
as quais deveriam ser incorporadas como parametros adicionais do modelo. Embora
promissora, a metodologia hibrida, em funcao do aumento substancial da complexi-
dade e da extensao do estudo, essa abordagem foi considerada incompativel com o
escopo e o prazo de um Trabalho de Conclusao de Curso, motivo pelo qual nao foi

incluida no presente trabalho.
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Apéndice A

Cdodigos Utilizados

A.1 Curvatura por Laplace-Beltrami

# FUNCOES AUXILIARES

# Calculo das areas circuncentricas
def calc_A(nol_coords, no2_coords, no3_coords):

# nol_coords, no2_coords, no3_coords sao arrays numpy [x, y, z]

a = np.sqrt((no2_coords[0] - no3_coords[0]) ** 2 + (no2_coords[1] -
no3_coords[1]) **x 2 + (
no2_coords[2] - no3_coords[2]) *x 2)
b = np.sqrt((nol_coords[0] - no3_coords[0]) ** 2 + (nol_coords[1] -
no3_coords[1]) **x 2 + (
nol_coords[2] - no3_coords[2]) ** 2)
¢ = np.sqrt((no2_coords[0] - nol_coords[0]) ** 2 + (no2_coords[1] -
nol_coords[1]) *x 2 + (

no2_coords[2] - nol_coords[2]) *xx*x 2)

pa=ax*xax*x (b*xb+cx*xc-ax*a)
pb =b *b x (a*a+c*xc-Dbx*xb)
pc=c*xc* (b*xb+ax*xa-c*c)

# Evitar divisao por zero se pa + pb + pc for muito pequeno
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sum_pa_pb_pc = pa + pb + pc
if np.isclose(sum_pa_pb_pc, 0):
# Lidar com o caso de degeneracao, por exemplo, retornando O ou
levantando um erro

return 0.0 # Ou np.nan, dependendo do comportamento desejado

cx = (pa * nol_coords[0] + pb * no2_coords[0] + pc * no3_coords[0]) /
sum_pa_pb_pc

cy = (pa * nol_coords[1] + pb * no2_coords[1] + pc * no3_coords[1]) /

sum_pa_pb_pc
cz = (pa * nol_coords[2] + pb

sum_pa_pb_pc

* no2_coords[2] + pc * no3_coords([2]) /

p_med_13_x = (nol_coords[0] + no3_coords[0]) / 2
p_med_13_y = (nol_coords[1] + no3_coords[1]) / 2
p-med_13_z = (nol_coords[2] + no3_coords([2]) / 2
p_med_12_x = (nol_coords[0] + no2_coords[0]) / 2
p_med_12_y = (nol_coords[1] + no2_coords[1]) / 2
p_med_12_z = (nol_coords[2] + no2_coords[2]) / 2
ml = np.array([cx - p_med_13_x, cy - p_med_13_y, cz - p_med_13_z])

m2

np.array([cx - p_med_12_x, cy - p_med_12_y, cz - p_med_12_z])

dist_t1l = np.sqrt((no3_coords[0] - nol_coords[0]) **x 2 +
(no3_coords[1] - nol_coords[1]) #*x 2 + (
no3_coords[2] - nol_coords[2]) *x* 2)
# Evitar divisao por zero
tl = np.array([(no3_coords[0] - nol_coords[0]) / dist_t1,
(no3_coords[1] - nol_coords[1]) / dist_t1,
(no3_coords[2] - nol_coords[2]) / dist_t1]) if dist_t1

I= 0 else np.zeros(3)

dist_t2 = np.sqrt((no2_coords[0] - nol_coords[0]) ** 2 +

(no2_coords[1] - nol_coords[1]) ** 2 + (
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no2_coords[2] - nol_coords[2]) *x 2)
# Evitar divisao por zero
t2 = np.array([(no2_coords[0] - nol_coords[0]) / dist_t2,
(no2_coords[1] - nol_coords[1]) / dist_t2,
(no2_coords[2] - nol_coords[2]) / dist_t2]) if dist_t2

I= 0 else np.zeros(3)

tl = t1 * dist_t1 / 2

t2 = t2 * dist_t2 / 2

vetl = np.cross(tl, ml)

vet2 = np.cross(t2, m2)

mod_vetl = np.linalg.norm(vetl)

mod_vet2 = np.linalg.norm(vet2)

return 0.5 * (mod_vetl + mod_vet2)

% A area de Voronoi de um determinado no e obtida repetindo esse
processo para cada triangulo ao qual ele pertence e somando os

valores das areas

# Calculo das normais
def calc_nx_ny_nz(X, Y, Z, IEN, normal_inv=False):
npoints = len(X)

nx_vec = np.zeros(npoints)

ny_vec = np.zeros(npoints)

nz_vec = np.zeros(npoints)
for el_nodes in IEN:
nol_coords = np.array([X[el_nodes[0]], Y[el_nodes[0]],
Z[el_nodes[0]]11)
no2_coords = np.array([X[el_nodes[1]], Y[el_nodes[1]],
Z[el_nodes[11]11)
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no3_coords = np.array([X[el_nodes[2]], Y[el_nodes[2]],
Z[el_nodes[2]]11)

vl no2_coords - nol_coords

v2

no3_coords - nol_coords

result = np.cross(vl, v2)

modulo = np.linalg.norm(result)

if modulo !'= O:
result /= modulo
else:

result = np.zeros(3) # Caso degenerado, normal zero

nx_vec[el_nodes[0]] += result[0]
ny_vec[el_nodes[0]] += result[1]

nz_vec[el_nodes[0]] += result[2]

nx_vec[el_nodes[1]] += result[0]
ny_vec[el_nodes[1]] += result[1]

nz_vec[el_nodes[1]] += result[2]

nx_vec[el_nodes[2]] += result[0]
ny_vec[el_nodes[2]] += result[1]

nz_vec[el_nodes[2]] += result[2]

for i in range(npoints):
modulo = np.sqrt(nx_vec[i] ** 2 + ny_vec[i] ** 2 + nz_vec[i] ** 2)
if modulo !'= O:
if normal_inv:
modulo = -modulo
nx_vec[i] /= modulo
ny_vec[i] /= modulo

nz_vec[i] /= modulo
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# Se modulo for zero, as componentes ja sao zero, nao precisa

dividir

return nx_vec, ny_vec, nz_vec

# Criacao da matriz laplaciana esparsa
def calc_K_bolha(X, Y, Z, IEN):
npoints = len(X)
K_triplets = []

area_vec = np.zeros(npoints)

for el_nodes in IEN:
nol_coords = np.array([X[el_nodes[0]], Y[el_nodes[0]],
Z[el_nodes[0]11)
no2_coords = np.array([X[el_nodes[1]], Y[el_nodes[1]],
Z[el_nodes[1]11]1)
no3_coords = np.array([X[el_nodes[2]], Y[el_nodes[2]],
Z[el_nodes[2]11)

ji = no2_coords - nol_coords
ik = nol_coords - no3_coords
kj = no3_coords - no2_coords

mod_ksi = np.linalg.norm(ji)

ksi = ji / mod_ksi if mod_ksi != O else np.zeros(3)

pvetl = np.cross(ji, ik)
pvet2 = np.cross(pvetl, ji)
mod_eta = np.linalg.norm(pvet2)

eta = pvet2 / mod_eta if mod_eta != 0 else np.zeros(3)

o’
'_I-
]

np.dot(kj, eta)

bj = np.dot(ik, eta)
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bk = np.dot(ji, eta)
ci = np.dot(kj, ksi)
cj = np.dot(ik, ksi)

ck = np.dot(ji, ksi)

area = 0.5 * np.linalg.norm(pvetl)

templ = calc_A(nol_coords, no2_coords, no3_coords)
temp2 = calc_A(no2_coords, no3_coords, nol_coords)
temp3 = calc_A(no3_coords, nol_coords, no2_coords)

# Correcao de area para triangulos obtusos
if (templ + temp2 + temp3) * 0.9999 > area:
a_len = np.linalg.norm(no2_coords - no3_coords) # lado oposto
ao no 1
b_len = np.linalg.norm(nol_coords - no3_coords) # lado oposto
ao no 2
c_len = np.linalg.norm(nol_coords - no2_coords) # lado oposto

ao no 3

# no 1 obtuso <=> a_len e o maior
if a_len >= b_len and a_len >= c_len:
diff = area - templ

denom = b_len + c_len

if denom != O:
temp2 = diff * (c_len / denom) # AJ = c/(b+c) * (A - AI)
temp3 = diff * (b_len / denom) # AK = b/(b+c) * (A - AI)
else:

temp2 = temp3 = 0.0

# no 2 obtuso <=> b_len e o maior
elif b_len >= a_len and b_len >= c_len:
diff = area - temp2

denom = a_len + c_len

111



if denom != O:

templ = diff * (c_len / denom)

temp3 = diff * (a_len / denom)
else:

templ = temp3 = 0.0

# no 3 obtuso <=> c_len e o maior
else:
diff = area - temp3

denom = a_len + b_len

if denom != O:
templ = diff * (b_len / denom)
temp2 = diff * (a_len / denom)
else:
templ = temp2 = 0.0

area_vec[el_nodes[0]] += templ
area_vec[el_nodes[1]] += temp2

area_vec[el_nodes[2]] += temp3

mat_k = np.zeros((3, 3))
mat_k[0, 0] = bi * bi
mat_k[0, 1] = bi * bj
mat_k[0, 2] = bi * bk
mat_k[1, 0] = bj * bi
mat_k([1, 1] = bj * bj
mat_k[1, 2] = bj * bk
mat_k[2, 0] = bk * bi
mat_k([2, 1] = bk * bj

mat_k[2, 2] = bk * bk

b

mat_k = mat_k / (4 * area) if area != 0 else np.zeros((3, 3))

mat_c = np.zeros((3, 3))

mat_c[0, 0] = ci * ci
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mat_c[0, 1] = ci * cj
mat_c[0, 2] = ci * ck
mat_c[1, 0] = cj * ci
mat_c[1, 1] = cj * cj
mat_c[1, 2] = cj * ck
mat_c[2, 0] = ck * ci
mat_c[2, 1] = ck * cj
mat_c[2, 2] = ck * ck
mat_c = mat_c / (4 * area) if area != 0 else np.zeros((3, 3))
for p in range(3):

for q in range(3):

K_triplets.append((el_nodes[p], el_nodes[q]l, mat_k[p, q] +
mat_c[p, ql))

return K_triplets, area_vec

# Funcao principal para calcular a curvatura
def laplace_beltrami(X, Y, Z, IEN):
npoints = len(X)
nx_vec, ny_vec, nz_vec = calc_nx_ny_nz(X, Y, Z, IEN)

K_triplets, area_vec = calc_K_bolha(X, Y, Z, IEN)

# Para construir a matriz esparsa, usaremos scipy.sparse

rows = [t[0] for t in K_triplets]
cols = [t[1] for t in K_triplets]
data = [t[2] for t in K_triplets]

K = coo_matrix((data, (rows, cols)), shape=(npoints, npoints)).tocsr()

]
>

X_pos

I
~<

y_pos
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zZ_pos = Z

Kx_bolha = -K @ x_pos
Ky_bolha = -K @ y_pos
Kz_bolha = -K @ z_pos

mod_forca = np.sqrt(Kx_bolha ** 2 + Ky_bolha ** 2 + Kz_bolha ** 2)

# Evitar divisao por zero para kappa

kappa = np.zeros(npoints)

non_zero_area_indices = area_vec != 0
kappa[non_zero_area_indices] = mod_forcal[non_zero_area_indices] /

np.abs(area_vec[non_zero_area_indices])

for i in range(npoints):
prod_vetorial = Kx_bolhal[i] * nx_vec[i] + Ky_bolha[i] * ny_vec[i]
+ Kz_bolha[i] * nz_vec[i]
if prod_vetorial > O:

kappal[i] = -kappalil

return kappa, mod_forca, area_vec, nx_vec, ny_vec, nz_vec

A.2 Curvatura por Ajuste Quadratico Local

# ALGEBRIC QUADRIC FITTING CURVATURE - AQFC

# Funcoes auxiliares

# Definicao da quadrica e seu gradiente e Hessiana em termos dos
coeficientes ’a’

# Estes sao os 10 coeficientes que serao resolvidos pelo sistema linear

# a = [all, a22, a33, al2, al3, a23, ald, a24, a34, ad4]
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def q_func_numeric(x, y, z, a):
# q(x,y,2z) = all*xx™2 + a22%y~2 + a33*z"2 + al2*xxy + al3*xz + al23*yz +
aldxx + a24x*xy + a34*xz + ad4d
return (
al0]*x**2 + al[ll*xy**2 + a[2]*z**2 +
a[3]*x*xy + al[4]*x*z + a[bl*xyxz +

al6l*x + al[7]*y + al[8]xz + a[9]

def grad_q_func_numeric(x, y, z, a):

# Derivadas parciais de q em relacao a X, y, z

dg_dx = 2*a[0]*x + a[3]xy + al4]l*z + a[6]
dg_dy = 2*xa[l]l*y + al[3]*x + a[bl*z + a[7]
dg_dz = 2*a[2]*z + a[4]*x + a[5]lxy + a[8]

return np.array([dq_dx, dq_dy, dq_dz])

def hess_q_func_numeric(x, y, z, a):
# Hessiana de q (matriz 3x3 de segundas derivadas parciais)

# H_qq = [[d2q_dx2, d2q_dxdy, d2q_dxdz],

# [d2q_dydx, d2q_dy2, d2q_dydz],
# [d2q_dzdx, d2q_dzdy, d2q_dz2]]
d2q_dx2 = 2x*a[0]
d2q_dy2 = 2+al1]
d2q_dz2 = 2*al[2]

d2q_dxdy = al3]
d2q_dxdz = a[4]
d2q_dydz = al[5]

H = np.array([
[d2q_dx2, d2q_dxdy, d2q_dxdz],
[d2q_dxdy, d2q_dy2, d2q_dydz],
[d2q_dxdz, d2q_dydz, d2q_dz2]
D
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return H

# Funcao objetivo para a otimizacao (minimize)

def objetivo(xyz, V_central, a_coeffs):
# Esta e a funcao que scipy.optimize.minimize tentara minimizar.
# Ela deve retornar o valor de q(xyz) "2

return q_func_numeric(xyz[0], xyz[1], xyz[2], a_coeffs)*x*2

# Funcao para calcular nos e elementos vizinhos
def elementos_vizinhanca(IEN):
# Encontrar o numero total de vertices
num_vertices = np.max(IEN) + 1 # +1 porque os indices geralmente

comecam em O

# Inicializar as listas de vizinhos

nos_vizinhos = [[] for

in range(num_vertices)]

elementos_vizinhos = [[] for in range(num_vertices)]

# Percorre elementos e preenche elementos_vizinhos e nos_vizinhos (1
ordem)
for elem_idx, elemento in enumerate(IEN):
# Garantir lista de ints
elem_nodes = [int(x) for x in elemento]
for no in elem_nodes:
elementos_vizinhos[no] .append(elem_idx)
# Adiciona os outros nos do elemento como vizinhos (sem
duplicar)
for outro_no in elem_nodes:
if outro_no != no and outro_no not in nos_vizinhos[no]:

nos_vizinhos[no] .append (outro_no)

# 1 vizinhanca pronta

vizinhos_geral = [list(v) for v in nos_vizinhos]
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# -—— 2 vizinhanca ---
vizinhos_segundo_geral = []
for i in range(num_vertices):
primeiro = set(vizinhos_gerall[i]) # 1 ordem
segundo = set()
# Uniao dos vizinhos dos vizinhos (excluindo o proprio no)
for v in primeiro:
segundo.update(vizinhos_geral[v])
# Remove 1 ordem e o proprio no
segundo -= primeiro
segundo.discard (i)

vizinhos_segundo_geral.append(list (segundo))

# -—— 3 vizinhanca ---
vizinhos_terceiro_geral = []
for i in range(num_vertices):
primeiro = set(vizinhos_geralli])
segundo = set(vizinhos_segundo_gerall[i])
terceiro = set()
# Pega vizinhos de 1 ordem dos nos do 2 guarda-chuva
for v2 in segundo:
terceiro.update(vizinhos_geral[v2])
# Remove os nos que ja estao em 1 ou 2 ordem e o proprio no
terceiro -= primeiro
terceiro -= segundo
terceiro.discard(i)

vizinhos_terceiro_geral.append(list(terceiro))

return elementos_vizinhos, vizinhos_geral, vizinhos_segundo_geral,

vizinhos_terceiro_geral

# Funcao para calcular normais resultantes

117



def calcular_normais_vertices(IEN, coordenadas, neighbors):
# Calcular nos e elementos vizinhos

elementos_vizinhos, nos_vizinhos, _, _ = neighbors

# Numero de vertices

num_vertices = coordenadas.shape[0]

# Inicializar lista de normais dos vertices

normais_vertices = [[] for _ in range(num_vertices)]

# Calcular normais das faces
normais_faces = {}
for i, triangulo in enumerate(IEN):

# Obter coordenadas dos vertices do triangulo

vO = coordenadas[triangulo[0]]
vl = coordenadas[triangulo[1]]
v2 = coordenadas [triangulo[2]]

# Calcular vetores das arestas

vl - vO

edgel

edge2 = v2 - v0

# Calcular normal da face (produto vetorial)

normal = np.cross(edgel, edge2)

# Normalizar

norm = np.linalg.norm(normal)

normais_faces[i] = (normal / norm).tolist()

# Para cada vertice
for vertice_id in range(num_vertices):

# Inicializar normal resultante
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normal_resultante = np.zeros(3)

# Para cada elemento vizinho do vertice
for elem_idx in elementos_vizinhos[vertice_id]:
# Obter o triangulo

triangulo = IEN[elem_idx]

# Encontrar a posicao do vertice no triangulo

pos_vertice = np.where(triangulo == vertice_id) [0] [0]

# Obter coordenadas dos vertices do triangulo

v = [coordenadas[int(triangulo[i])] for i in range(3)]

# Calcular vetores das arestas adjacentes ao vertice
if pos_vertice ==
el = v[1] - v[o0]
e2 = v[2] - v[0]
elif pos_vertice ==
el = v[2] - v[1]
e2 = v[0] - v[1]
else: # pos_vertice ==
el = v[0] - v[2]
e2 = v[1] - v[2]

# Normalizar os vetores das arestas

11

np.linalg.norm(el)

12

np.linalg.norm(e2)

if 11 > 0 and 12 > O:

el el / 11

e2

e2 / 12

# Calcular o angulo entre as arestas

cos_angle = np.clip(np.dot(el, e2), -1.0, 1.0)
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angle = np.arccos(cos_angle)

# Ponderar a normal da face pelo angulo
normal_face = np.array(normais_faces[elem_idx])

normal_resultante += angle * normal_face

# Normalizar a normal resultante

norm = np.linalg.norm(normal_resultante)

# Converter para lista Python padrao

normais_vertices[vertice_id] = (normal_resultante / norm).tolist()

return normais_vertices

# Funcao principal primeira vizinhanca

def AQFC_curvature NV(X, Y, Z, neighbors, normals):
# Obtem informacoes das funcoes criadas
elementos_geral, vizinhos_geral, vizinhos_segundo_geral,
vizinhos_terceiro_geral = neighbors

Ngeral = normals

# Para extender a vizinhanca basta somar os vizinhos, ex:

# 1V = vizinhos_geral
# 2V = 1V + vizinhos_segundo_geral
# 3V = 2V + vizinhos_terceiro_geral

# Aqui e mais um exemplo, mas quando for rodar o codigo, nao precisa
chamar vizinhancas desnecessarias e ocupar espaco na memoria, pode
tambem comentar a funcao elementos_vizinhanca para nao calcular a

vizinhanca extendida se for de menor grau
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npoints = len(X)
# Loop principal
pointsZq, DE_tds, Hs = [1, [1, []

# erros = [] # tuplas (indice, (x,y,2))

for no in range(npoints):
# print(f"No {no}")
\Y

np.array([X[no]l, Y[nol, Z[nol]l) # Ponto central

N = np.array([Ngeral[no] [0], Ngerall[no] [1], Ngeral[no] [2]])

vizinhos = 1V[no] # ALTERAR AQUI A VIZINHANCA; 2V se quiser com a

segunda e 3V se quiser a terceira

# Inicialize A e b para o no atual

=
]

np.zeros((10, 10))

o
]

np.zeros(10)

for i in vizinhos:

# print(£"Vizinho {i} do no {nol}")

Vi = np.array([X[i], Y[i]l, Z[i]1)

Ni

np.array([Ngeral[i] [0], Ngeralli] [1], Ngerallil] [2]])

# Calcular pesos W_Vi e W_ni

W_Vi

math.exp(- ((np.linalg.norm(V - Vi)) *x* 4))

W_ni = le-4 * math.exp(- ((np.linalg.norm(N - Ni)) *x 2))

xi, yi, zi = Vi

# Vetor c_i (1x10)

c_i = np.array([[xi ** 2, yi *x 2, zi ** 2, xi * yi, xi * zi,
yi * zi, xi, yi, zi,

1.011)

# Matriz G_i (3x10)
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G_i = np.array([
[2 * xi, 0, 0, yi, zi, 0, 1, 0, 0, 0],
[0, 2 * yi, O, xi, O, zi, 0, 1, 0, 0],
(0, 0, 2 * zi, O, xi, yi, 0, O, 1, O]
D

# Acumular na matriz A e vetor b
A+=W_Vi * (c_i.T @ c_i) + W_ni * (G_i.T @ G_i)

b += W_ni * (G_1i.T @ Ni)

# print(£"\nA_{no}: {A}")
# print(£"\nb_{no}: {b}")

# Resolver o sistema linear Ax = solucao
try:
solucao = np.linalg.solve(A, b)
except np.linalg.LinAlgError:
# Se a matriz for singular, use a pseudo-inversa (mais robusto)

solucao = np.linalg.pinv(A) @ b

# ’solucao’ agora contem os 10 coeficientes da quadrica:

# [all, a22, a33, al2, al3, a23, al4d, a24, a34, a4d4]

# Funcoes numericas de q, gradiente e Hessiana usando os
coeficientes ’solucao’

# q_func ja e a funcao q_func_numeric definida acima

# grad_num ja e a funcao grad_q_func_numeric definida acima

hess_num = hess_q_func_numeric(V[0], V[1], V[2], solucao) #

Hessiana e constante para quadricas
# Restricao: q(x, y, z) =0

# A funcao lambda agora passa os coeficientes ’a’ para

gq_func_numeric
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restricao = {’type’: ’eq’, ’fun’: lambda xyz:

q_func_numeric(xyz[0], xyz[1], xyz[2], solucao)}

# Otimizacao
# A funcao objetivo agora passa os coeficientes ’a’ para a funcao
q_func_numeric
resultado = minimize(lambda xyz: objetivo(xyz, V, solucao), x0=V,
constraints=restricao, method=’SLSQP’,

options={’maxiter’: 500})

# Projecao p(V)
if not resultado.success:
pointsZq.append([np.nan] * 3)
DE_tds.append (np.nan)
Hs.append (np.nan)
print (f"0Otimizacao falhou para o no {no}: {resultado.message}")
continue

PV = resultado.x
distancia = np.sqrt(resultado.fun)
pointsZq.append (PV)

DE_tds.append(distancia)

# Calculo da curvatura media H

grad_at_PV = grad_q_func_numeric(PV[0], PV[1], PV[2], solucao)

norm_grad = np.linalg.norm(grad_at_PV)

s = np.linalg.norm(N) * grad_at_PV / norm_grad

norm_s = np.linalg.norm(s)

# numerador: s°T H.q s - |lsl|"2 * tr(H_q)

# Note que |Is||"2 = 1, pois s e um vetor unitario.
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terml = s.T @ hess_num Q@ s

term2 = norm_s ** 2 * np.trace(hess_num) # |[s|["2 e 1
numerator = terml - term2

# denominador: 2 * |[|s||"3

# Note que |[|s||"3 = 1, pois s e um vetor unitario.

denominator = 2 * norm_s **x 3 # 2 * ||s||"3 e 2

# Curvatura

H = -1.0 * numerator / denominator

Hs.append (H)

Hs = np.array(Hs).flatten()

return pointsZq, DE_tds, Hs

A.3 Curvaturas Analiticas

# CURVATURAS ANALITICAS
def curvatura_esfera(vertices):

Calcula a curvatura media analitica para pontos em uma esfera.

A curvatura media (H) de uma esfera de raio R e constante e dada por:

H=1/R
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# A curvatura media e constante para todos os pontos da esfera

curvatura = 1.0 / R

# Retorna uma lista com o mesmo valor de curvatura para cada ponto

return [curvatura] * len(vertices)

def curvatura_elipsoide(a, b, c, vertices):

Calcula a curvatura media analitica para pontos em um elipsoide.

A curvatura media (H) de um elipsoide (x/a)"2 + (y/b)"2 + (z/c)"2 =1

em um ponto (x, y, z) e dada por:

sqrt(x~2/a"4 + y"2/b"4 + z72/c”4)

H=(1/ (2%4p)) % (1/2°2 + 1/b™2 + 1/c"2) - (1 / (2%p~3)) * (x"2/a"6
+ y"2/b76 +
Z72/C76) bbb
Parametros:
Assume-se que os pontos estao aproximadamente na superficie do
elipsoide e centrados na origem.
a : float
Semi-eixo do elipsoide ao longo do eixo x.
b : float
Semi-eixo do elipsoide ao longo do eixo y.
c : float
Semi-eixo do elipsoide ao longo do eixo z.
curvaturas = []

X, y, z = vertices.T
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# Pre-calcular potencias dos semi-eixos para eficiencia

a2, b2, c2=a x a, b x b, c *x c

ad, b4, c4 a2 *x a2, b2 * b2, c2 * c2

a6, b6, cb6

a4 * a2, b4 *x b2, c4 * c2

# Calcular o termo p = sqrt(x"2/a"4 + y~2/b"4 + z~2/c"4)

p_squared = (x * x / a4) + (y xy / b4) + (z * z / c4)

# Adicionar pequena tolerancia para evitar divisao por zero se p for
muito proximo de zero

p = np.sqrt(p_squared + le-15)

p3 = p * p_squared + le-15 # p~3

# Calcular termos da formula da curvatura media

termol (1.0 / (2.0 * p)) * (1.0 / a2 + 1.0 /b2 + 1.0 / c2)

termo2 = (1.0 / (2.0 * p3)) * (x * x / a6 + y *xy / b6 +z * z / c6)

# Curvatura media H

H = termol - termo2

return H.tolist()

def curvatura_toro(vertices):

Calcula a curvatura media analitica para pontos em um toro.

A curvatura media (H) de um toro com raio maior R e raio menor r em
um ponto (x, y, z) e dada por:
rho = sqrt(x"2 + y~2)

H= (2 * rho - R) / (2 * r x rho)

Parametros:
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R : float
Raio maior do toro (distancia do centro do toro ao centro do tubo).
r : float

Raio menor do toro (raio do tubo).

0.4

o}
1]

curvaturas = []
X, ¥y, z = vertices.T
# z nao e usado diretamente na formula final, mas esta implicito na

localizacao do ponto

# Calcular rho = sqrt(x"2 + y~2)

rho_squared = x * x + y *x y

# Adicionar pequena tolerancia para evitar divisao por zero no centro
do toro

rho = np.sqrt(rho_squared + 1le-15)

# Calcular a curvatura media H
numerador = (2.0 * rho - R)
denominador = (2.0 * r * rho)

H = numerador / denominador

return H.tolist()

def curvatura_cilindro(vertices, R=0.5, H=2.0, tol=1e-6,

singular_value=np.nan):

Retorna as curvaturas analiticas de um cilindro (e os indices dos

pontos da juncao) .
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Parametros
vertices : array-like (N,3)
Lista/array de pontos (x,y,z).
R : float
Raio do cilindro (padrao 0.5).
H : float
Comprimento total no eixo x (padrao 2.0).
tol : float
Tolerancia para decidir se um ponto esta na lateral/tampa.
singular_value : float

Valor atribuido aos pontos de juncao (por padrao np.nan).

Retorna
curv : ndarray (N,)
Curvaturas medias por ponto (float). Juncoes recebem
‘singular_value‘.
junc_indices : ndarray (k,)
indices inteiros dos pontos que sao da juncao lateral_tampa.
win
v = np.asarray(vertices)
if v.ndim != 2 or v.shape[l] != 3:

raise ValueError("vertices deve ser shape (N,3)")

x = v[:, 0]
y =v[:, 1]
z=vl[:, 2]

r_yz = np.sqrt(y**2 + zx*x2)

is_lateral = np.isclose(r_yz, R, atol=tol)

is_tampa = np.isclose(np.abs(x), H/2.0, atol=tol)
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is_junc = is_lateral & is_tampa

N = v.shape[0]

curv = np.empty(N, dtype=float)

# juncao

curv[is_junc] = singular_value

# lateral sem ser juncao
lateral_only = is_lateral & "is_junc

curv[lateral_only] = 1.0 / (2.0 * R)
# tampa sem ser juncao
tampa_only = is_tampa & "is_junc

curv([tampa_only] = 0.0

return curv
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Apeéendice B

Dados Coletados

B.1 ESFERA

B.1.1 Malhas - Info

Nos Elementos h Tempo LB(s) Tempo AQFC1(s) Tempo_ AQFC2(s) Tempo_AQFC3(s)

esfera 007 25597 51190 0,07 24,1 17,0 25,5 385
esfera 012 8815 17626 0,12 8,5 6,0 8.8 13,7
esfera 025 2116 4228 0,25 2,0 14 2,1 3,1
esfera 035 1058 2112 0,35 1,0 0,7 1,1 1,6
esfera 050 562 1120 0,5 0,5 0,4 0,6 0,3

Tabela B.1: Dados das Malhas da Esfera

B.1.2 Erro Médio - Norma L2

Malha LB AQFC1 AQFC2 AQFC3
esfera 007 0,6402% 0,9867% 0,2272%  0,0794%
esfera 012 0,4430% 1,1585%  0,2020% 0,0544%
esfera_025 0,0595% 1,2375% 0,0987%  0,0205%
esfera 035 0,0724% 1,4237% 0,0632% 0,0110%
esfera 050 2,3417% 1,6261% 0,0599% 0,0106%

Tabela B.2: Erro Médio - Norma L2, Esfera
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B.1.3 Erro Relativo Médio

Malha
esfera_007
esfera_012
esfera_025
esfera_035
esfera_050

LB AQFC1 AQFC2 AQFC3

0,006%  0,566%  0,155%  0,058%
0,008%  0,718%  0,141%  0,040%
0,006%  0,798%  0,073%  0,016%
0,008%  0,944%  0,048%  0,009%
0,154% 0,992%  0,034%  0,006%

Tabela B.3: Erro Relativo Médio, Esfera

B.1.4 Erro Relativo Maximo

Malha

esfera_007 101,55%

esfera_012
esfera_025
esfera_035
esfera_050

LB AQFC1 AQFC2 AQFC3

8,85% 1,52% 0,54%
34,50%  10,58% 2,67% 0,47%
1,30% 9,33% 0,70% 0,12%
1,28% 7,54% 0,29% 0,05%
42.16%  10,79% 0,85% 0,07%

Tabela B.4: Méaximo Erro Relativo, Esfera
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B.2 ELIPSOIDE 1

B.2.1 Malhas - Info

Malha Nos Elementos h Tempo LB(s) Tempo AQFC1(s) Tempo AQFC2(s) Tempo AQFC3(s)

elipsoide_ 004 27159 54314 0,04 25,9 18,6 30,9 46,2
elipsoide 007 ~ 8898 17792 0,07 9,3 6,6 9,9 14,5
elipsoide 012 3119 6234 0,12 3,3 2,3 3,5 5,3
elipsoide 020 1130 2256 0,2 1,1 1,0 1,2 1,8
elipsoide 030 594 1184 0,3 0,6 0,6 0,7 1,3

Tabela B.5: Dados das Malhas do Elipsoide 1

B.2.2 Erro Médio - Norma L2

Malha LB AQFC1 AQFC2 AQFC3
clipsoide 004  3,6215%  1,1490% 0,2160%  0,3614%
elipsoide 007 10,2457%  1,5597%  0,5521%  1,1631%
elipsoide 012  3,5517%  3,4642% 1,7114%  3,1975%
elipsoide 020 13,9666% 5,6722%  4,2899%  6,6499%
clipsoide_030  2,9109%  6,7249%  6,6566% 10,0665%

Tabela B.6: Erro Médio - Norma 1.2, Elipsoide 1

B.2.3 Erro Relativo Médio

Malha LB AQFC1 AQFC2 AQFC3
elipsoide 004 0,704%  0,626%  0,064%  0,082%
elipsoide 007 1,114% 0,885%  0,119%  0,187%
elipsoide 012 1,645% 1,934%  0,284%  0,529%
elipsoide_020 3,284%  3,551%  0,787% 1,345%
elipsoide 030 2,343%  3,874% 1,565%  2,400%

Tabela B.7: Erro Relativo Médio, Elipsoide 1
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B.2.4 Erro Relativo Maximo

Malha LB AQFC1 AQFC2 AQFC3
elipsoide 004  513,43%  12,40% 1,27% 1,55%
elipsoide_ 007 1314,94%  13,56% 2,25% 4,20%
elipsoide 012  148,06%  11,13% 5,74% 9,62%
elipsoide 020  621,91%  16,13%  12,70%  18,06%
elipsoide_030  19,12% 17,58%  18,73%  26,23%

Tabela B.8: Maximo Erro Relativo, Elipsoide 1
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B.3 ELIPSOIDE 2

B.3.1 Malhas - Info

Malha Nos Elementos h Tempo LB(s) Tempo AQFC1(s) Tempo AQFC2(s) Tempo AQFC3(s)

newelip 017 21990 43976 0,17 22,9 158 25,1 38,2
newelip_025 10174 20344 0,25 95 7.0 10,5 15,6
newelip_045 3214 6424 0,45 3,0 2.3 34 5.1
newelip.065 1550 3096 0,65 L5 13 1,6 24
newelip 090 866 1728 0,9 08 08 0,9 13

Tabela B.9: Dados das Malhas do Elipsoide 2

B.3.2 Erro Médio - Norma L2

Malha LB AQFC1 AQFC2 AQFC3
newelip 017 0,8359% 1,4910% 0,2045%  0,4564%
newelip 025 0,9017% 1,6020% 0,4812%  0,9836%
newelip 045 1,3814% 3,4503% 1,6660% 3,1515%
newelip 065 1,2430% 5,7473%  3,2498%  5,4128%
newelip_ 090 1,5892% 6,9166% 5,0736%  7,6261%

Tabela B.10: Erro Médio - Norma L2, Elipsoide 2

B.3.3 Erro Relativo Médio

Malha LB AQFC1 AQFC2 AQFC3
newelip 017 0,499%  0,770%  0,080%  0,095%
newelip 025 0,564% 0,746%  0,099%  0,152%
newelip 045 0,958%  1,605%  0,274%  0,507%
newelip 065 0,914%  3,332%  0,565%  0,984%
newelip 090 1,140% 4,256%  0,956%  1,684%

Tabela B.11: Erro Relativo Médio, Elipsoide 2
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B.3.4 Erro Relativo Maximo

Malha LB AQFC1 AQFC2 AQFC3

newelip 017  7,75%  11,23% 1,72% 1,95%
newelip 025 7,25%  6,50% 2,07% 3,79%
newelip 045 5,96%  10,96% 5,40% 8,96%
newelip 065  4,92%  15,45% 9,80% 14,63%
newelip 090 5,05% 17,51%  15,88%  21,17%

Tabela B.12: Maximo Erro Relativo, Elipsoide 2
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B.4 TORO

B.4.1 Malhas - Info

Malha Nos Elementos h Tempo LB(s) Tempo AQFC1l(s) Tempo AQFC2(s) Tempo AQFC3(s) Perc Zero

toro.007 23457 46914 0,07 22,8 16,0 242 37,5 0,17%
toro_012 8004 16008 0,12 78 54 8.0 12,2 0,12%
toro_020 2925 5850 02 2.8 2.1 3.2 47 0,07%
toro.028 1532 3064 0,28 14 1,1 17 25 0,20%
toro.045 605 1210 045 0,6 0,5 0,7 11 0,50%

Tabela B.13: Dados das Malhas do Toro

B.4.2 Erro Médio - Norma L2

Malha LB  AQFC1 AQFC2 AQFC3
toro.007 3,2820% 1,5804%  0,7274%  0,9441%
toro 012 3,1645% 1,8530%  1,4899%  2,4900%
toro 020 3,7473% 3,2048%  4,0198%  8,8953%
toro 028 3,4320%  54652%  8,2697%  18,5824%
toro 045 5,1764% 10,6823% 23,7144% 42,6929%

Tabela B.14: Erro Médio - Norma L2, Toro

B.4.3 Erro Relativo Médio

Malha LB AQFC1 AQFC2 AQFC3
toro.007 1,898% 1,367%  0,768%  0,926%
toro.012 2,504% 1,986%  1,836%  2,154%
toro.020 3,468% 3,961%  3,521%  5,356%
toro 028 4,973%  9,202%  8,046%  14,074%
toro.045 4,855% 12,403% 15,554%  34,342%

Tabela B.15: Erro Relativo Médio, Toro
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B.4.4 Erro Relativo Maximo

Malha
toro_007
toro_012
toro_020
toro_028
toro_045

LB
493,00%
581,80%
844,49%
841,62%
408,14%

AQFC1 AQFC2 AQFC3

399,51%
499,53%
424,89%
1656,98%
617,50%

282,35%
630,16%
379,15%
863,34%
633,10%

334,39%
637,98%
568,72%
1011,34%
216,07%

Tabela B.16: Maximo Erro Relativo, Toro
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B.5 CILINDRO

B.5.1 Malhas - Info

Malha Nos Elementos h Tempo LB(s) Tempo AQFC1l(s) Tempo AQFC2(s) Tempo AQFC3(s)

cilindro.008 24062 48120 0,08 21,4 17,1 24,9 37,2
cilindro.012 10677 21350 0,12 96 7.6 11,2 16,6
cilindro_020 3923 7842 0,2 3,6 2.8 10 6.2
cilindro_030 1768 3532 0.3 1,6 1,3 19 2,9
cilindro_050 665 1326 0,5 0,6 0,6 08 1,1

Tabela B.17: Dados das Malhas do Cilindro

Perc_Zero PercNaN
TODOS LB LB1/AQFC1 LB2/AQFC2 LB3/AQFC3
cilindro_008 19,41% 1,34% 4,06% 6,79% 9,46%
cilindro_012 19,20% 2,00% 6,11% 10,17% 14,11%
cilindro_020 18,81% 3,31% 9,99% 16,87% 23,48%
cilindro_030 18,44% 4,86% 14,71% 23,81% 32,18%
cilindro_050 18,05% 7,82% 23,76% 38,20% 50,83%

Tabela B.18: Percentual de Zeros e Pontos Ignorados (NaNs) por Método nas
Métricas Globais

B.5.2 Erro Médio - Norma L2

Malha LB AQFC1 AQFC2 AQFC3 LBl LB2 LB3
cilindro_008 0,6071% 0,4172% 0,0711% 0,0206% 0,5922% 0,5714% 0,5619%
cilindro.012  0,7712% 0,5716% 0,0652% 0,0159% 0,7633% 0,7247% 0,7122%
cilindro_020 1,2074% 0,5009% 0,0347% 0,0074% 1,1484% 0,8593% 0,4457%
cilindro_030 1,1293% 0,7806% 0,0262% 0,0045% 1,0923% 1,0388% 1,0094%
cilindro_050 1,9155% 0,9748% 0,0155% 0,0044% 1,8487% 1,5278% 1,2122%

Tabela B.19: Erro Médio - Norma L2, Cilindro
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B.5.3 Erro Relativo Médio

Malha
cilindro_008
cilindro_012
cilindro_020
cilindro_030
cilindro_050

LB AQFC1 AQFC2 AQFC3

0,144%
0,227%
0,455%
0,468%
1,047%

0,116%
0,188%
0,207%
0,335%
0,512%

0,024%
0,026%
0,015%
0,012%
0,008%

0,008%
0,007%
0,003%
0,002%
0,002%

LB1
0,136%
0,220%
0,405%
0,448%
0,988%

Tabela B.20: Erro Relativo Médio, Cilindro

B.5.4 Erro Relativo Maximo

Malha
cilindro_008
cilindro_012
cilindro_020
cilindro_030
cilindro_050

LB  AQFC1 AQFC2 AQFC3 LB1
8,5082%  6,1312% 1,0221% 0,2562% 8,5082%
10,3204% 10,6839% 0,7270% 0,1971%  9,2656%
9.2488%  7,3126% 0,2883% 0,0615% 9,2488%
7,6011%  6,2748% 0,1893% 0,0347% 7,6011%
8,5166%  5,9820% 0,1207% 0,0259% 8,5166%

Tabela B.21: Maximo Erro Relativo, Cilindo
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LB2
0,125%
0,205%
0,268%
0,416%
0,719%

LB2
8,5082%
8,5653%
9,2488%
6,6183%
8,5166%

LB3
0,118%
0,195%
0,137%
0,387%
0,446%

LB3
8,5082%
8,5653%
9,2488%
6,6183%
8,5166%
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